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La revision de este libro de texto ha sido un desaffo especial por una razon bastante agra- 
dable. Mucha gente ha letdo este libro, ensenado a partir de el e inclusive lo ha querido. 
Quiza el esplritu del libro no cambie jamas. Este texto file escrito como ayuda para que 
nuestra ensenanza del algebra lineal mantenga la importancia crucial de este tema, que si- 
gue creciendo. 

Ciertamente, un paso era posible y aconsejable: anadir nuevos problemas. Tantos anos 
de ensenanza requirieron cientos de reactivos de examen nuevos (especialmente con inte- 
rrogantes que impliquen el uso de la red). Considero que el lector aprobara la amplia gama 
de problemas. Los reactivos siguen siendo una mezcla de explicacion y calculo: los dos 
metodos complementarios para aprender este hermoso tema. 

Personalmente considero que mucha mas gente necesita algebra lineal que calculo. 
i Isaac Newton podrfa no estar de acuerdo! Sin embargo, el no esta ensenando matematicas 
en el siglo XXI (y quiza no fue un gran profesor, aunque le otorgaremos el beneficio de la 
duda). Cier tame nte, las leyes de la Flsica se expresan bien mediante ecuaciones diferencia- 
les. Newton requirio del calculo, lo cual esta bien. Pero el alcance de la ciencia, la ingenie- 
ria y la administracion (as! como de la vida) actualmente es mucho mas grande, y el algebra 
lineal se ha desplazado a un sitio nodal. 

Podrfa decir algo mas, ya que muchas universidades aun no ajustan el equilibrio hacia 
el algebra lineal. A1 trabajar con Kneas curvas y superficies curvas, el primer paso siempre 
es linealizar. Sustituir la curva por su recta tangente, ajustar la superficie por un piano y 
entonces el problema se vuelve lineal. El poder de este tema se hace evidente cuando se 
tienen 10 variables, o 1000, en vez de dos. 

Quiza el lector piense que estoy exagerando cuando uso la palabra “hermoso” para un 
curso basico de matematicas. En absoluto. Este curso empieza con dos vectores v y w que 
apuntan en direcciones distintas. El paso clave es tomar sus combinacion.es lineales. Se mul- 
tiplica para obtener 3v y Aw, y se suma para obtener una combinacion particular 3v + 4w. 
Este nuevo vector esta en el mismo piano que v y w. Cuando se toman todas las combina- 
ciones, se esta llenando todo el piano. Si v y w se dibujan en esta pagina, sus combinacio- 
nes ci> + dw llenan la pagina (y mas alia), pero no salen de la pagina. 

En el lenguaje de las ecuaciones lineales, cv + dw = b puede resolverse exactamen- 
te cuando el vector b esta en el mismo piano que v y w. 


Matrices 

Se avanzara un poco mas para convertir combinaciones de vectores tridimensionales al 
algebra lineal. Si los vectores son v = (1, 2, 3) y w = (1, 3, 4), se escriben en una matriz 
cohimna: 


matriz 


1 1 

2 3 

3 4 



vi 


Prefacia 


Para encontrar combinaciones de estas colunmas, la matriz se “multiplica” por un vector 
(c, d): 


Combinaciones lineales cv + dw 


1 1 
2 3 



Estas combinaciones Henan un espacio vectorial, denominado espacio columna de la ma- 
triz. (Para estas dos columnas, dicho espacio es un piano.) Para decidir si b — (2, 5, 7) es- 
ta en ese piano, se cuenta con tres componentes para lograrlo. Ast, hay que resolver tres 
ecuaciones: 



'2l c + d = 2 

5 significa 2c + 3d = 5 
7J 3c + 4d = 7. 


Se deja que el lector las resuelva. El vector b = (2, 5, 7) no esta en el piano de u y w. Si 
el 7 se cambia por cualquier otro numero, entonces b no esta en el piano; de hecho, no es 
ninguna combinacion devyw, por lo que las tres ecuaciones no tienen solution. 

Ahora es posible describir la primera parte del libro, sobre ecuaciones Lineales Ax = 
b. La matriz A tiene n columnas y m renglones. El algebra lineal se desplaza de manera 
continua hacia n vectores en el espacio m-dimensional. Siguen buscdndose combinaciones 
de las columnas (en el espacio columna). Siguen obteniendose m ecuaciones para producir 
b (una por cada renglon). Estas ecuaciones pueden o no tener una solution. Siempre tienen 
una solution por mmimos cuadrados. 

La interaction de las columnas y los renglones constituye el nucleo del algebra lineal. 
No es totalmente facil comprenderlo, aunque tampoco es tan dificil. A continuation se enu- 
meran cuatro de los conceptos mas importantes: 

1. El espacio columna (todas las combinaciones de las columnas). 

2. El espacio renglon (todas las combinaciones de los renglones). 

3. El rango (el numero de columnas independientes) (o renglones). 

4. Elimination (la forma idonea para encontrar el rango de una matriz). 

Y aquf me detengo para permitirle iniciar el curso. 


Paginas web 

Quiza sea util mencionar las paginas de la red conectadas con este libro. Recibimos 
muchos mensajes con sugerencias y palabras de aliento, por lo que espero que el lector 
utilice todo con libertad. Puede acceder directamente a http://web.mit.edu/18.06, que se ac- 
tualiza constantemente para el curso que se imparte cada semestre. Algebra lineal tambien 
esta en el sitio del MIT OpenCourseWare http://ocw.mit.edu, donde 18.06 se volvio excep- 
tional al incluir videos de las conferencias (que, por supuesto, usted no tiene que ver...). 
A continuation se menciona una parte del material disponible en la red: 

1. Programa de conferencias y tareas y examenes actuates con soluciones. 

2. Los objetivos del curso, asi como preguntas conceptuales. 

3. Demos interactivos Java (ahora ya se cuenta con audio para los valores caracterfsti- 
cos). 

4. Cddigos de ensenanza del algebra lineal y problemas MATLAB. 

5. Videos de todo el curso (tal y como se ensena en un aula real). 

La pagina del curso se ha convertido en un vinculo valioso para la clase y un recurso para 
los estudiantes. Estoy bastante optimista sobre el potential de las graficas sonoras. El an- 




Prefacio 


mi 


cho de banda para la voz en off es bajo, y FlashPlayer esta disponible de manera gratuita. 
Esto offece un repaso rapido (con experimentos activos), y es posible bajar todas las con- 
ferencias. Espero que los profesores y estudiantes de todo el mundo encuentren utiles es- 
tas paginas web. Mi objetivo es hacer este libro lo mas util posible con todo el material del 
curso que puedo proporcionar. 

Mota importante: La administracidn de estas paginas Web y de otras mencionadas dentro 
del libro no esta a cargo de Thomson Learning Iberoamerica, por lo que la editorial no es 
responsable de las modificaciones en el contenido y los cambios en las poh'ticas y formas 
de acceso que pudieran ocurrir. Le recomendamos visitar ffecuentemente estos sitios a fin de 
estar al tanto de cualquier actualization. 

Compfementos 

Este libro cuenta con complementos para el profesor, los cuales estan en ingles y solo se 
proporcionan a los docentes que adopten la presente obra como texto para sus cursos. Pa- 
ra mayor information, favor de comunicarse con las oficinas de nuestros representantes o 
a los siguientes correos electronicos: 

Thomson Mexico y Centroamerica clientes@thomsonleaming.com.mx. 

Thomson America del Sur cliente@thomsonleaming.com 
Thomson Caribe amy.reyes@thomsonleaming.com 

Estructura del curso 

Los dos problemas fundamentales son Ax — b y Ax — Ex para matrices cuadradas A. El 
primer problema Ax = b tiene una solution cuando las columnas de A son independientes. 
El segundo problema Ax = Lx es para vectores caracteristicos independientes. Una parte 
crucial de este curso es aprender el significado de “independencia”. 

Considero que la mayorfa de nosotros aprendemos primero a partir de ejemplos. Pue- 
de ver que 

'1 1 2l 

^ = 12 3 no dene columnas independientes. 

_1 3 4_ 

La columna 1 mas la columna 2 es igual a la columna 3. Un teorema maravilloso del alge- 
bra establece que los tres renglones tampoco son independientes. El tercer renglon debe 
estar en el mismo piano que los dos primeros renglones. Con alguna combinacion de los 
renglones 1 y 2 se obtiene el renglon 3. Quiza el lector pueda encontrar rdpidamente esta 
combinacion (yo no pude). Al fma 1 tuve que usar elimination para descubrir que la com- 
binacion correcta utiliza 2 veces el renglon 2, menos el renglon 1 . 

La elimination es la forma simple y natural para entender una matriz al producir bastan- 
tes elementos iguales a cero. Por tanto, el curso empieza aqui. jPero no se quede demasiado 
aqui! El lector debe proceder de combinaciones de los renglones a independencia de los 
renglones a la “dimension del espacio renglon”. Este es el objetivo clave, abordar todos 
los espacios de los vectores: el espacio renglon , el espacio columna y el espacio nulo. 

Otro objetivo es comprender la manera en que actua la matriz. Cuando A se multipli- 
ca por x se obtiene el nuevo vector Ax. Todo el espacio de vectores se mueve; es transfor- 
mado” por A. Transformaciones especiales se obtienen de matrices particulares, y aquellas 
son las primeras piedras del algebra lineal: matrices diagonales, matrices ortogonales, ma- 
trices triangulares, matrices simetricas. 



BafSkda 1 Matrices, y eliminacion gaussiana 

Los valores caracterfsticos de estas matrices tambien son importantes. Considero que 
las matrices de 2 por 2 constxtuyen ejemplos contundentes de la informacion que pueden 
proporcionar los valores caracterfsticos X. Las secciones 5.1 y 5.2 ameritan una lectura cui 
dadosa para ver la manera en que Ax = Ax es de utilidad. AW se presenta un caso en que 
matrices pequenas permiten la obtencion de mucW'simo conocimiento. 

En forma global, la belleza del algebra lineal puede apreciarse de varias maneras: 

1. Visualizacidn. Combinacidn de vectores. Espacios de vectores. Rotacidn reflexion 
y proyeccion de vectores. Vectores perpendiculares. Cuatro subespacios fundamentals. 

2. Abstraccion. Independence de vectores. Base y dimension de un espacio vectorial 
Transformaciones hneales. Descomposicion del valor singular y la mejor base. 

3 ‘ , C;ilcu '°- Eliminacion para producir elementos cero. Gram-ScWnidt para producir 
ferencTi caracterfsticos para resolver ecuaciones diferenciales y en di- 

4. Aplicaciones Solucidn por mfnimos cuadrados cuando Ax = b tiene demasiadas 
ecuactones Ecuactones en diferencias que aproximan ecuaciones diferenciales“c« 

de probabxlidad de Markov (jla base para Google!). Vectores caracterfsticos ortogonales 
como ejes pnnctpales (y mas . . .). riogonaies 

Para continuar con estas aplicaciones, se mencionan los libros publicados por Welles- 
ey ambndge Press. Todos aparentan ser de algebra, aplicados al procesamiento de sena 
les, a ecuaciones dxferenctales parciales y a calculos cientfficos (e inclusive GPS- Sistema 
de Posxcxonamiento Global). Si el lector consulta la pagina http.Y/www.wellesleycambride 
com, vera parte de la razdn por la que el algebra lineal es tan utilizada 

. de este P refaci0 ' el llbro hablara por sf mismo. De inmediato observara el es 

pmtu. El enfasis se pone en la comprensidn: intento explicar, mas que deducir. Este es un 

matematlcas verd aderas, no un ejercicio interminable. En clase, constantemen- 
te trabajo con ejemplos para ensenar lo que necesitan los estudiantes. 
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[L,U,P] = lu(A) para ecuaciones lineales 
Ic’p] I qr ^ para hacer orto g°nales a las columnas 
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M 1.1 INTRODUCCION 

Este libro empieza con el problema central del algebra lineal: la solucidn de ecuaciones li- 
neales. El caso mas importante, y el mas sencillo, es cuando el numero de incognitas es igual 
al numero de ecuaciones. Se tienen n ecuaciones en n incognitas, empezando con n = 2: 

Dos ecuaciones lx + 2y — 3 ^ 

Dos incognitas 4x + 5y = 6. 

Las incognitas son x y y. Para resolver estas ecuaciones requiero, describir dos metodos el 
de eliminacion y el de determinant es. Ciertamente, x y y estan determinadas por los nume- 
ros 1, 2, 3, 4, 5, 6. La cuestion es como utilizar estos seis numeros para resolver el sistema. 

1. Eliminacion De la segunda ecuacion, restese 4 veces la primera ecuacion. As! se eli- 
mina x de la segunda ecuacion, y queda una ecuacion para y: 

(ecuacion 2) — 4(ecuacion 1) — 3v = —6. (2) 

De inmediato se sabe que y — 2. Luego, x se conoce a partir de la primera ecuacion, 
lx + 2y = 3: 

Con sustitucion hacia atras lx + 2(2) = 3 se obtiene x = — 1. (3) 

Procediendo cuidadosamente, se comprueba que x y y tambien resuelven la segunda 
ecuacion. Esto debe funcionar, como es el caso: 4 veces (x — —1) mas 5 veces (y = 2) 
es igual a 6. 

2. Determinantes La solucidn y = 2 depende completamente de los seis numeros en 
las ecuaciones. Debe haber una formula para y (y tambien para x). Se trata de una “razdn 
de determinantes”, que espero, el lector me permita escribir directamente: 


1 

3 



4 

6 

1 -6-3-4 

_ ~ 6 

1 

2 

i • 5 -2 • 4 

-3 

4 

5 
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Capttulo 1 Matrices y elimination gaussiana 


Lo anterior puede parecer algo misterioso, a menos que el lector ya conozca algo sobre de- 
terminantes de 2 por 2. Estos determinantes proporcionan la misma respuesta y = 2, pro- 
veniente de la misma razon de -6 a -3. Si nos quedamos con los determinantes (lo cual no 
pensamos hacer), hay una formula semejante para calcular la otra incognita, x: 

3 2 
6 5 
1 2 

4 5 

A continuacion se compararan ambos metodos, pensando en futures problemas reales 
en los que n es mucho mas grande ( n = 1000 es un tamano bastante moderado en calculos 
cientfficos). Lo cierto es que el uso directo de la fdrmula de los determinantes para 1000 
ecuaciones puede ser un desastre total, ya que el millon de mimeros a la izquierda se utiliza- 
ria correcta pero ineficazmente. Esta formula se encontrara en el capftulo 4 (regia de Cramer), 
aunque en el capftulo 1 se presenta un metodo aceptable para resolver 1000 ecuaciones. 

Este metodo aceptable es la elimination gaussiana. Se trata del algoritmo que suele 
aplicarse de manera constante para resolver grandes sistemas de ecuaciones. A partir de los 
ejemplos en un libro de texto (n = 3 se aproxima al lfmite superior de la paciencia del au- 
tor y del lector), quiza el lector no puede apreciar mucha diferencia. En las ecuaciones (2) 
y (4) se siguieron esencialmente los mismos pasos para encontrar y = 2. Ciertamente, x se 
conocio mas rapido por la sustitucion hacia atras en la ecuacion (3) que la razon en (5). Pa- 
ra n mas grande, no hay caso. Gana la eliminacion (e incluso este metodo es el mejor para 
calcular determinantes). 

La idea de eliminacion es enganosamente simple: el lector la dominara luego de unos 
cuantos ejemplos. Constituye la base de la mitad de este libro, simplificando una matriz de 
modo que sea posible comprenderla. Junto con la mecanica del algoritmo, en este capftulo 
es necesario explicar cuatro aspectos mas profundos. Estos son: 

1. Las ecuaciones lineales Uevan a la geometria de pianos. No es facil visualizar un pia- 
no nueve-dimensional en un espacio de diez dimensiones. Es mas diffcil ver diez de es- 
tos pianos, que se cortan en la solucion de diez ecuaciones, aunque de alguna manera 
esto es casi posible. Nuestro ejemplo tiene dos rectas en la figura 1.1, que se encuen- 
tran en el punto (x, y) = (—1, 2). El algebra lineal mueve esta imagen hacia diez di- 
mensiones, donde la intuicion debe imaginar la geometria (y la obtiene correctamente). 

2. Pasamos a la notation matricial al escribir las n incognitas como un vector x y las n 
ecuaciones como Ax = b. Multiplicamos A por “matrices de eliminacion” con la fina- 
lidad de obtener una matriz triangular superior U. Con lo anterior, A se factoriza en L 
veces U, donde L es triangular inferior. 

y 

r+2y =3 

j 4x + 5y = 6 | 4x + 8y = 6 

Una solucion (x, y) =(-1,2) Paralelas: no hay solucion Recta completa de soluciones 

Figura 1.1 El ejemplo tiene una solucion. Los casos singulares no tienen solucion, o tie- 
nen demasiadas soluciones. 
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A continuacion se escribiran A y sus factores para nuestro ejemplo, y se explicaran en 
su debido momento: 


Factorizacion A 


1 °1 f 1 

4 1 0 


= L veces U. 


Primero es necesario presentar las matrices, los vectores y las reglas de la multiplica- 
cion. Toda matriz tiene una traspuesta A T . Esta matriz, tiene una in versa A~ l . 

3. En la mayor parte de los casos, la eliminacion se realiza sin dificultades. La matriz tie- 
ne una inversa, y el sistema Ax = b tiene una solucion. En casos excepcionales el me- 
todo falla; ya sea que las ecuaciones se escribieron en orden equivocado, lo cual se 
arregla facilmente al intercambiarlas, o las ecuaciones no tienen una solucion unica. 

El caso singular aparece si 8 se sustituye por 5 en nuestro ejemplo: 

Caso singular lx + 2y = 3 ™ 

Dos rectas paralelas 4x + 8y = 6. 

La eliminacion resta simplemente 4 veces la primera ecuacion de la segunda. Sin em- 
bargo, [Observe el resultado! 

(ecuacion 2) - 4(ecuacion 1) 

Este caso singular no tiene solution. Otros casos singulares tienen una infinidad de 
soluciones. (Cambie 6 a 12 en el ejemplo, y la eliminacion producira 0 = 0. Asf, y, 
puede asumir cualquier valor.) Cuando la eliminacion falla, se quiere encontrar toda 
solucion posible. 

4, Se requiere una estimacion aproximada del numero de pasos de elimination necesa- 
rios para resolver un sistema de tamano n. El costo de computo a menudo determina 
la precision del modelo. Cien ecuaciones requieren alrededor de 300 000 pasos (mul- 
tiplicaciones y restas). La computadora es capaz de hacer estos pasos rapidamente, pe- 
ro no es asf para el caso de varios billones de pasos. Y despues de un millon de pasos, 
el error por redondeo puede ser significativo. (Algunos problemas son sensibles; otros 
no.) Sin entrar en todos los detalles, pretendemos considerar grandes sistemas que se 
presentan en la practica, asf como la manera en que se resuelven realmente. 

El resultado final de este capftulo, es un algoritmo de eliminacion que es casi lo mas 
eficaz posible. Se trata del algoritmo que suele usarse en una numerosa variedad de aplica- 
ciones. Y al mismo tiempo, comprenderlo en terminos de matrices —la matriz de coeficien- 
tes A, las matrices E y P para la eliminacion e intercambio de renglones, respectivamente, 
y los factores finales L y U — es un fundamento esencial de la teorfa. Espero que el lector 
disfrute este libro y su curso. 

1.2 GEOMETRIA DE LAS ECUACIONES LINEALES 

La forma de comprender este tema es mediante un ejemplo. Se empieza con dos ecuacio- 
nes extremadamente simples, reconociendo que el lector puede resolverlas sin necesidad 
de llevar un curso de algebra lineal. No obstante, espero que le de una oportunidad a Gauss: 


x + y = 5. 

Este sistema puede abordarse por renglones o por columnas. Queremos abordarlo en am- 
bas formas. 
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El primer metodo se centra en las ecuaciones por separado (los renglones). Es el mas 
conocido, y en dos dimensiones se hace rapidamente. La ecuacion 2x - y = 1 se represen- 
ta por una hnea recta en el piano x-y. La recta pasa por los puntos r = l,j = jy^ = 1 
yj= 0 (y tambien por (2, 3) y todos los puntos intermedios). La segunda ecuacion x + y ' 
- 5, produce una segunda recta (vease la figura 1.2a). Su pendiente es dy/dx = - 1 y cor- 
ta a la primera recta en la solucion. 3 

El punto de interseccion pertenece a ambas rectas. Se trata de la unica solucion de las 
dos ecuaciones. El punto x = 2yy = 3se encontrara pronto por “eliminacion”. 




/y _ 2 (columna 1) 

’ +3 (columna 2) 

(4,2) 

(2, 1) = columna 1 


b) Las columnas se combinan con 2 y 3 

Figura 1.2 Representacidn por rengldn (dos rectas) y representacidn por columna (se 
combinan columnas). 1 


El segundo metodo considera las columnas del sistema lineal. Las dos ecuaciones por 
separado en realidad son una ecuacion vectorial : 

Forma de columna x 



'2' 


r-r 

fll 

* 

M 

+ y 

1J 



El problema consiste en encontrar la combinacion de los vectores columna en el miembro 
izquierdo que produce el vector del miembro derecho. Los vectores (2 1) y ( - 1 1) se re 
presentan con las lineas gruesas en la figura 1.2b. Las incognitas son los numeros’x y y que 
multipkcan a los vectores columna. Toda la idea puede verse en esa figura, donde 2 veces la 
co unrna 1 se suma a 3 veces la columna 2. Geome'tricamente, asf se obtiene un famoso pa- 
ralelogramo. Algebraicamente, se obtiene el vector correcto (1, 5), en el miembro derecho 
de las ecuaciones. La representacidn por columnas confirma que x — 2 y y = 3. 

_ f U ® de dedlcarse m as tiempo a este ejemplo, aunque se prefiere pasar al caso en que 
H 3 ' Tres ecuacl °nes siguen siendo manipulables, y presentan mucha mayor variedad: 


Tres pianos 


2u + v + w = 5 

4 u — 6v = —2 

-2u + Iv + 2vo = 9. 


( 1 ) 


De nuevo, es posible estudiar los renglones o las columnas, de modo que se empieza con los 
renglones. Cada ecuacion describe un piano en tres dimensiones. El primer piano es 2 u + 
v + w ~ 5 ’ y . se muestra en la figura 1.3. Contiene a los puntos ( § , 0, 0) y (0, 5, 0) y (0, 0 
5). Es determinado por cualesquiera tres de sus puntos, suponiendo que no son colineales. ’ 
Al cambiar 5 a 10 , el piano 2u + v + w = 10 debe ser paralelo al anterior. Contie- 
ne a (5, 0, 0) y (0, 10, 0), y (0, 0, 10) que esta dos veces mas lejos del origen, que es el 



w 



Figura 1 .3 La representacidn por rengldn: tres pianos que se cortan, provenientes de tres 
ecuaciones lineales. 

punto central u = 0, v = 0, w — 0. Al cambiar el miembro derecho, el piano paralelo se 
mueve a si mismo, y el piano 2u + v + w = 0 pasa por el origen. 

El segundo piano es 4 u — 6v = —2. Se trazo verticalmente porque w puede asumir 
cualquier valor. El coeficiente de w es cero, aunque sigue siendo un piano en el espacio 
tridimensional. (La ecuacion 4u - 3, o incluso el caso extremo u = 0, sigue describien- 
do un piano.) En la figura se muestra la interseccion del segundo piano con el primero. 
Esta interseccion es una recta. En tres dimensiones, una recta requiere dos ecuaciones ; en 
n dimensiones requiere n - 1 . 

Finalmente, el tercer piano corta a la recta en un punto. El piano (no esta dibujado) 
representa la tercera ecuacion, —2 u + Iv + 2w = 9, y corta a la recta en u — 1, v = 1, 
w = 2. Este punto de interseccion triple (1, 1,2) resuelve el sistema lineal. 

tComo se extiende hasta n dimensiones esta representacidn por renglones? Las n ecua- 
ciones contienen n incognitas. La primera ecuacion sigue determinando un “piano", que ya 
no es un piano bidimensional en el espacio tridimensional; de alguna manera, su “dimen- 
sion” es n — 1 . Debe ser piano y extremadamente delgado en un espacio n-dimensional, 
aunque nos parezca solido. 

Si el tiempo es la cuarta dimension, entonces el piano t = 0 corta al espacio tetradimen- 
sional y produce el universo tridimensional en que vivimos (o mas bien, el universo como 
era en t — 0). Otro piano es z = 0, que tambien es tridimensional; se trata del piano normal 
x-y que se considera todo el tiempo. jEstos espacios tridimensionales se cortan! Comparten 
el piano normal x-y en t = 0. Si se desciende a dos dimensiones, el siguiente piano deja una 
recta. Por ultimo, un cuarto piano deja un solo punto. Se trata del punto de interseccion de 
4 pianos en 4 dimensiones, y resuelve las 4 ecuaciones subyacentes. 

Si continuamos con este ejemplo proveniente de la relatividad, estaremos en proble- 
mas. La cuestion es que el algebra lineal es capaz de operar con cualquier numero de ecua- 
ciones. La primera ecuacion produce un piano (n — 1) dimensional en n dimensiones. El 
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segundo piano lo corta (esperamos) un conjunto mas pequeno de “dimension n — 2”. Su- 
poniendo que todo va bien, todo piano nuevo (toda ecuacion nueva) reduce la dimension 
en una unidad. A1 final, cuando se hayan tornado en cuenta todos los n pianos, la dimen- 
sion de la intersection es cero. Se trata de un punto, que pertenece a todos los pianos, y sus 
coordenadas satisfacen a todas las n ecuaciones. [Esta, es la solution! 


Vectores columna y combinaciones Isneafes 


Ahora volvemos a las columnas. Esta vez la ecuacion vectorial (la misma ecuacion que (1» 
es 


Forma de columns 


5 

-2 = b. 
9 


Estos son vectores columna tridimensionales. El vector b se identified con el punto cuyas 
coordenadas son 5, —2, 9. Todo punto en el espacio tridimensional se hace corresponder 
con un vector, y viceversa. Esta, era la idea de Descartes, quien transformo la geometrfa en 
algebra al trabajar con las coordenadas del punto. Es posible escribir el vector en una co- 
lumna, o sus componentes pueden enumerarse como b = (5, — 2, 9), o incluso puede re- 
presentarse geometricamente mediante una flecha a partir de su origen. Pueden elegirse la 
flecha, o el punto o los tres numeros. En seis dimensiones, quiza es mas conveniente ele- 
gir los seis numeros. 

Cuando los componentes se enumeran horizontalmente, suele utilizarse parentesis y 
comas, y cuando el vector columna se indica verticalmente se usan Haves (sin comas). Lo 
que realmente importa es la suma de vectores y la multiplicacion por un escalar (un nu- 
mero). En la figura 1 ,4a se muestra una suma vectorial, componente por componente: 


Suma vectorial 





a) Los vectores se suman a b ) Se suman las columnas 1 -)- 2 -f- ( 3 -)- 3) 

lo largo de los ejes 


Figura 1.4 La representation por columna: la combination lineal de las columnas es 
igual a b. 


i ONAL 



' 
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En la figura de la^efdcbaliay una multipiicacidn por 2 (y si el vector hubiese sido multi- 
plicado por -2, entonces el vector hubiera invertido su direction): 


Multiplicacion por escalares 




Tambien en la figura de la derecha se observa una de las ideas centrales del algebra. 
Utiliza las dos operaciones basicas: los vectores se multiplican por numeros y luego se su- 
man. El resultado se denomina combination lineal, y esta combination resuelve nuestra 
ecuacion: 


Combinacion lineal 



La ecuacion (2) requirio multiplicadores u, v, w, que producen el miembro derecho b. Estos 
numeros son u — 1, v — 1, w = 2. Y proporcionan la combinacion correcta de las colum- 
nas. Tambien proporcionaron el punto (1, 1, 2) en la representation por renglon (donde se 
cortan los tres pianos). 

Nuestro verdadero objetivo es ir mas alia de dos o tres dimensiones, hasta n dimensio- 
nes. Con n ecuaciones en n incognitas, en la representation por renglon hay n pianos. En 
la representation por columna hay n vectores, mas un vector b en el miembro derecho. La 
ecuacion pide una combinacion lineal de las n columnas que sea igual a b. Para ciertas 
ecuaciones esto es imposible. Paradojicamente, la mejor manera de entender el caso bue- 
no es estudiando el caso malo. Por consiguiente, consideraremos la geometrfa, justo cuan- 
do falla, en el caso singular. 


Representation por renglon : intersection de pianos 
Representation por columna : combinacion de columnas 


El caso singular 

Suponga que nuevamente estamos en tres dimensiones, y que tres pianos en la representa- 
tion por renglon no se cortan. iQue puede estar mal? Una posibilidad es que dos pianos 
pueden ser paralelos. Las ecuaciones 2n + u + u; = 5y4n + 2ti + 2w =11 son inconsis- 
tentes, y pianos paralelos no dan solution (en la figura 1.5a se muestra una vista del extre- 
mo). En dos dimensiones, la unica posibilidad de falla la constituyen las rectas paralelas. Sin 
embargo, tres pianos en tres dimensiones pueden estar en problemas sin ser paralelos. 

La dificultad mas frecuente se muestra en la figura 1.5b. A partir de la vista del ex- 
tremo, los pianos forman un triangulo. Cada par de pianos se corta en una recta, y estas 

X 

dos pianos 
paralelos 
a) 

Figura 1 .5 Casos singulares: no hay solution para a), b), o d), una infmidad de solucio- 
nes para c). 
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rectas son paralelas. El tercer piano no es paralelo a los otros pianos, pero es paralelo a su 
lfnea de interseccidn. Esto corresponde a un sistema singular con 6 = (2, 5, 6): 

u + v + w — 2 

No hay soluciones, como en la figura 1.5b 2 u + 3w = 5 ( 3 ) 

3 u + v + 4w = 6. 

Sumados, los dos primeros miembros izquierdos son iguales al tercero. En el miembro de- 
recho falla eso: 2 + 5 f 6. La ecuacion 1 menos la ecuacion 2 menos la ecuacion 3 es la 
afirmacion imposible 0=1. Asf, las ecuaciones son inconsistentes, como la elimination 
gaussiana descubre sistematicamente. 

Otro sistema singular, proximo a dste, tiene una infinidad de soluciones. Una vez que 
el 6 en la ultima ecuacion se vuelve 7, las tres ecuaciones se combinan para dar 0 = 0. Asf, 
la tercera ecuacion es la suma de las dos primeras. En ese caso, los tres pianos tienen toda 
una recta en comiin (vease la figura 1.5c). Al cambiar los miembros derechos, los pianos 
de la figura 1.56 se moveran en sentido paralelo a sf mismos, y para b = (2, 5, 7), repenti- 
namente la figura es diferente. El piano inferior se movio para encontrar a los otros, y hay 
una recta de soluciones. El problema 1.5c sigue siendo singular, pero ahora adolece de de- 
masiadas soluciones , en vez de tener unas cuantas. 

El caso extremo lo constituyen tres pianos paralelos. Para la mayor parte de miembros 
derechos no hay solucidn (vease la figura 1.5 d). Para miembros derechos especiales (jco- 
mo b = (0, 0, 0)!), hay todo un piano de soluciones, ya que los tres pianos paralelos se mue- 
ven para convertirse en el mismo. 

iQue ocurre con la representation por columna cuando el sistema es singular? Debe 
estar mal, aunque la pregunta es como. En el miembro izquierdo de las ecuaciones sigue ha- 
biendo tres columnas, y se intenta combinarlas para obtener b. Se queda con la ecuacion (3): 


Caso singular: representacion por columna 

Tres columnas en el mismo piano 

Facil de resolver solo para b en ese piano 



rn 

T 


Y 

u 

[2 + V 

0 

+ w 

3 


- J 

1 


4 


Para b = (2, 5, 7) era posible esto; para b = (2, 5, 6) no lo era. La razon de esto es que es- 
tas tres columnas estan en un piano. Entonces cualquier combinacion tambien esta en el 
piano (que pasa por el origen). Si el vector b no esta en ese piano, ninguna solucion es po- 
sible (vease la figura 1.6). fete es por mucho el evento mas probable; un sistema singular 



en general no tiene solucidn. Sin embargo, hay una posibilidad de que b este' en el piano 
de las columnas. En ese caso hay demasiadas soluciones; las tres columnas pueden com- 
binarse en una infinidad de formas para producir b. Esa representacion por columna de 
la figura 1.66 corresponde a la representacion por rengldn de la figura 1.5c. 

4 ,Cdmo se puede saber que las tres columnas estan en el mismo piano? Una respuesta 
consiste en encontrar una combinacion de las columnas cuya suma sea cero. Despues de al- 
gunos cdlculos, esta combinacion es « = 3, v = — 1, w = —2. Tres veces la columna 1 es 
igual a dos veces la columna 2 mas dos veces la columna 3. La columna 1 esta en el piano 
de las columnas 2 y 3. Solo dos columnas son independientes. 

El vector b = (2, 5, 7) esta en ese piano de las columnas: es la columna 1 mas la co- 
lumna 3, de modo que (1,0, 1) es una solucidn. Es posible sumar cualquier multiple de la 
combinacion (3, — 1, —2) que produzca 6 = 0. Asf, hay toda una recta de soluciones, co- 
mo se sabe a partir de la representacion por rengldn. 

La verdad es que se sabia que las columnas deben combinarse para obtener cero, ya 
que eso ocuma con los renglones. Este hecho pertenece a las matematicas, no a los calcu- 
los, y sigue siendo verdadero en la dimension n. Si los n pianos no tienen ningun punto 
en comiin, o comparten una infinidad de puntos, entonces las n columnas estan en el 
mismo piano. 

Si la representacion por rengldn falla, entonces tambien falla la representacion por co- 
lumna. Esto hace la diferencia entre el capftulo 1 y el capftulo 2. En el capftulo 1 se estudia 
el problema mas importante: el caso no singular, donde hay una solucidn que es necesario 
encontrar. En el capftulo 2 se estudia el caso general, donde puede haber muchas soluciones 
o ninguna. En ninguno de estos dos casos es posible continuar sin tener una notacidn (nota- 
cion matricial), y un algoritmo ( eliminacion ) idoneos. Despues de los siguientes ejercicios 
se abordara la eliminacion. 


|E Conjunto de problemas 1.2 

1. Para las ecuaciones x + y = 4, 2x — 2y = 4, trace la representacion por rengldn (dos 
rectas que se cortan), y la representacion por columna (combinacion de dos columnas 
igual al vector columna (4, 4) en el miembro derecho). 

2. Resuelva lo siguiente para encontrar una combinacion de las columnas que sea igual a 6: 

u — v — w = 6i 
Sistema triangular v + w = b 2 

w — 63. 

3. (Recomendado) Describa la interseccidn de los tres pianos u+v+w+z=6yu+ 
w + z = 4yu + w = 2 (todos en el espacio tetradimensional). ^Es una recta, un pun- 
to o un conjunto vaefo? y.Cual es la interseccidn si se incluye el cuarto piano u = - 1? 
Encuentre una cuarta ecuacion que deje la situation sin solucidn. 

4. Trace las tres rectas siguientes, y decida si las ecuaciones son de facil solucidn: 

x + 2y = 2 
Sistema de 3 por 2 x — y = 2 

y = l- 

iQxxz ocurre si todos los miembros izquierdos son cero? i,Hay alguna option diferen- 
te de cero de miembros derechos que permita que las tres rectas se cortan en el mismo 
punto? 

5. Encuentre dos puntos en la recta de interseccidn de los tres pianos / = 0yz = 0y 
x + y + z + t — lenel espacio de 4 dimensiones. 


Figura 1.S Casos singulares: 6 fuera o dentro del piano con todas las tres columnas. 
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6. Cuando b = (2, 5, 7), encuentre una solution (m, u, iu) de la ecuacion (4) distinta de 
la solution (1,0, 1), mencionada en el texto. 

7. Proporcione dos miembros derechos mas, aparte de b = (2, 5, 7) para los cuales la 
ecuacion (4) pueda resolverse. Proporcione dos miembros derechos mas, aparte de 
b = (2, 5, 6) para los cuales la ecuacion (4) no pueda resolverse. 

8. Explique por que el sistema 

u 4- v + ui — 2 
u + 2v + 3w — 1 
v + 2w = 0 

es singular, encontrando una combination de las tres ecuaciones que produzca 0=1. 
iQue valor debe sustituirse en el ultimo cero del miembro derecho para que las ecua- 
ciones tengan soluciones, y cual es una de las soluciones? 

9. La representation por columna del ejercicio anterior (sistema singular) es 


u 1 + v 

0 


+ w 3 = b. 
2 


Demuestre que las tres columnas de la izquierda estan en el mismo piano, expresando 
la tercera columna como una combination de las dos primeras. ^Cuales son las solu- 
ciones ( u , v, w) si b es el vector cero (0, 0, 0)? 

10. (Recomendado) ^Bajo que condition sobre y u y 2 , y 3 los puntos (0, y t ), (1, y 2 ), (2, y 3 ) 
estan en una Knea recta? 

11. Es cierto que la solution de las siguientes ecuaciones es x — y = 0. ^Para que valores 
de a hay toda una recta de soluciones? 

ax + 2y = 0 
2x + ay = 0 

12. Empezando con x + 4y = 7, encuentre la ecuacion de la recta paralela que pasa por 
x = 0, y - 0. Encuentre la ecuacion de otra recta que corta a la primera en x = 3, y = 1. 


Los probiemas 13 a 15 son un repaso de las representaciones por renglon y por 

columna. 

13. Trace las dos representaciones en dos pianos para las ecuaciones x - 2y = 0, x 4 - y — 6. 

14. Para dos ecuaciones lineales en tres incognitas x, y, z, la representation por renglon 

muestra (2 o 3) (rectas o pianos) en un espacio (bi o tri) dimensional. La representa- 
cidn por columna es en un espacio (bi o tri) dimensional. Las soluciones normalmen- 
te estan en un . 

15. Para cuatro ecuaciones lineales en dos incognitas x y y, la representation por renglon 

muestra cuatro . La representation por columna esta en un espacio di- 

mensional. Las ecuaciones no tienen solucion, a menos que el vector del miembro de- 
recho sea una combinacidn de _. 

16. Encuentre un punto con z = 2 en la recta de intersection de los pianos x + y + 3z = 
6yx — y + z = 4. Encuentre el punto con z = 0 y un tercer punto a la mitad entre los 
dos puntos anteriores. 
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17. La primera de las siguientes ecuaciones mas la segunda es igual a la tercera: 

x + y + z = 2 
x + 2y + z = 3 
2x + 3y + 2z =5. 

Los dos primeros pianos se encuentran a lo largo de una recta. El tercer piano contie- 
ne a esta recta, ya que si x, y, z satisfacen las dos primeras ecuaciones, entonces tam- 
bien . Las ecuaciones tienen una infinidad de soluciones (toda la recta L). En- 

cuentre las tres soluciones. 

18. Mueva el tercer piano en el problema 17 hasta un piano paralelo 2x + 3y + 2z = 9. 

Ahora, las tres ecuaciones no tienen solucion; ipor quel Los dos primeros pianos se 
encuentran a lo largo de la recta L, pero el tercero no esa recta. 

19. En el problema 17, las columnas son (1, 1, 2) y (1, 2, 3) y (1, 1, 2). Este es un “caso sin- 
gular” porque la tercera columna es . Encuentre dos combinaciones de las colum- 
nas que proporcionen b = (2, 3, 5). Esto solo es posible para b — (4, 6, c) si c = . 

20. Normalmente, 4 “pianos” en el espacio tetradimensional se cortan en un . Nor- 

malmente, 4 vectores columna en el espacio de 4 dimensiones pueden combinarse pa- 
ra producir b. pQue combination de (1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1) pro- 
duce b — (3, 3, 3, 2)? ^Cudles son las 4 ecuaciones que esta resolviendo para x, y, z, f? 

21. Cuando la ecuacion 1 se suma a la ecuacion 2, ^cual de las siguientes opciones cam- 
bia: los pianos en la representation por renglon, la representacidn por columna, la ma- 
triz de coeficientes, la solucion? 

22. Si ( a , b) es un mdltiplo de (c, d) con abed t 6 0, demuestre que (a, c ) es un multiple/ de 
( b , d). Esto es sorprendentemente importante: denommela pregunta de desafio. Primero 
puede usar numeros para ver c6mo estan relacionados a, b, cy d. La pregunta lleva a: 

Si A = a j tiene renglones dependientes, entonces tiene columnas dependientes. 

23. En estas ecuaciones, la tercera columna (que multiplica a w) es la misma que el miem- 
bro derecho b. La forma en columna de las ecuaciones, <,que solucion para iu, v, w) 
proporciona de inmediato'l 

6u 4- Iv + Sw = 8 
4u + 5u + 9w = 9 
2u — 2v + Ivu = 7. 


1 .3 UN EJEMPLO DE ELIMINACION GAUSSIANA 

La forma de entender la elimination es por medio de un ejemplo. Se empieza en tres di- 
mensiones: 

2u + v + w = 5 

Sistema original 4u — 6v = — 2 (1) 

—2 u + Iv + 2w = 9. 

El problema consiste en encontrar los valores incognitos de u, v, y w, de modo que se 
aplicard eliminacidn gaussiana. (Gauss es reconocido como el mas grande de los matema- 
ticos, aunque no ciertamente debido a este invento, que quizd le llevo 10 minutos. Ironica- 
mente, es el concepto mds frecuentemente utilizado que lleva su nombre.) El metodo em- 
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pieza por restar multiples de la primera ecuacion a las otras ecuaciones . El objetivo es 
eliminar u de las dos ultimas ecuaciones. Para lograr este objetivo se requiere lo siguien- 
te: 

a) restar 2 veces la primera ecuacion de la segunda 

b ) restar -1 vez la primera ecuacion de la tercera. 

2u + v + w — 5 

Sistema equivalente — 8v — 2w = — 12 (2) 

8u + 3w = 14. 

El coeficiente 2 es el primer pivote. La eliminacion consiste en dividir constantemente el 
primer pivote entre los numeros que estan abajo de el, con la fmalidad de enconlrar los mul- 
tiplicadores idoneos. 

El pivote de la segunda etapa de la eliminacion es -8. Ahora se ignora la primera 
ecuacion. Un multiplo de la segunda ecuacion se restart de las ecuaciones que quedan (en 
este caso solo queda la tercera) con la finalidad de eliminar v. La segunda ecuacion se su- 
ma a la tercera o, en otras palabras, 

c) se resta -1 vez la segunda ecuacion de la tercera. 

Ahora el proceso de eliminacion esta completo, por lo menos en la direction “hacia ade- 
lante”: 

2 u + v + w = 5 

Sistema triangular -8v - 2w = -12 (3) 

1 w = 2. 

Este sistema se resuelve hacia atris, de abajo arriba. La ultima ecuacidn da w = 2. A1 
sustituir en la segunda ecuacion, se encuentra v = 1. Luego, la primera ecuacion da u = 1. 
Este proceso se denomina sustitucion hacia atras. 

Para repetir: con la eliminacion hacia adelante se obtuvieron los pivotes 2, -8, 1. En 
este metodo se restan multiplos de cada renglon de los renglones de abajo para llegar al sis- 
tema ‘ triangular” (3), que se resuelve en orden inverso. Luego, cada nuevo valor calcula- 
do se sustituye en las ecuaciones restantes. 

Observacidn Una forma aceptable de escribir los pasos de la eliminacion hacia adelante 
es incluir el miembro derecho como una columna adicional. No es necesario copiar u y v 
y w y = en cada paso, por lo que se trabaja con lo mfnimo indispensable: 

2 1 1 5] [211 5] [211 5" 

4-6 0 — 2 — > 0 — 8 — 2 -12 -> 0 -8 -2 -12 

.-2 7 2 9J L° 8 3 14 J L° 0 1 2 

Al final se llega al sistema triangular, que ya esta listo para la sustitucion hacia atras. Qui- 
za el lector prefiera esta disposition, que garantiza que las operaciones en el miembro iz- 
quierdo de la ecuacion tambien se realizan en el miembro derecho, ya que ambos miem- 
bros estan juntos aht. 

En un problema mas grande, la eliminacion hacia adelante requiere mas esfuerzo. Se 
usan multiplos de la primera ecuacion para producir ceros abajo del primer pivote. Luego, 
la segunda columna se limpia abajo del segundo pivote. El paso hacia adelante se fmaliza 
cuando el sistema es triangular; la ecuacion n solo contiene a la ultima incognita multipli- 
cada por el ultimo pivote. 
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La sustitucion haciitetris-pfoduce la%blubi®'%bfi|i&ta en orden opuesto: se empieza con 
la ultima incognita, luego se resuelve de la siguiente hasta la ultima, terminando con la 
primera. 

Por definition, los pivotes no pueden ser cero. Es necesario dividir entre ellos. 


La falia de la eliminacion 


lEn que circunstancias es posible quefalle el proceso? Algo debe estar mal en el caso 
singular, y algo puede estar mal en el caso no singular. Esto podrfa parecer algo prematu- 
ro; despues de todo, apenas se ha logrado tener funcionando al algoritmo. Sin embargo, la 
posibilidad de falia ilumina al metodo en sf. 

La respuesta es: con un conjunto completo de n pivotes, solo hay una solution. El sis- 
tema es no singular, y se resuelve por eliminacion hacia adelante y sustitucion hacia atras. 
Pero si en una posicion pivote aparece un cero , es necesario detener la eliminacion, ya sea 
temporal o permanentemente. El sistema puede o no ser singular. 

Si el primer coeficiente es cero, en la esquina superior izquierda, la eliminacion de u 
de las otras ecuaciones es imposible. Lo mismo es cierto en toda etapa intermedia. Obser- 
ve que en una posicion pivote puede aparecer un cero, aun si el coeficiente original en ese 
sitio no era cero. En terminos generates, no se sabe si aparecera un cero sino hasta que 
se intenta, al realizar en verdad el proceso de eliminacion. 

En muchos casos este problema puede restablecerse, por lo que la eliminacion puede 
continuar. Un sistema asx sigue siendo no singular; es solo el algoritmo lo que requiere re- 
paration. En otros casos es inevitable la falia. Estos sistemas incurables son singulares; no 
tienen solution o tienen una infinidad de estas, por lo que no es posible encontrar un con- 
junto completo de pivotes. 


Ejemplo 1 No singular (restablecido al intercambiar las ecuaciones 2 y 3) 

U + V + W = u + V + U> = U + V + W = 

2u + 2i> + 5w = ♦ 3 w = * 2v + 4w = — 

4 u + 6v + 8w = 2u + 4u> = 3u> = 


El sistema es triangular, y puede resolverse con sustitucion hacia atras. 


Ejemplo 2 Singular (caso incurable) 

u + V + W — U + V + w = 

2m + 2u + 5w = ♦ 3w = 

4u + 4v + 8w = _ 4w = 

No existe ningun intercambio de ecuaciones que pueda evitar el cero en la segunda posi- 
tion pivote. Las ecuaciones mismas pueden ser o no faeiles de resolver. Si las dos ultimas 
ecuaciones son 3w = 6 y 4w = 7, no hay solution. Si ocurre que estas dos ecuaciones son 
consistentes, como con 3u; = 6 y 4ut = 8, entonces este caso singular tiene una infinidad 
de soluciones. Se sabe que w = 2, pero la primera ecuacion no puede decidir ambas u y v. 

En la section 1.5 se abordaran los intercambios de renglon cuando el sistema es no 
singular. Asl, los intercambios producen un conjunto completo de pivotes. En el capftulo 2 
se estudia el caso singular. El 3w aun puede eliminar a 4 w, por lo que el segundo pivote es 
3. (No habra un tercer pivote). Por ahora se confia en que todos los n elementos pivote son 
diferentes de cero, sin cambiar el orden de las ecuaciones. Este es el mejor caso, que sera 
continuado. 
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El costa de la eliminacion 

La otra pregunta es muy practica. iCuantas operaciones aritmeticas requiere la elimina- 
cion para n ecuaciones en n incognitas ? Si n es grande, una computadora puede realizar 
el proceso de eliminacion. Debido a que se conocen todos los pasos, debe ser posible po- 
der pronosticar el numero de operaciones. 

Por el momento se ignoraran los miembros derechos de las ecuaciones, y solo se con- 
taran las operaciones a la izquierda. Estas operaciones son de dos clases. Se divide entre el 
pivote para encontrar que multiplo (por ejemplo t) de la ecuacion pivote debe restarse. Una 
vez que se realiza esta sustraccion, continuamente se encuentra una combinacidn “multipli- 
car-restar”; los terminos de la ecuacion pivote se multiplican por l, y luego se restan de otra 
ecuacidn. 

Suponga que cada division, y cada multiplicacion-sustraccion se denomina una ope- 
ration. En la columna 1, se requieren n operaciones por cada cero que se obtiene : una pa- 
ra encontrar el multiplo l, y la otra para encontrar los nuevos elementos a lo largo del 
renglon. Abajo del primer renglon hay n - 1 renglones, de modo que la primera etapa de la 
eliminacion requiere n(n - 1) = n 2 - n operaciones. (Otra forma de llegar a n 2 — n es esta: 
es necesario cambiar todos los n 2 elementos, excepto los n en el primer renglon). Las eta- 
pas posteriores son mas rapidas porque las ecuaciones son mas cortas. 

Cuando la eliminacion se realiza con k ecuaciones, para limpiar la columna que esta aba- 
jo del pivote se requieren solo k 2 - k operaciones, por el mismo razonamiento que se aplico 
en la primera etapa, cuando k era igual a n. A1 reunir todo lo anterior, se encuentra que el nu- 
mero total de operaciones es la sumatoria de hr - k sobre todos los valores k desde 1 hasta n: 

... , . , ,2 . , 2 \ /, , . n{n + l)(2n + 1) n(n + 1) 

Miembro izquierdo V + • • • + n 2 ) - (1 + • • • 4 -n) = — — - i 

6 2 

_ n 3 — n 
3 ' 

Estas formulas son normales para encontrar las sumatorias de los n primeros numeros y los 
n primeros cuadrados. A1 sustituir n— 1 y n = 2 y ra = 100 en la formula | (n 3 - n), la eli- 
minacion hacia adelante puede no requerir ningun paso, requerir dos pasos o requerir alre- 
dedor de un millon de pasos: 

Si n no es grande en absoluto, una buena estimacidn para 
el numero de operaciones es | n 3 . 

Si el tamano se duplica, y pocos de los coeficientes son cero, entonces el costo se multipli- 
ca por 8. 

La sustitucion hacia atras es considerablemente mas rapida. La ultima incognita se en- 
cuentra en solo una operation (una division entre el ultimo pivote). Para encontrar la ante- 
penultima incognita se requieren dos operaciones, y asf sucesivamente. Entonces, el total 
para la sustitucion hacia atrds es 1 + 2 + •••+«. 

La eliminacion hacia adelante tambien actua sobre el miembro derecho (restando los 
mismos multiplos que en la izquierda con la finalidad de preservar las ecuaciones correc- 
tas). Empieza con n - 1 sustracciones de la primera ecuacion. Junto con el miembro dere- 
cho es responsable de n 2 operaciones: mucho menos que las n 3 ! 3 a la izquierda. El total 
para la eliminacion hacia adelante y la sustitucion hacia atras es 

Miembro derecho [(« — 1) + (n — 2) + • • • +1] + [1 + 2 + • • • + n] = n 2 . 

Hace 30 anos, casi cualquier matematico hubiera conjeturado que un sistema general 
de orden n no podfa resolverse con mucho menos que n 3 / 3 multiplicaciones. (Incluso ha- 
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bfa teoremas para demostrarlo, aunque no tomaban en cuenta a todos los metodos posibles). 
Sorprendentemente, se ha demostrado que esa conjetura es erronea. j En la actualidad exis- 
te un metodo que requiere solo Cn l ° g * 7 muitiplicacionesl Depende de un simple hecho: pa- 
rece que dos combinaciones de dos vectores en el espacio bidimensional requieren 8 multi- 
plicaciones, aunque es posible hacerlas en 7. Lo anterior redujo el exponente de log 2 8, que 
es 3, a log 2 7 = 2.8. Este descubrimiento provocd bastante actividad para encontrar la po- 
tencia minima posible de n. El exponente finalmente cayo (en EBM) debajo de 2.376. Afor- 
tunadamente para la eliminacion, la constante C es tan grande y el cddigo es tan diffcil que 
el nuevo metodo es bastante (o completamente) interesante desde el punto de vista tedrico. 
El problema mas reciente es el costo con muchos procesadores en paralelo. 

Conjunto de problemas 1.3 

Los problemas 1 a 9 son sobre eliminacion en sistemas de 2 por 2. 

1. ^Que multiplo de l de la ecuacion 1 debe restarse de la ecuacion 2? 

2x + 3y = 1 
lOx +9.y = 11. 

Despues de este paso de eliminacion, escriba el sistema triangular superior e identifi- 
que los dos pivotes. Los numeros 1 y 11 no afectan tales pivotes. 

2. Resuelva por sustitucion hacia atras el sistema triangular del problema 1 , y antes que x. 
Compruebe que x multiplicado por (2, 10) mas y por (3, 9) es igual a (1, 11). Si el 
miembro derecho cambia a (4, 44), i,cual es la nueva solution? 

3 . tQue multiplo de la ecuacion 2 debe restarse de la ecuacion 3? 

2x — 4y = 6 
—x + 5y = 0. 

Despues de este paso de eliminacion, resuelva el sistema triangular. Si el miembro de- 
recho cambia a (-6, 0), i,cual es la nueva solution? 

4. i,Que multiplo de t de la ecuacion 1 debe restarse de la ecuacion 2? 

ax + by = f 
cx + dy = g. 

El primer pivote es a (se supone que es cero). y,Que formula para el segundo pivote pro- 
duce la eliminacion? iQue es y? El segundo pivote falta cuando ad — be. 

5. Escoja un miembro derecho que no proporcione ninguna solution, y un miembro de- 
recho que no proporcione una infmidad de soluciones. y,Cuales son dos de estas soiu- 
ciones? 

3x + 2y = 10 
6x + 4y = . 

6. Escoja un coeficiente b que haga singular este sistema. Luego, escoja un miembro de- 
recho g que lo haga facil de resolver. Encuentre dos soluciones en ese caso singular. 

2 x + by = 16 
4x + 8y = g. 
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7. (Para que' numeros a la elimination falla a) permanentemente, y b) temporalmente? 

ax + 3y — —3 
4x + 6 y = 6. 

Resuelva para xyy despues de fijar la segunda falla por un intercambio de rengldn. 

8. (.Para cuales tres numeros k falla la eliminacion? (Cual es fijada por un intercambio 
de renglon? En cada caso, el numero de soluciones, s 0 o 1 o oo? 

kx + 3y = 6 

3 x + ky = — 6. 

9. (Que prueba sobre b x y b 2 decide si estas dos ecuaciones permiten una solution? 
(Cuantas soluciones tienen? Trace la representation por columna. 

3x —2 y — b x 
6x — 4 y — b 2 . 

Los problemas 10 a 19 estudian la elimination en sistemas de 3 por 3 (y la falla 
posible). 

10. Reduzca el siguiente sistema a forma triangular superior, mediante dos operaciones en 
renglones: 

2x + 3y + z — 8 
4x + 7y + 5z = 20 
-2 y + 2z = 0. 

Identifique los pivotes. Resuelva por sustitucion hacia atras para z, y, x. 

11. Aplique eliminacion (identifique los pivotes) y sustitucion hacia atras para resolver 

2x — 3y =3 
4x — 5y + z — 1 
2x — y - 3z = 5. 

Enumere las tres operaciones en renglones: Restar veces el renglon del 

rengldn . 

12. (Cual numero d obliga a un intercambio de renglon, y cual es el sistema triangular (no 
singular) para ese d? ^Cual d hace singular a este sistema (no el tercer pivote)? 

2x + 5y + z ~ 0 
4 x + dy + z —2 
y ~ z = 3. 

13. (Cual numero d lleva posteriormente a un intercambio de renglon? (Cual numero b 
Ueva posteriormente a un pivote faltante? En ese caso singular, encuentre una solu- 
cidn x, y, z diferente de cero. 

x + by =0 
x — 2 y — z = 0 
y + z = 0. 
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14. a) Escriba un sistema de 3 por 3 que requiera dos intercambios de renglones para al- 

canzar una forma triangular, y una solucion. 
b ) Escriba un sistema de 3 por 3 que requiera un intercambio de renglones para fun- 
cionar, y que falle despues. 

15. Si los renglones 1 y 2 son los mismos, (hasta ddnde es posible llegar con la elimina- 
tion (permitiendo intercambio de renglones)? Si las columnas 1 y 2 son las mismas, 
(cual pivote falta? 

2x — y + z = 0 2x + 2y + z — 0 

2x — y + z = 0 4x + 4y + z = 0 

4x + y + z = 2 6x + 6y 4- z = 2. 

16. Escriba un ejemplo de 3 por 3 que tenga 9 coeficientes distintos en el miembro izquier- 

do, pero que los renglones 2 y 3 se vuelvan cero en la eliminacion. (Cuantas solucio- 
nes tiene este sistema con b = (1, 10, 100), y cuantas dene con b = (0, 0, 0)? 

17. (Cual numero q hace singular al siguiente sistema, y con que miembro derecho t el sis- 
tema tiene una infmidad de soluciones? Encuentre la solucion que tiene z = 1. 

x + 4y — 2z =1 
x + 7y - 6z =6 
3 y + qz = t. 

18. (Recomendado) Es imposible que un sistema de ecuaciones lineales tenga exactamen- 
te dos soluciones. Explique por qui. 

a ) Si (x, y, z) y ( X , Y, Z) son dos soluciones, (Cual es otra? 

b ) Si 25 pianos se encuentran en dos puntos, (ddnde mas se encuentran? 

19. Puede ocurrir que tres pianos fallen en tener un punto de interseccidn, cuando ningun 

par de ellos es paralelo. El sistema es singular si el rengldn 3 de A es una de los 

primeros dos renglones. Encuentre una tercera ecuacion que no sea posible resolver si 
x + y + z = 0yx-2y-z = 1 . 

En los problemas 20 a 22 se abordan sistemas de 4 por 4, y de n por n. 

20. Encuentre los pivotes, y las soluciones de las cuatro siguientes ecuaciones: 

2x + y =0 

x + 2y + z =0 
y + 2z + t = 0 

z + 2r = 5. 

21. Si el problema 20 se extiende siguiendo el patron 1, 2, 1 o el patron -1,2, —l, i,cual 
es el quinto pivote? (Cual es el n-esimo pivote? 

22. Aplique eliminacidn y sustitucion hacia atras para resolver 

2u + 3v =0 

4u + 5v + w = 3 
2u — v — 3w = 5. 

(Cudles son los pivotes? Enumere las tres operaciones en las que el multiplo de un 
rengldn se resta de otro rengldn. 
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23. Para el sistema 

u + v 4- w = 2 
u + 3v + 3w = 0 
u + 3v + 5w = 2, 

i,Cual es el sistema triangular despues de la elimination hacia adelante, y cual es la so- 
lution? 

24. Resuelva el siguiente sistema, y encuentre los pivotes cuando 

2 u — v =0 

— u +2 v — w =0 
—v + 2ty — z = 0 
— m + 2z = 5. 

Es posible llevar el miembro derecho como una quinta columna (y asf omitir escribir 
u, v, w, z hasta la solucion al final). 

25. Aplique eliminacion al sistema 

u + v + w =— 2 
3u + 3v — w = 6 
u — v + w — — 1. 

Cuando en la position pivote aparezca un cero, intercambie esa ecuacion por la que 
esta abajo, y continue. iQue coeficiente de v en la tercera ecuacion, en lugar del — 1 
actual, harfa imposible continuar, y forzar a una falla en la eliminacion? 

26. Resuelva por eliminacion el siguiente sistema de ecuaciones 

x — y = 0 
3x + 6y — 18. 

Trace una grafica que representa cada ecuacion como una lrnea recta en el piano x — y\ 
las rectas se cortan en la solucion. Tambien, agregue una recta mas: la grafica de una 
nueva segunda ecuacion que aparece despues de la eliminacion. 

27. Encuentre tres valores de a para los cuales falle la eliminacion, temporal o permanen- 
temente, en 

au + v = 1 
4u + av = 2. 

La falla en el primer paso puede establecerse intercambiando renglones, pero en el ul- 
timo paso no hay falla. 

28. Falso o verdadero: 

a) Si la tercera ecuacion inicia con un coeficiente cero (empieza con 0 m), entonces 
ningun multiplo de la ecuacion 1 se resta de la ecuacion 3. 

b) Si el segundo coeficiente de la tercera ecuacion es cero (contiene a Ou), entonces 
ningun multiplo de la ecuacion 2 se resta de la ecuacion 3. 

c) Si la tercera ecuacion contiene a Ou y a Ov, entonces ningun multiplo de la ecuacion 
1 o de la ecuacion 2 se resta de la ecuacion 3. 


1 .4 Notation matricial y multipiicacifin de matrices 
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29. (Bastante optional). Normalmente la multiplication de dos numeros complejos 

(a + ib)(c + id) — ( ac — bd) + i(bc + ad) 

implica las cuatro multiplicaciones por separado ac, bd, be, ad. Ignorando a t, ^puede 
calcular ac-bdy be + ad con solo tres multiplicaciones? (Puede realizar sumas, co- 
mo formar a + b antes de multiplicar, sin rtinguna penalization.) 

30. Aplique eliminacion para resolver 

u + v + w = 6 u + v + w = 1 

u + 2v + 2w = 11 y u + 2v + 2w = 10 
2u + 3v — 4 w =3 2u + 3v — 4 w = 3. 


31. ^Para cuales tres numeros a la eliminacion ffacasa en proporcionar tres pivotes? 

ax + 2y + 3z = b\ 
ax + ay + 4z = b 2 
ax + ay + az = bi. 

32. Encuentre experimentalmente el tamano medio (valor absolute) de los pivotes prime- 
ro, segundo y tercero para MATLAB con lu(rand(3, 3)). El promedio del primer pi- 
vote a partir de abs(A(l, 1)) debe ser 0.5. 


1 .4 NOTACfON MATRICIAL Y MULTIPLICACION DE MATRICES 

Con el ejemplo de 3 por 3 es posible escribir por complete todas las ecuaciones. Es posible 
enumerar los pasos de la eliminacion, los cuales restan un multiplo de una ecuacion a otra 
para llegar a una matriz triangular. Para un sistema grande, esta forma de mantener el rastro 
de la elimination serfa inutil; se requiere un registro mucho mas conciso. 

A continuation se presenta la notation matricial para describir el sistema original, y 
la multiplication de matrices para describir las operaciones que lo hacen mas sencillo. 
Observe que en el ejemplo aparecen tres tipos distintos de cantidades: 

„ . . 2u + v + w = 5 


Nueve coeflcientes 

Tres incognitas 

Tres miembros derechos 


4 u — 6v 
—2 u + 7u + 2w 


En el miembro derecho esta el vector columna b. En el miembro izquierdo estan las incog- 
nitas u, v, w. En el miembro izquierdo tambien estan nueve coeflcientes (de los cuales uno 
es cero). Resulta natural representar las tres incognitas por medio de un vector: 


La incognita es x 


La solucion es x = 1 

2 


Los nueve coeficientes estan en tres renglones y tres columnas, con lo que se obtiene una 
matriz de 3 por 3: 


Matriz de coeflcientes A 


1 1 

-6 0 

7 2 
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A es una matriz cuadrada, porque el numero de ecuaciones es igual al numero de incogni- 
tas, Si hay n ecuaciones en n incognitas, se tiene una matriz cuadrada de n por n. De ma- 
nera mas general, podrfa haber m ecuaciones y n incognitas. En este caso, A es rectangu- 
lar, con m renglones y n columnas. Se dice que es una “matriz de m por n”. 

Las matrices se suman entre si, o multiplican por constantes numericas, exactamente 
como ocuire con los vectores: elemento por elemento. De hecho, los vectores pueden con- 
siderate como casos especiales de las matrices; son matrices con una sola columna. As i 
como con los vectores, la suma de dos matrices solo es posible si tienen la misma forma: 


Adicion A + B 21 1 z 

3 q + 3 2 

Multiplicacion 2A q ^ \ 2 


2 1 
2 3 0 
0 4 


4 2 

6 0 , 
0 8 


Multiplicacion de una matriz por un vector 


Es necesario volver a escribir las tres ecuaciones con las tres incognitas u, v, w en la for- 
ma matricial simplificada Ax = b. Escrita completamente, la multiplicacion de una matriz 
por un vector es igual al vector: 


Forma matricial Ax = b 


El miembro derecho b es el vector columna de los “terminos no homogeneos”. El miem- 
bro izquierdo es A por x. Esta multiplicacion se define exactamente de modo que repro- 
duzca el sistema original La primera componente de Ax se obtiene al “multiplicar” el pri- 
mer renglon de A en el vector columna x: 


Renglon multiplicado por columna [2 1 1 ] 


[ 2n + u + xn ] = [5] 


La segunda componente del producto Axes Au-6v + Ow, del segundo renglon de A. La 
ecuacion matricial Ax = b es equivalente a las tres ecuaciones simultaneas en la ecuacion (1). 

El renglon por columna es fundamental para todas las multiplicaciones de matrices. 
A partir de dos vectores produce un solo numero. Este numero se denomina producto in- 
terno de los dos vectores. En otras palabras, el producto de una matriz de 1 por n ( un vec- 
tor renglon) y una matriz de n por 1 (un vector columna) es una matriz de 1 por 1 : 


Producto interno 


1 1 ] 1 = [ 2 - 1 + 1 • 1 + 1 - 2 ] 
2 


Esto confirma que la solution propuestax = (1, 1,2) satisface la primera ecuacion. 

Hay dos formas de multiplicar una matriz Ay un vector x. Una forma es multiplicar 
renglon por renglon. Cada renglon de A se combina con x para obtener una componente de 
Ax. Cuando A tiene tres renglones, se tienen tres productos. 


1 1 6 ] [2 

Ax multiplicado por renglones 3 0 1 5 

114 0 


1 -2 + 1 -5 -f-6-0 
3-2+0-54-3-0 
1-2 + 1 -5+4-0 


7 

6 . (4) 

7 
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Asi es como suele explicarse Ax, aunque la segunda forma es igualmente importante. De 
hecho, jes mas importante! Realiza la multiplicacion de una columna a la vez. El produc- 
to Ax se encuentra de una vez, como una combinacion de las tres columnas de A; 


Ax multiplicado por columnas 


La respuesta es dos veces la columna 1 mas 5 veces la columna 2. Esto corresponde a la 
“representation por columna” de las ecuaciones lineales. Si el miembro derecho b tiene las 
componentes 7, 6, 7, entonces la solution tiene componentes 2, 5, 0. Por supuesto, la re- 
presentation por renglon coincide con aquella (y finalmente se tienen las mismas multipli- 
caciones). 

La regia de las columnas se utilizara una y otra vez, de modo que para recalcarla se 
repite a continuation: 


1A Todo produi 
ecuacion (5). Por 
coeficientes son 1 


> Ax puede encontrarse usando todas las columnas como en la 
insiguiente. Ax es una combinacion de las columnas de A. Los 
componentes de x. - 


: columnas como en la 


Para multiplicar A por x en n dimensiones, se requiere una notation para los elemen- 
tos individuates en A. El elemento en el renglon i y en la columna j siempre se denota por 
a u . El primer subfndice proporciona el numero de renglon, y el segundo subindice indica 
la columna. (En la ecuacion (4), a 2i es 3 y a 13 es 6.) Si A es una matriz de m por n, enton- 
ces el indice i va desde 1 hasta m, ya que hay m renglones, y el indice j va desde 1 hasta n. 
En total, la matriz tiene mn elementos, y a mn esta en la esquina inferior derecha. 

Para denotar un vector basta un Lidice. La y'-esima componente de x se denota Xj. (La 
multiplicacion anterior tenia Xj = 2, x 2 = 5, x 3 = 0.) Normalmente, x se escribe como un 
vector columna; es decir, como una matriz de n por 1 . Pero algunas veces se escribe en 
una tinea, como en x = (2, 5, 0). Los parentesis y las comas recalcan que no es una ma- 
triz de 1 por 3. Se trata de un vector columna, que s61o se ha escrito temporalmente en 
forma horizontal. 

Para describir el producto Ax se utiliza el simbolo “sigma” X para sumatorias: 


Notation sigma 




Esta suma se lleva el i-esimo renglon de A. El Lidice de la columna j toma cada valor des- 
de 1 hasta n y los resultados se suman: la suma es a, 1 x 1 + a a x 2 + ■ • • + a in x n . 

De nuevo se observa que la longitud de los renglones (el numero de columnas en A) 
debe corresponder a la longitud de x. Una matriz de m por n multiplica un vector « -di- 
mensional (y produce un vector m-dimensional). Las sumatorias son mas seneillas que es- 
cribir todo completamente, pero la notation matricial es mejor. (Einstein utilizo “notation 
tensorial”, en la que un indice repetido significa automaticamente una sumatoria. Escribio 
a, ftp e incluso ajxj, sin el signo X. Como no somos Einstein, mantenemos la X.) 

Forma matricial de un paso de elimination 

Hasta el momento, se ha utilizado una abreviatura conveniente Ax — b para denotar el sis- 
tema de ecuaciones original. Pero, yque hay respecto de las operaciones que se realizan du- 
rante la eliminaci6n? En nuestro ejemplo, en el primer paso se resto 2 veces la primera 
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ecuacion de la segunda. En el miembro derecho, 2 veces la primera componente de b se 
resto de la segunda componente. Se obtiene el mismo resultado si b se multiplica por esta 
matriz elemental (o matriz de eliminacion ): 


Matriz elemental 



Lo anterior se comprueba simplemente obedeciendo la regia para multiplicar una matriz y 
un vector: 



Las componentes 5 y 9 siguen siendo las mismas (debido a los 1, 0, 0 y 0, 0, 1 en los ren- 
glones de E ). La nueva segunda componente, —12, aparecio despues del primer paso de 
eliminacion. 

Es facil describir las matrices como E, que llevan los pasos de eliminacion por sepa- 
rado. Tambidn se observa la “matriz identidad”, que no hace absolutamente nada. 


! B La matri ~ identidad /, con I s en si diagonal y Os en el resto, deja sin cambio a 
todos los vectores. La matriz elemental E.-.- resta £ veces el renalon i del rennlon i. 



‘1 0 0] [10 0] [ b\ 

7=010 tiene lb — b E 3 \ = 010 tiene E yx b = b 2 

0 0 1J [ ~ l 0 \b 3 -ib x 

lb = b es la matriz analoga a multiplicar por 1. Un paso de eliminacion tipico multiplica 
por E 3l . La pregunta importante es: gQue ocurre en el miembro izquierdo de A? 

Para preservar la igualdad, es necesario realizar las mismas operaciones en ambos 
miembros de Ax — b. En otras palabras, tambien el vector Ax debe multiplicarse por la 
matriz E. Nuestra matriz original E resta 2 veces la primera componente de la segunda. 
Despues de este paso, el nuevo sistema mas sencillo (equivalente al anterior) es justa- 
mente E(Ax) = Eb. Es mas sencillo debido al cero que se creo abajo del primer pi vote. 
Es equivalente porque es posible recuperar el sistema original (sumando 2 veces la pri- 
mera ecuacion de regreso a la segunda). Asf, ambos sistemas tienen exactamente la mis- 
ma solucidn x. 


Multiplicacion de matrices 

Ahora hemos llegado a la pregunta mas importante: iComo se multiplican las matrices ? 
Hay una pista parcial de la eliminacion gaussiana: Se conoce la matriz de coeficientes ori- 
ginal A, se conoce la matriz de eliminacion E, y se conoce el resultado EA despues del pa- 
so de eliminacion. Deseamos y esperamos que 

1 0 0] multi- [211] [ 2 1 1‘ 

E = - 2 1 0 plicado A = 4-6 0 P ro P or ' EA = 0 -8 -2 . 

0 0 Ij por [-2 7 2j C1 ° na [-2 7 2 

Dos veces el primer renglon de A se ha restado del segundo renglon. La multiplicacion de 
matrices es consistente con las operaciones por renglones de eliminacion. El resultado pue- 
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de escribirse como E(Ax) = Eb, aplicando E a ambos miembros de la ecuacion, o como 
(EA)x = Eb. La matriz EA se construye exactamente de modo que estas ecuaciones coin- 
cidan, por lo que no se requieren pardntesis: 

Multiplicacion de matrices (EA multiplicada por x) es igual a ( E multiplicada por Ax). 
Simplemente se escribe EAx. 

Esta es toda la cuestion de una “ley asociativa” como 2 X (3 X 4) = (2 X 3) X 4. La ley 
parece tan evidente que es diffcil imaginar que podrfa ser falsa. Pero lo mismo puede de- 
cirse de la “ley conmutativa” 2X3 = 3X2;y para matrices, se tiene que EA no es AE. 

Para la multiplicacion de matrices hay otro requerimiento. Se sabe c6mo multiplicar 
Ax, una matriz y un vector. La nueva definici6n debe ser consistente con esta defmicion. 
Cuando una matriz B solo contiene una simple columna x, el producto matriz-matriz AB 
debe ser identico al producto matriz-vector Ax. Mas aun: Cuando B contiene varias colum- 
nas b x , b 2 , b 3 , jlas columnas de AS deben ser Ab x , Ab 2 , Ab 3 ! 

Multiplicacion por columnas AB = A[b x b 2 b 3 ] = [A7> t A7>2 Ab 3 ]. 

El primer requerimiento tenia que ver con renglones, y este concieme a columnas. Un 
tercer metodo es describir cada elemento individual en AS y esperar lo mejor. De hecho, 
solo hay una regia posible, aunque no estoy seguro de quien la descubrio. Hace funcionar 
todo. No permite la multiplicaci6n de cualquier par de matrices. Si son cuadradas, deben 
tener el mismo tamano. Si son rectangulares, no deben tener la misma forma; el numero 
de columnas en A debe ser igual al numero de renglones en B. As i, A puede multiplicar- 
se por cada columna de B. 

Si A es m por n, y S es n por p, entonces la multiplicacion es posible. El producto AB 
es una matriz de m por p. A continuacion se encontrara el elemento en el renglon i y co- 
lumna j de AS. 

1C El elemento i, j de AS es el producto intemo del i-dsimo rengldn de A y lay-dsi- 
ma columna de B. En la figura 1.7, el elemento 3, 2 de AS proviene del renglon 3 y 
■ la columna 2: . . . : 

' / (AS) 32 = a 3x b u + a 32 b 22 + a y3 b 32 + <234642- (6) 


Renglon 

multiplicado AB = 
por columna 



Figura 1,7 Una matriz A de 3 por 4, multiplicada por una matriz S de 4 por 2, es una ma- 
triz AS de 3 por 2. 


Nota Se escribe AS cuando las matrices no tienen nada especial que hacer con la elimi- 
nacidn. El primer ejemplo era EA debido a la matriz elemental E. Despues se tiene PA, o 
LU, e incluso LDU. La regia para la multiplicacion de matrices permanece igual. 
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Ejempls 1 


AB 


2 3 1 f 1 2 0 
_4 Oj [5 -1 0 


'17 1 O' 

4 8 0 ' 


El elemento 17 es (2)(1) + (3)(5), el producto intemo del primer renglon de A y la pri- 
mera columna de B. El elemento 8 es (4)(2) 4- (0)( — 1), el producto intemo del segundo 
renglon y la segunda columna. 

La tercera columna es cero en B, por lo que es cero en AB. B consta de tres colum- 
nas una junto a la otra, y A multiplica cada columna por separado. Cada columna de AB 
es una combination de las columnas de A. As f como en la multiplication matriz-vector, 
las columnas de A se multiplican por los elementos de B. 


Ejemplo 2 Matrlz de intercambio de renglones 

Ejemplo 3 Los Is en la matriz identidad I dejan igual a la matriz: 

Matriz identidad 1 A = A y B I = B. 

Importante: La multiplicacion AB tambien puede efectuarse renglon por renglon. En 
el ejemplo 1, el primer renglon de AB utiliza los numeros 2 y 3 del primer renglon de A. 
Con estos numeros se obtiene 2 [renglon 1] + 3 [renglon 2] = [17 1 0]. Exactamente co- 
mo en la elimination, donde empezo todo esto, cada renglon de AB es una combinacion 
de los renglones de B. 

A continuation se resumen estas tres formas de considerar la multiplicacion de ma- 
trices. 


0 1 [2 3 

10 7 8 



Cada elemento de AB es el producto de un renglon y una columna'. 

(A6),y = (renglon i de A) multiplicado por la (columna j de B) 
Cada columna de AB es el producto de una matriz y una columnar 
columna j de AB — A multiplicada por la (columna j de B) 
i Cada rengldn de AB es el producto de xta. renglon y una matriz'. 
renglon i de AB = (renglon i de A) multiplicado por B i 


Esto nos recuerda a una propiedad clave de la multiplicacion de matrices. Suponga 
que las formas de tres matrices A, B, C (quiza rectangulares) permiten su multiplicacion. 
Los renglones en A y B se multiplican por las columnas de B y C. Asf, la propiedad clave 
es la siguiente: 


IE La multiplicac 5 den - es es asociativa. 

plemente ABC. 


AB multiplicado por C es igual a A multiplicado por BC. Si ocurre que C es simplemente 
un vector (una matriz con una sola columna), este es el requerimiento {EA)x = E(Ax) ya 
mencionado. Esto constituye toda la base para las leyes de la multiplicacion de matrices. 
Y si C consta de vanas columnas, basta pensar que estas se encuentran una junto a la otra, 
y aplicar la misma regia varias veces. Cuando se multiplican varias matrices no se requie- 
ren parentesis. 
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Queda por mencionar otras dos propiedades: una que posee la multiplicacion de ma- 
trices, y otra que no posee. La primera es: 



Por supuesto, las formas de estas matrices deben corresponder conrectamente: B y C 
tienen la misma forma, de modo que es posible sumarlas, y Ay D son del tamafio idoneo 
para la multiplicacion por la izquierda y por la derecha. La demostracion de esta ley es de- 
masiado tediosa como para escribirla. 

La propiedad que no se cumple para la multiplicacion de matrices es un poco mas in- 
teresante: 

1G ■ La multiplication de ma r ees no .5 era nutativa sie ipre FE A EF. 

Ejemplo 4 Suponga que E resta dos veces la primera ecuacion de la segunda. Suponga que F es la ma- 
triz del siguiente paso, sumar el renglon 1 al renglon 3: 


1 

0 

0' 

ri 

0 

o' 

E = -2 

1 

0 

o 

li 

k 

1 

0 

0 

0 

1 

Li 

0 

1 


Estas dos matrices conmutan, y el producto efectua ambos pasos al mis mo tiempo: 

1 0 O' 

EF = —2 1 0 = FE. 

101 

En cualquier orden, EF o FE, asx se cambian los renglones 2 y 3 usando el renglon 1. 

Ejemplo 5 Suponga que E es la misma pero que G suma el renglon 2 al renglon 3. Ahora el orden es- 
tablece una diferencia. Cuando se aplica E y luego G, el segundo renglon esta modificado 
antes de afectar al tercero. Si E se aplica despues de G, entonces la tercera ecuacion no su- 
fbe ningun efecto del primero. En el elemento (3, 1) de EG se vera un cero, mientras en GE 
hay un -2: 

'i o oi r i o oi r i o oi r i o o' 

GE =010 —2 10= —210 pero EG =—210. 

0 1 lj L 0 0 lj 1-2 1 lj L 0 1 l - 

Asf, EG ¥= GE. Un ejemplo aleatorio mostrarfa el mismo hecho: la mayor parte de las ma- 
trices no conmutan. Aquf las matrices tienen sentido. Hay una razon por la cual EF = FE, 

y otra por la cual EG A GE. Merece la pena realizar otro paso, para ver lo que ocurre con 
las tres matrices de elimination a la ver.: 


1 

0 

0' 

1 

0 

O' 

GFE = -2 

1 

0 y 

EFG = -2 

1 

0 

-1 

1 

1 

1 

1 

1 


El producto GFE es el verdadero orden de elimination. Es la matriz que lleva la matriz ori- 
ginal A a la triangular superior U . Este hecho se vera de nuevo en la siguiente section. 

La otra matriz, EFG, es mtis agradable. En ese orden, los numeros -2 de E y 1 de F y 
G no fueron alterados. Se escribieron igual en el producto. Es el orden incorrecto para la 
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elimination. Pero por fortuna, se trata del orden correcto para invertir los pasos de elimi- 
nation, lo cual tambien se vera en la siguiente section. 

Observe que el producto de matrices triangulares inferiores tambien es triangular in- 
ferior. 


Conjunto de probSemas 1.4 

1. Calcule los productos 

'4 0 ll [3' 

0 1 0 4 3 

4 0 1 5 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


Para el tercero, trace los vectores columna (2, 1) y (0, 3). La multiplicacidn por (1, 1) 
simplemente suma los vectores (hagalo graficamente). 

2. Trabaje con una columna a la vez para calcular los productos 

'4 ll r , fl 2 3l fOl [43] rr 

5 1 y 4 5 6 1 y 6 6 2 . . 

6 lj l- J [7 8 9 J [oj [8 9 J L3. 

3. Encuentre dos productos intemos y un producto de matrices: 


Con el primero se obtiene la longitud del vector (al cuadrado). 

4. Si una matriz A de m por n multiplica a un vector n dimensional x, ^cuantas multipli- 
caciones por separado estan implicadas? ^Que ocurre si A multiplica a una matriz B de 
n por p? 

5. Multiplique Ax para encontrar un vector solution x del sistema Ax = vector cero. ^Pue- 
de encontrar mas soluciones para Ax = 0? 

'3 -6 0] [2' 

Ax = 0 2-2 1 . 

! -1 -lj [1 

6 . Escriba las matrices A y B de 2 por 2 cuyos elementos son a u — i + j y by — (- 1)' +J . 
Multiplxquelas para encontrar AB y BA. 

7. Proporcione ejemplos de 3 por 3 (no solo la matriz cero) de 

a) una matriz diagonal: ay = 0 si i# j. 

b) una matriz simetrica: a tj = a jt para toda i y j. 

c ) una matriz triangular superior: a y = 0 si i > j. 

d) una matriz simetrica sesgada: a y = —a p para toda i y j. 

8 . Las siguientes subrutinas, ymultiplican Ax por renglones o por columnas? Empiece 
con B(I) = 0: 

DO 10 I = 1,N DO 10 J = 1,N 

DO 10 J = 1,N DO 10 I = 1,N 

10 B(I) = B(I) + A(IJ) * X(J) 10 B(I) = B(I) + A(I,J) * X(J) 
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Las salidas Bx = Ax son las mismas. El segundo codigo es ligeramente mas eficaz en 
FORTRAN, y mucho mds eficaz en una maquina vectorial (el primero cambia los ele- 
mentos simples B (/), mientras el segundo es capaz de actualizar vectores completos). 

9. Si los elementos de A son a ip use notacion de subfndices para escribir 

a) El primer pivote. 

b) El multiplicador l n del rengl 6 n 1 que debe restarse del renglon i. 

c ) El nuevo elemento que sustituye a a iy despues de la sustraccion. 

d) El segundo pivote. 

10. ^Falso o verdadero? Cuando sea falso, proporcione un contraejemplo. 

a) Si las columnas 1 y 3 de B son las mismas, tambien las columnas 1 y 3 de AB son 
las mismas. 

b) Si los renglones 1 y 3 de B son los mismos, tambien los renglones 1 y 3 de AB son 
los mismos. 

c) Si los renglones 1 y 3 de A son los mismos, tambien los renglones 1 y 3 de AB son 
los mismos. 

d) (AB) 2 = A 2 B 2 . 

11. El primer renglon de AB es una combination lineal de todos los renglones de B. i,Cua- 
les son los coeficientes en esta combination? y ^cu&l es el primer renglon de AB, si 


12. El producto de dos matrices triangulares inferiores es nuevamente triangular inferior 
(todos sus elementos arriba de la diagonal principal son cero). Confirme esto con un 
ejemplo de 3 por 3, y luego explique por que este hecho se deduce a partir de las le- 
yes de la multiplicacidn de matrices. 

13. Por ensayo y error, encuentre ejemplos de matrices de 2 por 2 tales que 

a) A 2 = —I, donde A solo tiene elementos reales. 

b) B 2 — 0, aunque B 0. 

c) CD = —DC, no permitiendo el caso CD = 0. 

d) EF = 0, aunque ningun elemento de E o F es cero. 

14. Describa los renglones de EA y las columnas de AD si 

_ n 7i 


15. Suponga que A conmuta con toda matriz de 2 por 2 (AB = BA), y en particular 

, b] , o [1 01 D [0 1 ' 

A = c d conmuta con B i = 0 0 y S 2 = 00‘ 


Demuestre que a — dy b = c = 0. S\ AB — BA para todas las matrices B, entonces A 
es un multiplo de la identidad. 

16. Sea x el vector columna (1, 0, .... 0). Demuestre que la regia (AB)x = A(Bx ) obliga a 
que la primera columna de AB sea igual a A multiplicada por la primera columna de B. 

17. ^Cual(es) de la(s) siguiente(s) matrices garantizan ser iguales a (A + B) 2 ? 

A 2 +2AB + B 2 , A(A + B) + B(A + B), (A + B)(B+A), A 2 +AB + BA + B 1 . 
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IS. Si A y B son matrices de n por n con todos los elementos iguales a 1, encuentre ( AB)y . 
La notacion de la sumatoria transforma el producto AS, y la ley (AS)C = A(BQ, en 


E a ‘ kb t 


e(i 


Calcule ambos miembros de C si tambien es de n por n, con todo c Jt — 2. 

19. Una cuarta forma de multiplicar matrices es multiplicando las columnas de A por los 
renglones de B : 

AB = (columna l)(renglon 1) + • • ■ + (columna «)(renglon n ) = suma de matrices 
simples. 

Proporcione un ejemplo de 2 por 2 de esta importante regia para la multiplication de 
matrices. 

20. La matriz que rota el piano x-y en un angulo # es 

.... [cos# —sen#' 

A(#) = . „ . 

sen # cos # 

Compruebe que A{e x )A(6 2 ) = A(# t + # 2 ) a partir de las identidades para cos(#, + # 2 ) 
y sen (# t + # 2 ). ^Aque es igual A(#) multiplicada por A(— #)? 

21. Encuentre las potencias A 2 , A 3 (A 2 multiplicada por A), y S 2 , B 3 , C 2 , C 3 . iQue son A* 
B k y C*? 


1 0 
0 -1 


C = AS = 


Los problemas 22 a 31 son sobre matrices de eliminacion. 

22. Escriba las matrices de 3 por 3 que producen los siguientes pasos de eliminacion: 

a) E 2 \ resta 5 veces el rengldn 1 del rengldn 2. 

b ) E 32 resta -7 veces el renglon 2 del renglon 3. 

c) P intercambia los renglones 1 y 2, y luego los renglones 2 y 3. 

23. En el problema 22, al aplicar E 2{ y luego E 32 a la columna b = (1, 0, 0) se obtiene 

E 37.E 2 \b = ■ Al aplicar E 32 antes que E 21 se obtiene E 21 E 32 b = . Cuando 

se aplica primero E 32 , el rengldn no se ve afectado por el renglon . 

24. i,Cuales son las tres matrices E 2i , E 31 , E 32 que hacen de A una forma triangular £/? 


1 1 0 
4 6 1 
-2 2 0 


E 22E 3 \E 2 \A — U. 


Multiplique estas matrices E para obtener una matriz M que haga la elimination- 
MA = U. 

25. Suponga que a 33 = 7 y que el tercer pivote es 5, Si a 33 se cambia a 11, el tercer pi vo- 
te es .. Si a 33 cambia a , en la posicion pivote hay un cero. 

26. Si cada columna de A es un multiplo de (1, 1, 1), entonces Ax siempre es un multiplo de 
(1,1, 1). Escriba un ejemplo de 3 por 3. ^Cuantos pivotes se producen por eliminacidn? 

27. iQue matriz E 3l resta 7 veces el rengldn 1 del rengldn 3? Para invertir este paso, R 33 

debe 7 veces el rengldn al rengldn . Multiplique S 31 por S 3! . 
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28. a) E 2 i resta el rengldn 1 del rengldn 2 y luego S 23 intercambia los renglones 2 y 3. 

iQue matriz M = P 23 E 2X realiza ambos pasos a la vez? 
b ) P 23 intercambia los renglones 2 y 3 y luego E 3l resta el rengldn 1 del rengldn 3. 
iQue matriz M = E 31 P 23 realiza ambos pasos a la vez? Explique por que las ma- 
trices M son las mismas pero las matrices E son distintas. 

29. a) iQue matriz S 13 de 3 por 3 suma el rengldn 3 al rengldn 1? 

b) iQue matriz suma el rengldn 1 al rengldn 3 y al mismo tiempo suma el rengldn 3 al 
rengldn 1? 

c ) iQue matriz suma el rengldn 1 al rengldn 3 y luego suma el rengldn 3 al rengldn 1? 

30. Multiplique las siguientes matrices: 

"0 0 1] Fl 2 3] [0 0 ll f i 0 0] fl 2 3' 

010 456 010 y -110 131. 

1 0 oj [7 8 9J [l 0 OJ [-1 0 1 j [_ i 4 0 

31. iCuales matrices de eliminacidn £ 21 , £32 Y £43 requieren la siguiente matriz de 4 por 4? 

‘2-1 0 O' 

-1 2-1 0 

A 0-1 2 -1 ' 

0 0-12 

Los problemas 32 a 44 son sobre la obtencion y multiplicacion de matrices. 

32. Escriba estos problemas cMsicos en forma matricial de 2 por 2 para Ax = by resuel- 
valos: 

a ) X es dos veces mas viejo que Y y la suma de la edad de ambos es igual a 39. 

b) (x, y) = (2, 5) y (3, 7) esta en la recta y = mx + c. Encuentre my c. 

33. La parabola y - a + bx + cx 2 pasa por los puntos (x, y) = (1, 4) y (2, 8) y (3, 14). 
Encuentre y resuelva una ecuacion matricial para las incdgnitas (a, b, c). 

34. Multiplique las siguientes matrices en los ordenes EF, FE y E 2 . 


'1 

0 

o' 

'1 

0 

O' 

E — a 

1 

0 

F = 0 

1 

0 

_b 

0 

1 

0 

c 

1 


35. a) Suponga que todas las columnas de S son las mismas. Entonces todas las colum- 

nas de EB son las mismas, ya que cada una es E multiplicada por . 

b) Suponga que todos los renglones de S son [1 2 4]. Demuestre con un ejemplo que 
todos los renglones de EB no son [1 2 4], Es cierto que todos estos renglones son 

36. Si E suma el rengldn 1 al rengldn 2, y F suma el rengldn 2 al rengldn 1, £e s cierto que 
EF es igual a FE1 

37. La primera componente de Ax es Z Xj = a n x l + • • • + a ln x n . Escriba formulas 
para la tercera componente de Ax y el elemento (1, 1) de A 2 . 

38. Si AS = / y BC = /, aplique la ley asociativa para demostrar que A = C. 

39. A es 3 por 5, S es 5 por 3, C es 5 por 1, y D es 3 por 1. Todos los elementos son 1. 
^Cudles de las siguientes operaciones matriciales son permitidas, y cuales son los re- 
sultados? 

BA AB ABD DBA A(B + C). 
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40. y.Que renglones, columnas o matrices es necesario multiplicar para encontrar, 

a) la tercera columna de AS? 

b) el primer renglon de AS? 

c) el elemento en el rengldn 3, columna 4 de AB? 

d) el elemento en el renglon 1, columna 1 de CDE2 

41. (Matrices de 3 por 3) Escoja la unica B de modo que para toda matriz A, 

a) BA = 4 A. 

b) BA = 4 B. 

c) BA tiene irrvertidos los renglones 1 y 3 de A y el renglon 2 sin cambio. 

d ) Todos los renglones de BA son los mismos que el renglon 1 de A. 

42. i,Falso o verdadero? 

a) Si A 2 esta definida, entonces A es necesariamente cuadrada. 

b) Si AB y BA estan definidas, entonces Ay B son cuadradas. 

c) Si AB y BA estan definidas, entonces AB y BA son cuadradas. 

d) Si AB = B, entonces A = I. 

43. Si A es de m por n, ^cuantas multiplicaciones por separado estan implicadas si 

a ) A multiplica un vector x con n componentes? 

b) A multiplica una matriz B de n por pi Entonces AB es m por p. 

c ) A se multiplica a sf misma para producir A 2 ? Aquf m = n. 

44. Para demostrar que (AB)C = AiBC), use los vectores columna b u ■ ■ ■ , b„ de B. Pri- 
mero suponga que C tiene una sola columna c con elementos c 1( • • • , c n : 

AB tiene columnas Ab u • • • , Ab„ y Be tienen una columna c l b l + • • • + c n b n . 
Entonces (AB)c = c x Ab x + ■ ■ ■ + c n Ab n es igual a A(c l b 1 + ■ ■ • + c n b n ) = A(Bc). 
La linealidad proporciona la igualdad de estas dos sumas, y (AB)c = A(Bc). Lo mis- 
mo es cierto para todos (todas) los (las) de C. En consecuencia, (AB)C = A(BC). 



En los problemas 45 a 49 se utiliza multiplicacion columna-renglon, y multiplication 

en bloque. 


45. Multiplique AB usando multiplicacion de columnas por renglones: 


46. La multiplicacion en bloque separa las matrices en bloques (submatrices). Si sus for- 
mas hacen posible la multiplicacion en bloque, entonces es permitida. Sustituya las si- 
guientes x por numeros, y confirms que la multiplicaci6n en bloque es exitosa. 



47. Trace los cortes en A y B y AB para mostrar como cada una de las cuatro reglas de la 
multiplicacion es en realidad una multiplicacion en bloque para encontrar AB: 

a) La matriz A multiplicada por las columnas de B. 

b ) Los renglones de A multiplicados por la matriz B. 




UtL UHUUUrtT 
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c) Los renfloM^d&AaiiultiplieadQSipaniasocolumnas de B. 

d) Las columnas de A multiplicadas por los renglones de B. 

48. La multiplicacion en bloque indica que la elimination en la columna 1 produce 


49. Eliminacion para una matriz en bloque de 2 por 2: Cuando A" l A = /, el primer ren- 
glon en bloque se multiplica por CA~ l y se resta del segundo renglon, para encontrar 
el “complemento de Schur" S : 

/ 0] [A B] = [A B~ 

—CA~ l /j [C D\ [° 5 .' 

50. Con z' 2 = - 1, el producto (A + iB)(x + iy) es Ax + iBx + iAy - By. Use bloques pa- 

ra separar la parte real de la parte imaginaria que multiplica i: 

'A -Bl [x] _ [Ax -By] parte real 
? ? y ? parte imaginaria 

51. Suponga que resuelve Ax = b para tres miembros derechos especiales de b: 

'l] [0] [O' 

Axi =0 y Ax 2 = 1 y Ax 3 = 0 . 

OJ L°J L 1 . 

Si las soluciones x 1( x 2 , x 3 son las columnas de una matriz X, y,qu 6 es AXI 

52. Si las tres soluciones en el problema 51 son x t = (1, 1, 1) y x 2 = (0, 1, 1) y x 3 = 
(0, 0, 1), resuelva Ax = b cuando b = (3, 5, 8). Pregunta de desaffo: y,Que es A? 

53. Encuentre todas las matrices 

A = a ^ que satisfacen A J J = J \ A. 

cd [1 1J [ 1 i 

54. Si una matriz noroeste A se multiplica por una matriz sureste B, y,que tipo de matrices 
son AB y BA? “Noroeste” y “sureste” significa ceros abajo y arriba de la antidiagonal 
que va de (1, n) a ( n , 1). 

55. Escriba 2x + 3y + z + 5f = 8 como una matriz A (ycuantos renglones tiene?) multi- 
plicando el vector columna (x, y, z, t) para obtener b. Las soluciones llenan un piano 
en el espacio tetradimensional. El piano es tridimensional sin volumen de 4-dimensio- 
nes. 

56. iC ual es la matriz P x de 2 por 2 que proyecta el vector (x, y) sobre el eje x para produ- 

cir (x, 0)? ^Cual es la matriz P 2 que proyecta el vector (x, y) sobre el eje y para producir 
(0, y)? Si se multiplica (5, 7) por P, y luego se multiplica por P 2 , se obtienen ( ) y 


57. Escriba el producto intemo de (1, 4, 5) y (x, y, z) como una multiplicacion de matrices 

Ax. A tiene un renglon. Las soluciones de Ax = 0 estan en un perpendicular al 

vector . Las columnas de A s61o estan en el espacio dimensional. 

58. En notation de M ATLAB, escriba los comandos que definen la matriz A y los vecto- 
res columna x y b. y.Cual es el comando que prueba si Ax = b o no? 


A = 


1 2 
3 4 


x 


5 

2 
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59. Los comandos MATLAB A = eye(3) y v = [3:5]' producen la matxiz identidad de 3 
por 3 y el vector columna (3, 4, 5). <,Cuales son las salidas de A * v y v’ * v? (jNo se 
requiere computadora!) Si pregunta por v * A, ^que ocurre? 

60. Si la matriz de 4 por 4 integrada sdlo por unos A = ones(4, 4) se multiplica por la co- 
lumna v = ones(4, 1), £que es A * v? (No se requiere computadora) Si B = eye(4) 
+ ones(4, 4) se multiplica por w = zeros(4, 1) + 2* ones(4, 1), ^que es B * w? 

61. Escriba una matriz magica M de 3 por 3 con elementos 1, 2, .... 9. La suma de to- 
dos los elementos de los renglones, de las columnas y de la diagonal debe ser igual a 
15. El primer renglon podria ser 8, 3, 4. ^Cuanto es M por (1, 1, 1)? que es igual el 
vector renglon [1, 1, 1] multiplicado por Ml 

■ 1.5 FACTORES TRIANGULARES E INTERCAMBIOS DE RENGLONES 

Se desea considerar nuevamente la eliminacion para ver lo que significa en terminos de 

matrices. El punto de partida fue el sistema modelo Ax — b: 


Ax = 



1 

0 


2 




( 1 ) 


i 


t ■ 


Luego habia tres pasos de eliminacion, con multiplicadores 2, — 1 , — 1 : 

Paso 1. Restar 2 veces la primera ecuacion de la segunda. 

Paso 2. Restar -1 vez la primera ecuacion de la tercera. 

Paso 3. Restar -1 vez la segunda ecuacion de la tercera. 

El resultado era un sistema equivalente Ux = c, con una nueva matriz de coeficientes U: 


Triangular superior 





( 2 ) 


Esta matriz U es triangular superior: todos los elementos debajo de la diagonal son cero. 

El nuevo miembro derecho c se obtuvo a partir del vector original b siguiendo los mis- 
mos pasos que Uevan de A a U . La eliminacion hacia adelante equivale a tres operaciones 
en renglones: 


Empezar con Ay b; 

Aplicar los pasos 1, 2, 3 en ese orden; 
Terminar con U y c. 


Ux = c se resuelve por sustitucion hacia atras. Aqui nos centramos en relacionar A con U. 

Las matrices E para el paso 1 , F para el paso 2, y G para el paso 3 se presentaron en 
la section precedente. Se denominan matrices elementales, y es facil ver como trabajan. 
Para restar un multiplo t de la ecuacion j de la ecuacion i, el numero —t se escribe en la 
position ( i,j % En caso contrario, se preserva la matriz identidad, con Is en la diagonal y Os 
fuera de esta. Luego, la multiplication de matrices realiza la operation en los renglones. 


trar una simple matriz que lleve A a U (y tambidn b a c). Es una matriz triangular inferior 
(se omiten los ceros): 


De A a U 


Esto es bueno, pero la pregunta mas importante es exactamente lo opuesto: y,Como puede 
regresarse de U a A? iComo pueden deshacerse los pasos de la eliminacion gaussiana? 

Deshacer el paso 1 no es diffcil. En lugar de restar, se suma dos veces el primer ren- 
glon al segundo. (jNo dos veces el segundo renglon al primero!) El resultado de realizar 
tanto la sustraccion como la adicion es recuperar la matriz identidad: 

Lainversade [l 0 Ol f 1 0 0] I" 1 0 O’ 

la sustraccion 2 10 -210 = 010. (4) 

es la adicion 0 0 1 0 0 1 0 0 1 


Una operation cancela la otra. En terminos matriciales, una matriz es la inversa de la otra. 
Si la matriz elemental E contiene al numero —i en la position (i, J), entonces la inversa 
ET l contiene a +i en esa position. Por tanto, E~ l E = /, que es la ecuacion (4). 

Cada paso de la eliminacion puede invertirse, usando E ~ 1 y F ~ 1 y G ~ 1 . Considero que 
no es malo abordar las inversas ahora, antes de la siguiente seccion. El problema final es 
deshacer todo el proceso de una vez, y ver que matriz regresa U a A. 

Debido a que el paso 3 fue el ultimo yendo de A a U, su matriz G debe ser la prime- 
ra en ser invertida en la direction opuesta. jLas inversas se presentan en orden opuesto! 
El segundo paso en re versa es y el ultimo es E~ l : 


Regreso a A desde U 


1 F' l G~ l U = A es LU 


Es posible sustituir GFEA por U con la fmalidad de ver, como las inversas eliminan los pa- 
sos originales. 

Luego se reconoce la matriz L que regresa U a A. Se denomina L porque es triangu- 
lar inferior. Y posee la propiedad especial de que solo puede verse, multiplicando las tres 
matrices inversas en el orden correcto: 


£-1 p~ 1 Q~ l 


La cuestion especial es que los elementos abajo de la diagonal son los multiplicadores 
t = 2, — 1 , y — 1 . Cuando se multiplican matrices, suele no haber una forma directa de leer 
la respuesta. Aquf las matrices se presentan justo en el orden correcto, de modo que su pro- 
ducto puede escribirse de i nm edlato. Si la computadora almacena cada multiplicador t ip el 
numero que multiplica el renglon pivote j cuando se resta del renglon i y produce un cero 
en la position i, j, entonces estos multiplicadores proporcionan un registro completo de la 
eliminacion. 

Los numeros tienen cabida perfecta en la matriz L que lleva U de nuevo a A. 

1H Factorization triangular A — ; LU sin intercambio de renglones. L es triangu- 
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Ejempfs 1 


' 1 2 1 se f I 21 10 

A = transforma U = n _ con L = „ . Luego, Lt/ = A. 


Ejemplo 2 Lo cual necesita un intercambio de renglones 


0 2 

A = no puede factorizarse en A = Li/. 

3 4 


Ejemplo 3 (con todos los pivotes y multiplicadores iguales a 1) 


1 1 1 

A = 1 2 2 

1 2 3 


10 0 Fl 1 1 

110 011 
111 001 


De A a i/ hay restas de renglones. De U a A hay sumas de renglones. 
Ejemplo 4 (cuando U es la identidad y L es la misma que A) 


Caso triangular inferior 


A — f 2i 

f 31 


0 0 
1 0 
f 32 1 


Los pasos de eliminacion en esta A son faciles: i) E resta i 2 i veces el renglon 1 del renglon 
2, ii) F resta i 3l veces el renglon 1 del renglon 3, y iii) G resta f 32 veces el renglon 2 del 
renglon 3. El resultado es la matriz identidad U = I. Las inversas de E, F, y G producen de 
regreso A: 


E 1 aplicada a F 1 aplicada a G 1 aplicada a / produce A. 


1 ' Multi- 

fit 1 plicada 
1 por 


Multi- 1 
plicada 
por 


1 

f 32 1 


es 10 0 

igual i 2 1 1 0 

a f 31 f 32 1 


El orden es correcto para que los is esten en su position. jEsto ocurre siempre! Observe 
que los parentesis en E~ 1 F~ 1 G~ l no fueron necesarios debido a la ley asociativa. 

A = LU: El caso n por n 

La factorization A = LU es tan importante que es necesario comentar mas acerca de ella. 
Normalmente se la ignoraba en cursos de algebra lineal cuando la orientation de estos era 
la parte abstracta. O quiza se pensaba que era demasiado diffcil, pero es necesario abordarla. 
Si el ultimo ejemplo 4 permite cualquier U en vez de la U particular U = I, es posible perca- 
tarse de c6mo trabaja la regia en general. La matriz L, aplicada a U, regresaA : 


■ 1 

0 

o' 

renglon 1 de U 


^21 

i 

0 

renglon 2 de U — A original. 

(7) 

L^31 ^32 

1 

renglon 3 de U 
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La demostracion es aplicar los pasos de eliminacion. En ei miembro derecho, estos Uevan 
A a U. En el miembro izquierdo reducen Lai, como en el ejemplo 4. (El primer paso res- 
ta i 2 1 veces (1, 0, 0) del segundo renglon, con lo cual se elimina f 21 .) Ambos miembros 
de (7) terminan iguales a la misma matriz U, y todos los pasos para llegar ahf son reversi- 
bles. En consecuencia (7) es correcta y A = LU. 

A = LU es tan crucial, y tan bella, que el problema 8 al final de esta section sugiere 
un segundo metodo. Aquf se estan escribiendo matrices de 3 por 3, aunque el lector puede 
darse cuenta de la forma en que los razonamientos se aplican a matrices mas grandes. 
A continuation se proporciona otro ejemplo, y luego se empieza a utilizar A = LU. 

Ejemplo 5 (A = LU, con ceros en los espacios vactos) 



Esto demuestra como una matriz A con tres diagonales tiene factores Ly U con dos diago- 
nals. Este ejemplo proviene de un problema importante en ecuaciones differentiates (vea- 
se la section 1 .7). La segunda diferencia en A es la diferencia hacia atras L multiplicada 
por una diferencia hacia adelante U. 


Un sistema lineal = Dos sistemas triangulares 

Hay un punto practico importante que mencionar sobre A = LU. Es mas que un simple re- 
gistro de pasos de eliminacion; Ly U son las matrices derechas para resolver Ac = b. De 
hecho, jes posible descartar a A! De b a c se va por eliminacion directa (que utiliza L), y 
decarseva por sustitucion hacia atras (que usa U). Esto puede y debe hacerse sin A: 

Separation de Ax = b Primero Lc = b y luego Ux = c. (8) 


La segunda ecuacion se multiplica por L para obtener LUx = Lc, que es Ax = b. Cada sis- 
tema triangular se resuelve rapidamente. Esto es exactamente lo que un buen cddigo de eli- 
minacion hace: 



La separation entre Factoriza y Resuelve significa que es posible procesar una serie de bs. 
La subrutina Resuelve obedece la ecuatidn (8); dos sistemas triangulares en n"/2 pasos ca- 
da uno. La solution para cualquier miembro derecho nuevo b puede encontrarse en 
sdlo n 2 operaciones. Esto es mucho menos que los n 3 ! 3 pasos necesarios para factorizar A 
en el miembro izquierdo. 
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Ejjempfo 6 Esta es la matriz previa A con miembro derecho b = (1, 1, 1, 1). 


Ax = b 


Lc = b 


Ux = c 


Xi — x 2 =1 

~X ( + 2x 2 — X 3 =1 

— X2 + 2X3 — X4 = 1 
— X 3 + 2x4 = 1 


seseparaen Lc — b y Ux 


Cl = 1 

-Cl + C 2 =1 

— C 2 + C 3 =1 

— C 3 + C 4 = 1 

Xl - X 2 =1 

X 2 ~ X 3 =2 

X 3 — x 4 == 3 

x 4 = 4 


proporctona c 


proporciona x 


Para estas “matrices tridiagonales” especiales, la operation cae desde n 2 hasta 2 n. Usted 
vera como Lc — b se resuelve hacia adelante (cj viene antes de c 2 ). Esto es precisamente 
lo que ocurre durante la elimination hacia adelante. Luego, Ux = c se resuelve hacia atras 
(x 4 antes de x 3 ). 


Observation 1 La forma LU es “no simetrica” en la diagonal: L tiene Is donde U tiene los 
pivotes. Esto es facil de corregir: U se divide entre una matriz pivote diagonal D: 


Factorizar D U = 


1 U 12 I d\ Uij/ d\ 

1 K 23 / d 2 


En el ultimo ejemplo, todos los pivotes eran d i = 1. En ese caso D = I. Pero esto fue muy 
exceptional, y normalmente LU es diferente de LDU (lo cual tambien se escribe como 
LDV). 


La factorization triangular puede escribirse como A = LDU, donde Ly U tienen 
Is. en la diagonal, y D es la matriz diagonal de pivotes. 


Siempre que se observa LDU o LDV, se entiende que U o V tiene Is en la diagonal: cada 
renglon se dividio entre el pivote en D. Luego, Ly U se tratan de la misma forma. A con- 
tinuation se muestra un ejemplo de separation de LU en LDU. 


Lo anterior tiene los Is en las diagonales de L y U, y los pivotes 1 y -2 en D. 

Observation 2 A1 describir cada paso de eliminacion, quiza dimos la impresion de que los 
calculos deben realizarse en ese orden. Esto es erroneo. Hay algo de libertad, y hay un “al- 
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En las L, D, y U finales no hay libertad. Esta es la cuestion mas importante: 





11 Si A — L,D 
con diagonales u: 
y las D son matrii 
~J t =. U 2 ..ha. fact 
raunicaporA. - 


La demostracion constituye un buen ejercicio en la siguiente section. 


Intercambios de renglones, y matrices de permutation 

Ahora es necesario enfrentar un problema que se ha evitado hasta el momento: el numero 
que se espera utilizar como pivote puede ser cero. Esto puede ocurrir en medio de un calcu- 
lo. Ocurrira casi al principio si a n — 0. Un simple ejemplo es 

Cero en la posicion pivote 


0 2 u 
3 4 v 


La dificultad es evidente; ningun multiplo de la primera ecuacion elimina al coeficiente 3. 

El remedio es igualmente claro. Intercambiar las dos ecuaciones, moviendo el 
elemento 3 hacia el pivote. En este ejemplo, la matriz pudo transformarse en triangu- 


lar superior. 


Intercambio de renglones 


3u + 4v = b 2 
2v = bi 


Para expresar esto en terminos matriciales, se requiere la matriz de permutation P que 
produce el intercambio de renglones. Se obtiene al intercambiar los renglones de /: 


Permutation 


ro n ro 2" 


P tiene el mismo efecto sobre b, intercambiando y b 2 . El nuevo sistema es P Ax = Pb. 
Las incognitas uy v nose invierten en un intercambio de renglones. 

Una matriz de permutation P tiene los mismos renglones que la identidad (en algun 
orden). En cada renglon y columna hay un simple “1”. La matriz de permutation mas co- 
mun es P = / (no intercambia nada). El producto de dos matrices de permutation es otra 
permutation: los renglones de I se reordenan dos veces. 

Despues d e P = I, las permutaciones mas sencillas intercambian dos renglones. Otras 
permutaciones intercambian mas renglones. Hay nl — (n)(n - 1) • • • (1) permutaciones 
de tamano n. El renglon 1 tiene n opciones; luego, el renglon 2 tiene n - 1 opciones, y fi- 
nalmente el ultimo renglon solo tiene una opcion. Es posible mostrar todas las permutacio- 
nes de 3 por 3 (hay 3! = (3)(2)(1) = 6 matrices): 



I 
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Hay 24 matrices de permutation de orden n = 4. Solo hay dos matrices de permutation de 
orden n = 2; a saber. 



Una vez que se conoce sobre inversas y traspuestas (en la siguiente section se defmen 
A~ l y A t ), se descubre un hecho importante: P siempre es igual a P T . 

Un cero en la ubicacion del pivote origina dos posibilidades: El problema puede ser 
fdcil de arreglar, o puede ser grave. Esto se decide al observar abajo del cero. Si mas aba- 
jo en la misma columna hay un elemento distinto de cero, entonces se realiza un intercam- 
bio de renglones. El elemento distinto de cero se convierte en el pivote necesario, y la eli- 
minacidn puede continuar de nuevo: 

0 a b d = 0 => ningun primer pivote 

A = 0 0 c a = 0 => ningun segundo pivote 

d e f c — 0 =>- ningun tercer pivote 

Si d — 0, entonces el problema es incurable y esta matriz es singular. No hay esperanza de 
una solution unica de Ax = b. Si d no es cero, un intercambio P l3 de los renglones 1 y 3 
mueve d al pivote. No obstante, la siguiente position pivote tambien contiene un cero. El 
numero a esta ahora abajo del cero (el e anriba del cero es inutil). Si a no es cero, entonces 
se requiere otro intercambio de renglones P 2 3 : 

'0 0 ll [10 0] Id e /' 

P \ 3 — 0 1 0 y Pa= 0 0 1 y P 23 Pi 3 A — 0 a b 

_1 0 Oj L° 1 °J L° 0 c 

Una cuestion mas: La permutacion P 23 P 13 realiza los dos intercambios de renglones 
a la vez: 

'l 0 0 ] [0 0 ll [0 0 r 

P l3 actiia primero P 23 P 13 = 0 0 1 0 1 0 = 1 0 0 = P. 

_0 1 0J [1 0 OJ |_0 1 0 _ 

De haberlo sabido, hubiera sido posible multiplicar A por P en primer lugar. Con los ren- 
glones en el orden correcto PA, cualquier matriz no singular esta Iista para el proceso de 
elimination. 

Elimination en pocas palabras: PA — LU 

La cuestion mas importante es la siguiente: Si la elimination puede completarse con ayu- 
da de intercambios de renglones, entonces es posible suponer que estos intercambios se 
realizan primero (por P). La matriz PA no requiere intercambios de renglones. En otras pa- 
labras, PA permite la factorization normal en L multiplicada por U. La teorfa de la elimi- 
nation gaussiana puede resumirse en unas cuantas lineas: 

1J En el caso no singular, hay una matriz de permutacion P que reordena ios ren- 
. glones de A para evitar la presencia de ceros en las posiciones pivote. Asf, Ax — b 
tiene una soiucion unica: 

Con los renglones reordenados de antemano, PA puede factorizarse en LU. 

En el easo singular, ninguna P puede producir un conjunto complete de pivotes: la 
: elimination fracasa. 
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Ejemplo 7 


En la practica, tambien es posible considerar un intercambio de renglones cuando el 
pivote original esta proximo a cero: aun cuando no sea exactamente igual a cero. Cuando 
se elige un pivote mas grande se reduce el error por redondeo. 

Debe tenerse cuidado con L. Suponga que la elimination resta el renglon 1 del ren- 
glon 2, creando t 2X = 1. Luego suponga que intercambia los renglones 2 y 3. Si este inter- 
cambio se realiza de antemano, el multiplicador cambia a t 3l = 1 en PA = LU. 


1 1 1 

1 1 3 

2 5 8 


1 1 1 
0 0 2 
0 3 6 


Ese intercambio de renglones recupera LU, pero no 


'l 

0 

o' 

'1 

0 

O' 

P = 0 

0 

1 

y L = 2 

1 

0 

0 

1 

0 

_1 

0 

1 


1 1 1 

0 3 6 = U. 

0 0 2 


PA = LU. 


En MATLAB , A([r k],:) intercambia el renglon k con el renglon r abajo del rengldn 
k (donde se ha encontrado el Uesimo pivote). Las matrices L y P se actualizan de la mis- 
ma manera. Al principio, P = / y signo = + 1: 

A«r k], : ) = A([k r], : ); 

L([r k],l:k— 1) = L([k r],l:k-l); 

P« r k], : ) = P([k rj, : ); 

sign = -sign 

El “signo” de P indica si el numero de intercambios de renglones es par (signo = +1) o 
impar (signo = — 1). Un intercambio de renglones invierte el signo. El valor final del sig- 
no es el determinante de P y no depende del orden de los intercambios de renglones. 

En resumen: Un buen codigo de elimination ahorra L y U y P. Estas matrices contie- 
nen la information que originalmente estaba en A, y la contienen en una forma mas utiliza- 
ble. Ax = b se reduce a dos sistemas triangulares. Este es el equivalente practico del calculo 
que se presenta a continuation: encontrar la matriz inversa A~ l y la soiucion x = A~'b. 


Conjunto de problemas 1.5 

1. £ Cuando es no singular una matriz triangular superior (un conjunto completo de pivo- 
tes)? 

2. iQue multiplo 1 32 del renglon 2 de A resta la elimination del renglon 3 de A? Use la 
forma factorizada 


1 0 0 
2 1 0 
1 4 1 


5 7 8 
0 2 3 
0 0 6 


4 ,Cudles son los pivotes? i Se requiere un intercambio de renglones? 

3. Multiplique la matriz L = £" 1 F~ I G“ 1 en la ecuacion (6) por GFE en la ecuacion (3): 


1 

0 

O' 

1 

0 

O' 

2 

1 

0 multiplicada por 

-2 

1 

0 

-1 

-1 

1_ 

-1 

1 

1 


Tambien multiplique en orden opuesto. iPor que las respuestas son igualesl 
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4. Aplique eliminacion para obtener los factores L y U de 


3 1 1 
1 3 1 
1 1 3 


1 1 1 

14 4. 
1 4 8 


5. Factorice A en LU, y escriba el sistema triangular superior Ux — c que aparece despues 
de la eliminacion, para 

2 3 3 u 2 

Ax =057 v = 2 . 

6 9 8 w 5 


6. Encuentre E 2 y E s y E 1 si 


1 0 
6 1 ‘ 


7. Encuentre los productos FGH y HGF si (donde se han omitido los ceros triangulares 
superiores) 


1 

2 1 
0 0 1 
0 0 0 1 


1 

0 1 
0 2 1 
0 0 0 1 


1 

0 1 
0 0 1 
0 0 2 1 


8. ( Segunda demostracidn deA — LU) El tercer renglon de U proviene del tercer renglon 
de A al restar multiplos de los renglones 1 y 2 (j de Ul): 

renglon 3 de U = renglon 3 deA - f 31 (rengl6n 1 de U) - f 32 (renglon 2 de U). 

a) i,Por que se restan renglones de U y no de A? Respuesta: Debido a que en ese mo- 

mento se utiliza un renglon pivote . 

b) La ecuacion anterior es la misma que 

renglon 3 de A = f 31 (renglon 1 de U) — f 32 (renglon 2 de U) + l(renglon 3 de U). 
iQue regia de la multiplicacion de matrices multiplica por U este renglon 3 de L? 

Los otros renglones de LU coinciden de manera semejante con los renglones de A. 

9. a) iEn que condiciones el siguiente producto es no singular? 


1 0 0] Td, ] |"l -1 O' 

A= -1 1 0 d 2 0 1-1. 

0 — 1 !J L d 3J L° 0 1 

b) Resuelva el sistema Ax = b empezando con Lc = b: 



10. a) £Por que para resolver cada uno de los sistemas Lc = b y Ux = c se requieren apro- 
ximadamente n 2 / 2 pasos de multiplicacidn-sustraccion? 

b ) ^Cuantos pasos requiere la eliminacion para resolver 10 sistemas con la misma ma- 
triz de coeficientes A de 60 por 60? 
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11. Resuelva lo siguiente como dos sistemas triangulares, sin multiplicar LU para encon- 
trar A: 


1 0 0 


1 0 1 


110 0 12 


2 4 4 


0 0 1 


12. ^Como es posible factorizar A en un producto UL, triangular superior multiplicado por 
un sistema triangular inferior? ^Tendnan los mismos factores que en A = LU'} 

13. Resuelva lo siguiente por eliminacion, intercambiando renglones cuando sea necesario: 

u + 4i> + 2 w = —2 v + w = 0 

—2 u — 8u + 3w =32 y u + v =0 
v + w — 1 u + v + w — 1. 

^Que matrices de permutacion se requieren? 

14. Escriba todas las matrices de permutacion de 3 por 3, incluyendo P = I, Identifique 
sus inversas, que tambien son matrices de permutacion. Las inversas satisfacen 
PP~ l = I, y estan en la misma lista. 

15. Encuentre (y compruebe) las factorizaciones PA = LDU para 


"0 

1 

r 

'1 

2 

r 

A = 1 

0 

i y 

A = 2 

4 

2 

2 

3 

4 

1 

1 

1 


16. Encuentre una matriz de permutacion de 4 por 4 que requiera tres intercambios de ren- 
glones para llegar al final de la eliminacion (que es U = T). 

17. La forma menos conocida A = LPU intercambia renglones solo al final: 


'ill! fill] [i o ol fi l l' 

A= 1 1 3 -> L"‘A = 0 0 2 = PU = 0 0 1 036. 

2 5 8j [0 3 6J L° 1 °J L° 0 2 - 

i,Cual es L en este caso? Al comparar con PA = LU en el recuadro 1 J, ahora los mul- 
tiplicadores permanecen en su sitio (£ 2 s es 1 y £ 31 es 2 cuando A = LPU). 

18. Decida si los siguientes sistemas son singulares o no singulares, y si no tienen solu- 


cion, una solucion o una infinidad de soluciones: 


v — w = 2 


v — w = 0 

v + w = 1 

u — v =2 

y 

u — v =0 

y u + v — 1 

u — ui = 2 


u — w — 0 

u + w = 1 


19. ^Cuales numeros a, b, c conducen a intercambios de renglones? i,Cuales hacen singu- 
lar a la matriz? 



2 

8 

b 


0 

3 


5 


y 
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En los problemas 20 a 31 se calcula la faetorizacion A = LU (y tambien A — LDU). 

20. La eliminacion hacia adelante cambia [] * ] x = b a una triangular j j x = c: 

x+ y — 5 x + y — 5 [l 15] [l 1 5' 

x+2y=7 > y = 2 [1 2 7J * [0 1 2 ’ 


Ese paso resto l 2 \ = veces el renglon 1 del renglon 2. El paso inverso suma i 2l 

veces el renglon 1 al renglon 2. La matriz para ese paso es L = . A1 multiplicar 

esta L por el sistema triangular J ] x = [*] se obtiene = . En otras 

palabras, L multiplica a Ux = c para obtener . 

21. (Cambio a 3 por 3) La eliminacion hacia adelante cambia Ax = b a un sistema trian- 
gular Ux = c: 

x + y + z = 5 x + y + z = 5 x + y + z = 5 

x+2y + 3z=7 y + 2z = 2 y + 2z = 2 

x + 3y + 6z = 1 1 2y 4- 5z = 6 z = 2. 

La ecuacion z = 2 en Ux = c proviene de la ecuacion original x + 3y + 6z = 1 1 en 
Ax = b al restar f 31 = veces la ecuacion 1 y l 32 = veces la ecuacion fi- 

nal 2. Lo anterior se invierte para recuperar [1 3 6 11] en [A b] de la [1 1 1 5] fi- 
nal y [0 1 2 2] y (0 0 1 2] en [U c]: 

Renglon 3 de [A b] = (i 3l renglon 1 + l 32 renglon 2+1 renglon 3) de [17 c], 

En notacion de matrices, esto es una multiplicacion por L. Asi, A = LU y b = Lc. 

22. ^.Cuales son los sistemas triangulares de 3 por 3 Lc = b y Ux = c del problema 21? 
Compruebe que c = (5, 2, 2) resuelve el primero. ^Cual es el vector x que resuelve el 
segundo? 


23. ^Cuales son las dos matrices de eliminacion E 2 \ y E 32 que transforman la matriz A en 
la forma triangular superior E 32 E 2l A - {/? Multiplique por E 32 y E 2] l parafactori- 
zarAenLUE 2l l E 32 l U: 

'l 1 r 

A = 2 4 5 . 

0 4 0 


24. ^Cuales son las tres matrices de eliminacion E 2l , E 3X y E 32 que transforman la matriz 
A en la forma triangular superior E 32 E 3 , E 2 ( A = W. Multiplique por E 32 , E 3l l y E 2l l 
para factorizar A en LU, donde L = E 2 \ Ey E 32 . Encuentre Ly U: 



25. Cuando en la posicion pi vote aparece un cero, \A = LU no es posible ! (Se requieren 
pivotes diferentes de cero d,f i en U.) Demuestre directamente por que los dos casos 
siguientes son imposibles: 


10 d e 

l 1 0 / 


1 1 0 
1 1 2 
1 2 1 


1 deg 

£ l f h 

m n 1 i 


26. iQue numero c produce un cero en la segunda posicion pivote? Se requiere un inter- 
cambio de renglones y A = LU no es posible. tQue numero c produce un cero en la 


6 i i 7 
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tercera posicidn pivote? Asf, un intercambio de renglones no puede ayudar y la elimi- 
nacion falla: _ _ 

1 c 0 

A = 2 4 1 . 

_3 5 l 

27. ^Cuales son L y D para esta matriz A? ^Cuil es U en A = LU y cudl es la nueva U en 
A = LDU2 

2 4 8 

A = 0 3 9 . 

0 0 7_ 

28. AyB son simetricas a traves de la diagonal (porque 4 = 4). Encuentre sus factoriza- 
ciones triples LDU, y escriba como esta relacionada U con L para estas matrices sime- 
tricas: 

r I 140 

A= 4 u y s= 4 12 4 . 

|_0 4 0_ 

29. (Recomendado) Calcule Ly U para la matriz simetrica 

a a a a 

a b b b 
A — , 

a b c e 

abed 

Encuentre cuatro condiciones sobre a, b, c, d para obtener A = LU con cuatro pivotes. 

30. Encuentre Ly U para la matriz no simetrica: 

a r r r 

a b s s 
A= , . • 

abet 

abed 

L -1 

Encuentre cuatro condiciones sobre a, b, c, d, r, s, t para obtener A = LU con cuatro 
pivotes. 

31. Las matrices tridiagonales tienen elementos iguales a cero, excepto en la diagonal prin- 
cipal y en las dos diagonales adyacentes. Factorice lo siguiente en A = Lf/y A = LDV: 


'1 

1 

O' 

a 

a 

0 

1 

2 

i y 

A = a 

a + b 

b 

0 

1 

2 

_0 

b 

b + c 


32. Resuelva el sistema triangular Lc = b para encontrar c. Luego, resuelva Ux = c para 
encontrar x: 

n oi f2 4 i , r 2 

L = [4 lj y t/= [0 lj y 

Por seguridad, encuentre A = LU y resuelva Ax = b como de costumbre. Identifique 
c cuando lo vea. 

33. Resuelva Lc — b para encontrar c. Luego resuelva Ux = c para encontrar x. <^Cual era 
la matriz A? 


1 0 0 
1 1 0 
1 1 1 


1 1 1 
0 1 1 
0 0 1 
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34. Si A y B tienen elementos distintos de cero en las posiciones indicadas con x, ^que ce- 
ros siguen siendo ceros en sus factores L y U7 


35. (Importance) Si A tiene pivotes 2, 7, 6 sin intercambios de renglones, ^cuales son los 
pivotes para la parte superior izquierda de la submatriz B de 2 por 2 (sin el renglon 3 
y la columna 3)? Explique su respuesta. 


36. Empezando con una matriz A de 3 por 3 con pivotes 2, 7, 6, anada un cuarto rengldn 
y una cuarta columna para obtener M. ,'Cuales son los tres primeros pivotes de M, y 
por que? yCuales son el cuarto renglon y la cuarta columna que aseguran la obtencion 
de un 9 en el cuarto pivote? 


37. Use chol(pascal(5)) para encontrar los factores triangulares de pascal(5) de MATLAB. 
i Intercambios de renglones en [L, U\ = lu(pascal(5» arruinan el patron de Pascal! 

38. (Repaso) yPara que numeros c es imposible A = LU con tres pivotes? 


A = 


1 2 
3 c 


0 1 



39. Calcule la diferencia temporal para cada nuevo miembro derecho b cuando n — 800. 
Establezca A = rand(800), b = rand(800,l) y B= rand(800,9). Compare los tiem- 
pos de tic; A\b; toe y tic A\B; toe (que resuelve para 9 miembros derechos). 


Los problemas 40 a 48 son sobre matrices de permutacion. 

40. Hay 12 permutaciones “pares" de (1, 2, 3, 4) con un numero par de intercambios. Dos 
de estas son (1, 2, 3, 4) sin intercambios y (4, 3, 2, 1) con dos intercambios. Enumere 
los otros 10. En vez de escribir cada matriz de 4 por 4, use los numeros 4, 3, 2, 1 pa- 
ra proporcionar la posicion del 1 en cada rengldn. 

41. £,Con cuantos intercambios se permuta (5, 4, 3, 2, 1) de vuelta a (1, 2, 3, 4, 5)? ^Cuan- 
tos intercambios son necesarios para ir de (6, 5, 4, 3, 2, 1) a (1, 2, 3, 4, 5, 6)? Uno es 
par y el otro es impar. Para ir de (n, . . . , 1) a (1, . . . , n ), demuestre que n = 100 y 
101 son pares, y que n = 102 y 103 son impares. 

42. Si P [ y P 2 son matrices de permutacion, tambien lo es P X P 2 - Esta ultima matriz sigue 
teniendo los renglones de I en algun orden. Proporcione ejemplos con P X P 2 ^ P 2 P\ y 
P3P4 = P 4 P 3 - 

43. (Intente responder esta pregunta). i,Cual es la permutacion que hace triangular supe- 
rior a PA? iCual es la permutacion que hace triangular inferior a P x AP 2 7 Al multipli- 
car A por ia derecha por P 2 se intercambia el __ de A. 

'0 0 6 
A = 12 3. 

0 4 5 

44. Encuentre una matriz de permutacion de 3 por 3 con P 3 = I (pero no P = I). Encuen- 
tre una permutacion de 4 por 4 p con p 4 ^ / . 
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45. Si se toman potencias de una permutacion, y,por que alguna P* termina siendo igual a 
/? Encuentre una permutacion de 5 por 5 P de modo que la menor potencia que es 
igual a I es P 6 . (Este es un problema de desaffo. Combine un bloque de 2 por 2 con un 
bloque de 3 por 3.) 

46. La matriz P que multiplica a (x, y, z ) para obtener (z, x, y ) tambien es una matriz de 
rotacion. Encuentre P y P 3 . El eje de rotacidn a = (1, 1, 1) no se mueve, y es igual a 
Pa. ^Cual es el angulo de rotacidn de v = (2, 3, —5) a Pv = (—5, 2, 3)7 

47. Si P es cualquier matriz de permutacion, encuentre un vector x diferente de cero de 
modo que (/ - P)x = 0. (Esto significa que I - P no tiene inversa, y que su determi- 
nante es cero). 

48. Si P tiene Is en su antidiagonal desde (1, ri) hasta ( n , 1), describa PAP . 


1 .6 INVERSAS Y TRASPUESTAS 

La inversa de una matriz de n por n es otra matriz de n por n. La inversa de A se denota por 
A “ 1 (lo cual se lee “A inversa”). La propiedad fundamental es sencilla: Si se multiplica por 
A y luego se multiplica por A -1 , se regresa a la posicion inicial: 

Matriz inversa Si b — Ax, entonces A l b = x. 

Asf, A -1 Ax = x. La matriz A -1 multiplicada por la matriz A es la matriz identidad. No to- 
das las matrices tienen inversas. Una inversa es imposible cuando Ax es cero y x es di- 
ferente de cero. Por tanto, A~ 1 deberfa tener que regresar de Ax = 0 a x. Ninguna matriz 
puede multiplicar ese vector cero Ax y producir un vector x diferente de cero. 

Los objetivos son definir la matriz inversa, calcularla y aplicarla, cuando A 1 existe, 
y luego comprender cuales matrices no tienen inversas. 


IK La inversa de A es una matriz 
una B, y dsta se denota por A ~ 1 : 



ue BA = I y AB = /. 


Nota 1 La inversa existe si y solo si la eliminacion produce n pivotes (se permiten inter- 
cambios de renglones). La eliminacion resuelve Ax = b sin encontrar explfcitamente A 1 . 

Nota 2 La matriz A no puede tener dos inversas distintas. Suponga que BA = / y tambien 
que AC = I. Entonces B = C, segun la siguiente “demostracion por parentesis”: 

B{AC) = ( BA)C proporciona BI = IC, que es B = C. (2) 

Esto demuestra que una inversa izquierda B (que multiplica por la izquierda) y una inver- 
sa derecha C (que multiplica a A por la derecha para obtener AC = l ) deben ser la misma 
matriz. 

Nota 3 Si A es invertible, la sola y unica solucion deAx = &esx = A~’&: 

Si Ax — b se multipMca por A -1 , entonces x = A~ l Ax —A 1 b. 

Nota 4 (Importante) Suponga que hay un vector x diferente de cero tal que Ax — 0. En- 
tonces A no puede tener inversa. Para repetir: Ninguna matriz es capaz de regresar el 0 a x. 
Si A es invertible, entonces Ax = 0 solo puede tener la solucion x = 0. 
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Nota 5 Una matriz de 2 por 2 es invertible si y sdlo si ad - be es diferente de cero: 

r , „ . fa b]~~ l 1 r d —b 

In versa de 2 por 2 , = — . (3) 

[ c d \ ad — be c tzj y J 

El mimero ad - be es el determinante de A. Una matriz es invertible si su determinante es 
distinto de cero (vease el capitulo 4). En MATLAB, la prueba de invertibilidad consiste en 
encontrar n pivotes diferentes de cero. La eliminacion produce estos pivotes antes de que 
aparezea el determinante. 

Nota 6 Una matriz diagonal tiene una inversa en el supuesto de que ninguno de los ele- 
mentos diagonales es cero: 


Si A = 

di 


entonces A 1 = 

'1/rfi 




d _ 



1/4.. 


Cuando estan implicadas dos matrices, no hay mucho que hacer sobre la inversa de 
A + B. La suma puede o no ser invertible. En vez de lo anterior, la formula clave en calcu- 
los matriciales es la inversa de su producto, AB. Los numeros normales son los mismos: 
(a + by 1 es diffcil de simplificar, mientras 1 lab se separa en Ha veces Mb. Sin embargo, 
para matrices el orden de la multiplicacion debe ser correcto : si ABx = y, entonces Bx = 
A~ l y yx = B~ l A~ 1 y. Las inversas se presentan en orden opuesto. 

1L Un producto AS de matrices invertibles es invertido por B~ l A~ l : 

Inversa deAB (AB)~ l = B~ l A~ l . (4) 

Demostracidn Para demostrar que es la inversa de AS, las matrices se multipli- 

can y se aplica la ley asociativa para quitar los parentesis. Observe que S se escribe al la- 
do de S _1 : 

(ASXS-'A- 1 ) =ASS- l A-> = A/A- 1 = AA~* = / 

(S -1 A -1 )(AS) = B~'A~ l AB = B~ l I B = S“‘S = /. M 

Una regia semejante se cumple para tres o mas matrices: 

Inversa deASC (ABC)~ l = C~ i B~ l A~ t . 

Este cambio de orden se vio cuando las matrices de eliminacion E, F, y G se invirtieron pa- 
ra regresar de U a A. En la direction hacia adelante, GFEA era U. En la direction hacia 
atras, L = E~~ l F~~ l G~~ l era el producto de las inversas. Debido a que al ultimo aparece G, 
entonces G -1 aparece primero. Por favor compruebe que A' 1 serfa U~ l GFE. 

C4lcuto de 4 -1 : El metodo de Gauss-Jordan 

Considere la ecuacion A A ~ 1 = I. Si se toma una columna a la vez, la ecuacion determina 
cada columna de A~ 1 . La primera columna de A~ 1 se multiplica por A, para producir la pri- 
mera columna de la identidad: Ax, = <?,. De manera semejante, Ax 2 = e 2 y Ax 3 = <? 3 ; las 
es son las columnas de /. En un ejemplo de 3 por 3, A multiplicada por A -1 es /: 


Ax i = e t 


2 1 1 

4-6 0 

■2 7 2 


X\ X 2 x 3 


e, e 2 e 3 


1 0 O' 

010. (5) 

0 0 1 
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Asf, se tienen tres sistemas de ecuaciones (o n sistemas). Todos tienen la misma matriz de 
coeficientes A. Los miembros derechos e u e 2 , e 3 , son diferentes, aunque la eliminacion es 
posible en todos los sistemas de manera simultdnea. Este es el metodo de Gauss-Jordan. 
En vez de detenerse en U y cambiar a sustitucion hacia atras, continua restando multiplos 
de un renglon de los renglones de arriba. Esto produce ceros amba de la diagonal, y tam- 
bien abajo de esta. Cuando Hega a la matriz identidad, se ha encontrado A ~ *. 

El siguiente ejemplo preserva todas las tres columnas e u e 2 , e 3 , y opera sobre renglo- 
nes de longitud igual a seis: 

Ejemplo 1 Aplicar el mdtodo de Gauss-Jordan para encontrar A - 1 

'211100' 

[A e, e 2 e 3 J = 4 —6 0 0 1 0 

[-2 7 2 0 0 1_ 

'2 1 1 1 0 O' 

Pivote = 2 — y 0 —8 — 2 —2 1 0 

0 8 3 1 0 1 

'211100] 

Pivote = — 8 — > 0 — 8 — 2 —2 1 0 = [t/ L *]. 

0 0 1 -1 1 lj 

Esto completa la eliminacion hacia adelante, de la primera mitad. La triangular superior 
U aparece en las tres primeras columnas. Las otras tres columnas son las mismas que en 
LT l . (Este es el efecto de aplicar las operaciones elementales GFE a la matriz identidad). 
Luego, la segunda mitad regresa de U a / (al multiplicar por U~ 1 ). Esto lleva L 1 a 
que es A -1 . Creando ceros arriba de los pivotes se llega a A -1 : 

'2102-1 -1' 

Segunda mitad \U L _1 ] —*■ 0 —8 0 —4 3 2 

0 0 1—1 1 1_ 

'2 0 0 f 

ceros arriba de los pivotes -*■ 0 — 8 0 —4 3 2 

001-1 11 


= [/ A -1 ] 


En el ul timo paso, los renglones se dividieron entre sus pivotes 2 y -8 y 1. La matriz de 
coeficientes en el miembro izquierdo se transformo en la identidad. Debido a que A se con- 
virtio en /, las mismas operaciones en el miembro derecho deben llevar / a A 1 . En conse- 
cuencia, se ha calculado la inversa. 

Una nota para el future: El lector puede ver el determinante -16 que aparece en los de- 
nominadores de A -1 . El determinante es el producto de los pivotes (2)(-8)(l). Entra al 
final cuando los renglones se dividen entre los pivotes. 


se divide entre los pivotes 


1 0 0 § 

0 1 0 I 

0 0 1-1 


x _ X 

■ 16 16 

_3 2 

8 8 
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Observation 1 A pesar de este brillante exito al calcular A *, no lo recomiendo. Admito 
que A 1 resuelve en un paso Ax = b. Dos pasos triangulares son mejores: 

x = A~ l b se separa en Lc = b y Ux = c. 

Puede escribirse c = L l b y luego x = U~ 1 c = U~ 1 L~ 1 b. Sin embargo, observe que es- 
tas matrices L 1 y U~ l no se formaron de manera explfcita, y en el calculo verdadero, no 
debenformarse. Hacerlo serfa una perdida de tiempo, ya que solo se requiere sustitucidn 
hacia atras para x (y la sustitucidn hacia adelante produjo c ). 

Una observation semejante es valida para A -1 ; la multiplicacion A~ l b seguiria requi- 
riendo n 2 pasos. Lo que se busca es la solution, no todos los elementos de la inversa. 

Observation 2 Solo por curiosidad, podrfa contarse el numero de operaciones necesa- 
rias para encontrar A La cuenta normal para cada nuevo miembro derecho es n 2 , la mi- 
tad en la direction hacia adelante y la mitad en la sustitucidn hacia atras. Con n miembros 
derechos e u . . . , e„ esto hace n 3 . Luego de incluir las n 3 / 3 operaciones sobre A misma, 
parece que el total es 4n 3 /3. 


Este resultado es ligeramente elevado debido a los ceros en los e r La eliminacion ha- 
cia adelante cambia sdlo los ceros que estan debajo del 1. Esta parte solo tiene n—j compo- 
nentes, de modo que la cuenta para las ej cambia efectivamente a ( n -j) 2 !2. Al sumar sobre 
todas las j, el total para la ehmmacidn hacia adelante es n 3 / 6 . Esto debe combinarse con las 
n 3 /3 operaciones de costumbre que se aplican a A, y los n(n 2 / 2) pasos de la sustitucidn ha- 
cia atras que fmalmente producen las columnas x } de A -1 . La cuenta final de multiplicacio- 
nes para calcular A 1 es n 3 : 


Conteo de operaciones 



Este conteo es extraordinariamente bajo. Debido a que la multiplicacion de matrices 
consume n 3 pasos, j requiere tantas operaciones para calcular A 2 como las necesarias para 
calcular A 1 ! Este hecho parece casi increfble (y calcular A 3 requiere el doble, hasta don- 
de puede verse). A pesar de lo anterior, si A -1 no es necesaria, no debe calcularse. 

Observation 3 En el calculo de Gauss- Jordan, siempre se fue en busca de U, antes de ini- 
ciar el procedimiento hacia atras para obtener ceros aniba de los pivotes. Esto es como la 
eliminacion gaussiana, aunque tambien son posibles otros ordenes. Hubiera podido utilizar- 
se el segundo pivote cuando se estaba ahi antes, con la finalidad de obtener un cero arriba 
del pivote, asi como tambien abajo de el. Esto no es inteligente. En ese instante el segundo 
renglon esta virtualmente lleno, mientras cerca del extremo tiene ceros provenientes de las 
operaciones en renglones hacia arriba que ya se habian realizado. 


Invertible = No singular (n pivotes) 

En ultima instancia, lo que se quiere saber es cuales matrices son invertibles y cuales no lo 
son. Esta cuestion es tan importante que tiene muchas respuestas. j Consulte la ultima pa- 
gina del librol 

En cada uno de los cinco primeros capitulos se proporciona una prueba diferente 
(aunque equivalente) para comprobar la invertibilidad. Algunas veces las pruebas se ex- 
tienden a matrices rectangulares e inversas por un lado: el capftulo 2 investiga el tema de 
renglones y columnas independientes. En el capftulo 3 se invierte AA T o A T A. En los otros 
capftulos se abordan los determinantes diferentes de cero , los valores caracteristicos di- 
ferentes de cero o los pivotes diferentes de cero. Esta ultima prueba es la que se encuen- 
tra en la eliminacion gaussiana. Se quiere demostrar (en unos cuantos parrafos teoricos) 
que la prueba de los pivotes es exitosa. 
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Suponga que A cuenta con un conjunto completo de pivotes. AA'~ 1 = I proporciona n 
sistemas Ax t = e t por separado para las columnas de A - 1 . Estos sistemas pueden resolver- 
se por eliminacion o por Gauss-Jordan. Pueden requerirse intercambios de renglones, pero 
las columnas de A -1 estan determinadas. 

Hablando estrictamente, es necesario demostrar que la matriz A -1 con esas columnas 
tambien es antoinversa. Al resolver AA ~ 1 — I se resuelve al misrno tiempo A ~ 'A = I, pero, 
y,por que? Una inversa por un lado de una matriz cuadrada, es automaticamente una 
inversa por dos lados. Para ver por que, observe que todo paso de Gauss-Jordan es una 
multiplicacion por la izquierda por una matriz elemental. Se estan permitiendo tres tipos de 
matrices elementales: 

1. Eij para restar un multiplo l del renglon j del renglon i. 

2. Py para intercambiar los renglones i y j. 

3. D (o D~ l ) para dividir todos los renglones entre sus pivotes. 

El proceso de Gauss-Jordan en realidad es una secuencia gigantesca de multiplicaciones de 
matrices: 

(ZT 1 •••£••• P ■■■ E)A = /. (6) 

La matriz entre parentesis, a la izquierda de A, jevidentemente es una autoinversa! Por la 
nota 2, existe, y es igual a la inversa derecha, de modo que toda matriz no singular es in- 
vertible. 

La conversa tambien es verdadera: Si A es invertible, tiene n pivotes. En un caso ex- 
tremo que es claro: A no puede tener toda una columna de ceros. La inversa jamas podria 
multiplicar una columna de ceros para producir una columna de I. En un caso menos ex- 
tremo, suponga que la eliminacion inicia en una matriz invertible A, pero que falla en la co- 
lumna 3: 

di x x x 

Falla A , _ 0 d 2 x x 

En la columna 3 no hay pivote 0 0 0 x ' 

0 0 0 x 

Esta matriz no puede tener una inversa, sin importar cuales sean las x. Una demostracion de 
este hecho es aplicar operaciones en las columnas (f,por primera vez?) con la finalidad 
de hacer cero toda la columna. Al restar multiplos de la columna 2 y luego de la columna 1, 
se llega a una matriz que ciertamente no es invertible. En consecuencia, la matriz original A 
no es invertible. La eliminacidn proporciona una prueba completa: Una matriz de nporn es 
invertible si y solo si tiene n pivotes. 

La matriz traspuesta 

Se requiere una matriz mas, y por fortuna es mucho mas sencilla que la inversa. La tras- 
puesta de A se denota por A T . Sus columnas se toman directamente de los renglones de A: 
el i-esimo renglon de A se convierte en la i-esima columna de A T : 

f2 , i"2 o 

Traspuesta Si A = _ „ „ entonces A T = 1 0 

L° 0 3 J [4 3 

Al mismo tiempo, las columnas de A se convierten en los renglones de A 1 . Si A es una ma- 
triz de m por n, entonces A T es de n por m. El efecto final es doblar la matriz respecto a su 
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diagonal principal, y el elemento en el renglon i, columna j de A x proviene del elemento 
que est£ en el rengldn j, columna i de A: 

Eiementos de A x (A T ), y - = Ay,-. (7) 

La traspuesta de una matriz triangular inferior es triangular superior. La traspuesta de A x 
Ueva de regreso a A. 

Si se suman dos matrices y luego se traspone, el resultado es el mismo que si prime- 
ro se traspone y luego se suma: (A + B) 1 es lo mismo que A T + B T . Pero, que es igual 
la traspuesta de un producto AB o de una inversa A -1 ? A continuacion se presentan las 
fdrmulas esenciales de esta seccion: 

1 M i) La traspuesta de AB es (AB) 1 = B 1 A 1 
ii) La traspuesta de A -1 es (A _1 ) x = (A T )~‘. 

Observe el parecido de la formula para (AJ9) X con el resultado de la formula para (AB)~ l . 
En ambos casos se invierte el orden, con lo que se obtiene B r A T y . La demostra- 

cion para la inversa fue facil, pero esta requiere de una paciencia extraordinaria con la mul- 
tiplicacion de matrices. El primer renglon de (AB) 1 es la primera columna de AB. Asf, las 
columnas de A estan ponderadas por la primera columna de B. Esto se suma a los renglo- 
nes de A x ponderados por el primer rengldn de B 1 . Eso es exactamente el primer renglon 
de B t A t . Los otros renglones de (AB) 1 y B T A T tambien coinciden. 


B T 

Con la finalidad de establecer la formula para (A _1 ) T , se inicia con AA~ l = / y A~ l A = I, 
y se toman las traspuestas. En un miembro, / T = I. En el otro miembro, por el inciso i) se 
conoce la traspuesta de un producto. Puede verse como (A~ ‘) x es la inversa de A x lo cual 
demuestra ii): 

Inversa de A x = Traspuesta de A -1 (A" I ) X A X = I. (8) 

Matrices simetricas 

Una vez que se han establecido estas reglas, es posible presentar una clase especial de ma- 
trices; quiza la clase mas importante de todas. Una matriz simetrica es una matriz que es 
igual a su propia traspuesta: A x = A. La matriz es necesariamente cuadrada. Cada ele- 
mento en un miembro de la diagonal es igual a su “imagen especular” en el otro lado: 
a tJ = Oji . Dos ejemplos sencillos son A y D (y tambien A -1 ): 

12 ] r i oi i r b —2 

Matrices simetricas A=. 0 y D — y A -1 = - 

Z o U 4 4 — 2 1 

Una matriz simetrica no necesariamente es invertible; incluso, puede ser una matriz de ce- 
res. Pero si A~ l existe, tambien es simetrica. Con base en la fdrmula ii) anterior, la tras- 
puesta de A -1 siempre es igual a ( A r )~ 1 ; para una matriz simetrica lo anterior es justo A - l . 
A -1 es igual a su propia traspuesta; es simetrica siempre que A lo sea. Ahora se ha demos- 
trado que el resultado de multiplicar cualquier matriz R por R r es una matriz simetrica. 


Se empieza con 
Traspuesta de 
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Productos simetricas R T Ft, R y LDL T 

Sea cualquier matriz R, quiza rectangular. Multiplique R 1 por R. Entonces el producto R T R 
es automdticamente una matriz simetrica cuadrada: 

La traspuesta de R r R es R T (R T ) T , que es R r R. (9) 

Esta es una demostracion rapida de simetna para R r R. Su elemento i, j es el producto in- 
temo del renglon i de R r (columna i de R) con la columna j de R. El elemento (j, i) es el 
mismo producto intemo, la columna j con la columna i. Asf, R T R es simetrica. 

RR 1 tambien es simetrica, aunque diferente de R r R. En mi experiencia, la mayor par- 
te de los problemas cientfficos que empiezan con una matriz rectangular R terminan con 
R r R, con RR 1 o con ambas. 


Ejemplo 2 


[1 2 ] 


producen R 1 R 


El producto R r R es de n por n. En orden opuesto, R R 1 es de m por m. Incluso si m = n, 
no es muy probable que R T R = R R 1 . La igualdad puede ocurrir, aunque no es normal. 

Las matrices simetricas se presentan en todo tema cuyas leyes son justas. “Cada 
accion tiene una reaccion igual y opuesta.” El elemento a tJ que proporciona la accion de i 
sobre j es compensado por a^. Esta simetna se vera en la siguiente seccion, para ecuacio- 
nes diferenciales. Aquf LU pierde la simetrfa, pero LDL T la captura perfectamente. 


1 N Suponga que A = A x pued 
glones. Entonces U es la trasp 
A = LDL r . 


rse en A = 


n mtercaml 


aesta de L. La factorizacion simetrica se vuelve 


La traspuesta de A = LDU proporciona A x = U T D T L T . Debido a que A = A x , ahora se tie- 
nen dos factorizaciones de A en triangular inferior multiplicada por triangular superior (L x 
es triangular superior con Is en la diagonal, exactamente como U.) Debido a que la facto- 
rizacidn es unica (consulte el problema 17), L T debe ser identica a U. 


L r = U y A = LDL r 


1 0 ] [1 01 \1 2 


2 1 0 4 0 1 


Cuando se aplica eliminacion a una matriz simetrica, A x = A es una ventaja. Las matrices 
mas pequenas siguen siendo simetricas a medida que precede la eliminacidn, de modo que 
jEs posible trabajar con la mitad de la matriz! El angulo inferior del miembro derecho si- 
gue siendo simetrico: 


a b c 
b d e 
c e f 


El trabajo de la eliminacidn se reduce de r?l 3 a n 3 /6. No es necesario almacenar los eie- 
mentos de ambos lados de la diagonal, o de almacenar tanto a L como a U . 
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Csnjunto de oblemas 1.6 

1. Encuentre las inversas (no se requiere ningun sistema especial) de 


0 2 
3 0 ’ 


2 0 
4 2 ’ 


cos 9 —sen 9 
sen 9 cos 0 


2. a) Encuentre las inversas de las matrices de permutacion 


'0 

0 

f 

"0 

0 

f 

P = 0 

1 

0 y 

p = 1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 


b) Explique para permutaciones, por que P 1 siempre es igual a P r . Demuestre que los 
Is estan en los sitios correctos para obtener PP r = I. 

3. A partir de AB = C, encuentre una formula para A” 1 . Tambien encuentre A -1 a partir 
de PA = LU. 


4. a) Si A es invertible y AB = AC, demuestre rapidamente que B = C. 
b) Si A = |^o ° J , encuentre un ejemplo con AB = AC, pero B ¥> C. 

5. Si la inversa de A 2 es B, demuestre que la inversa de A es AB. (Por tanto, A es inverti- 
ble siempre que A 2 es invertible.) 

6. Aplique el metodo de Gauss-Jordan para invertir las siguientes matrices 


'1 

0 

01 

1 

1 

II 

cs 

0 

0 

1J 


2 

- 1 

O' 

ro 

0 

1' 

1 

2 

- 1 

0 

II 

1 

1 

0 

-1 

2 

Li 

1 

1 


7. Encuentre tres matrices de 2 por 2, que no sean A = / y A = — /, que sean sus propias 
inversas: A 2 = I. 

8. Demuestre que A = |" 3 3 ] no tiene inversa, resolviendo Ax — 0, y fallando al resolver 


11 a b 
3 3 c d 


9. Suponga que la elimination fracasa porque en la columna 3 no hay pivote: 


Pivote faltante A 


2 14 6 

0 3 8 5 

0 0 0 7’ 

0 0 0 9 


Demuestre que A no puede ser invertible. El tercer renglon de A *, multiplicado por A, 
debe proporcionar el tercer renglon [0 0 1 0] de A~ l A = 1. 1 P 01 que es imposible esto? 


10. Encuentre las inversas (de cualquier manera permitida) de 


"0 

0 

0 

ii 

1 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

_ i 

1 

0 

0 

3 

0 

0 - Az_ 

2 

0 

2 

3 

1 

4 

0 

0 

0 _ 

0 

0 

3 

4 


a b 0 0 
c d 0 0 
0 0 a b 
0 0 c d 
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11. Proporcione ejemplos deCA y-R tales-que ;:ch ahgumt«na 

a) A + B no es invertible, aunque A y B silo son. 

b) A + B es invertible, aunque A y B no lo son. 

c) Las tres A, B, y A + B son invertibles. 

En el ultimo caso su A~ l (A + B)B~ l = B~ l + A~ l para demostrar que 
C = B~ l + A~ l tambien es invertible y encuentre una formula para C -1 . 

12. Si A es invertible, (,que propiedades de A siguen siendo verdaderas para A~ l ? 

a ) A es triangular. b) A es simetrica, c) A es tridiagonal. 

d) Todos los elementos de A son numeros enteros. 

e) Todos los elementos de A son fracciones (incluso los numeros como f ). 

13. Si A = [j] y B = [ 2 ], calcule A T B, B T A, AB T y BA r . 

14. Si B es cuadrada, demuestre que A = B + B r siempre es simetrica, y K = B - B T siem- 

pre es simetrica sesgada, lo cual significa que K T = —K. Encuentre estas matrices A 
y K cuando B — [{ |], y escriba B como la suma de una matriz simetrica y una ma- 

triz simetrica sesgada. 

15. a) ^Cuantos elementos pueden elegirse independientemente en una matriz simetrica 

de orden n? 

b ) 4 ,Cuantos elementos pueden elegirse independientemente en una matriz simetrica 
sesgada {K T = — K) de orden n? jLa diagonal de K es cero! 

16. a) Si A = LDU, con Is en la diagonal de L y U, y,cual es la factorization correspon- 

diente de A T ? Observe que A y A T (matrices cuadradas sin intercambios de renglo- 
nes) comparten los mismos pivotes. 
b) cCon que sistemas triangulares se obtiene la solucion de A r y = bl 

17. Si A = L l D l U l y A = demuestre que L x = D, = D 2 y = U 2 , Si A es 

invertible, la factorization es unica. 

a) Deduzca la ecuacion L x l L 2 D 2 = DiU x U 2 l , y explique por que un miembro es 
triangular inferior y el otro es triangular superior. 

b) Compare las diagonales principals, y luego compare el resto de las matrices. 

18. ^Cuales son las condiciones sobre los elementos de A y B para que estas sean in- 
vertibles? 


a 

b 

c 

a 

b 

O' 

d 

e 

0 

B — c 

d 

0 

f 

0 

0 

0 

0 

e 


19. Compruebe la factorization simetrica LDlJ de 
'1 3 5 

A = 3 12 18 y 


12 18 
18 30 


20. Encuentre la inversa de 


"1 0 0 0 ' 

I 1 0 0 

3 3 1 0 ' 

i 1 \ 1 
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21. (Extraordinario) Si A y B son matrices cuadradas, demuestre que I -BA e. s invertible 
si I - AB es invertible. Empiece con B(I - AB) = (/ - BA)B. 

22. Encuentre las inversas (directamente o a partir de la formula de 2 por 2) de A, B, C: 

fO 3l _ fa b] _ [3 4 

A 46 y B b 0 y c 57' 


23. Resuelva para las columnas de A 1 


10 20 x 
20 50 y 


10 20] [Y 

20 50 z 


*12" 

Demuestre que 3 6 no tiene inversa tratando de resolver para la columna (x, y): 


12 x t 
3 6 y z 


debe incluir 


1 2 x 

3 6 y 


25. (Importante) Si A es tal que renglon 1 + renglon 2 = renglon 3, demuestre que A no 
es invertible: 

a) Explique por que Ax = (1, 0, 0) no puede tener una solucibn. 

b) iQue miembros derechos (£> lr b 2 , b 3 ) pueden permitir una solucion a Ax — bl 

c) iQue ocurre al renglon 3 en la eliminacion? 

26. Si A es tal que columna 1 + columna 2 = columna 3, demuestre que A no es invertible: 

a ) Encuentre una solucion x diferente de cero de Ax — 0. La matriz es de 3 por 3. 

b ) La eliminacion preserva columna 1 + columna 2 = columna 3. Explique por que 
no hay un tercer pivote. 

27. Suponga que A es invertible y que sus dos primeros renglones se intercambian para ob- 
tener B. La nueva matriz B, ip s invertible? ^Como puede obtenerse B~ 1 a partir de A ~ l ? 

28. Si el producto M = ABC de tres matrices cuadradas es invertible, entonces A, B, C son 
invertibles. Encuentre una formula para B _ 1 que implique a M~ 1 , A y C. 

29. Demuestre que una matriz con una columna de ceros no puede tener una inversa. 

30. Multiplique [“ b d \ por [_* “*] . <,Cual es la inversa de cada matriz si ad # bcl 

31. a) iQue matriz E tiene el mismo efecto que los siguientes tres pasos? Reste el renglon 

1 del renglon 2, reste el renglon 1 del renglon 3, y luego reste el renglbn 2 del ren- 
gl6n 3. 

b) iQu 6 simple matriz L tiene el mismo efecto que los siguientes tres pasos inversos? 
Sume el renglon 2 al renglon 3, sume el renglon 1 al renglon 3, y luego sume el ren- 
gldn 1 al renglon 2. 

32. Encuentre los numeros ay b con los que se obtiene la inversa de 5*eye(4) ones(4, 4): 

4 — 1 — 1 — 1 1 a b b b 

-1 4-1-1 _ b a b b 

-1—1 4-1 b b a b 

— 1-1-1 4 b b b a 


^Cuales son a y b en la inversa de 6*eye(5) ones(5, 5)? 


son invertibles? 


Los problemas 35 a 39 son sobre el metodo de Gauss- Jordan para calcular A '. 

35. Transforme I en A ~ 1 a medida que reduce A a / (por medio de operaciones en los ren- 
glones): 

r . rl _ fl 3 1 0 ] r 4 _ [1 4 1 O’ 

i A r ] [2 7 0 lj y [3 9 0 1 ' 

36. Imite el ejemplo de 3 por 3 del texto, pero con un signo + en A. Elimine por arriba y 
por abajo de los pi votes para reducir [A /] a [/ A -1 ]: 

2 10 10 0 ' 

[A /] = 1 2 1 0 1 0 . 

[0 1 2 0 0 1 

37. Aplique eliminacion de Gauss- Jordan sobre [A /] para resolver AA -1 = /: 


lab 
0 1 c 
0 0 1 


Xi x 2 x 3 


1 0 0 

0 10. 
0 0 1 


38. Invierta las siguientes matrices por eliminacion de Gauss-Jordan, empezando con [A /]: 


'1 

0 

o' 

"1 

1 

1" 

A = 2 

1 

3 

y A = 1 

2 

2 

0 

0 

1 

1 

2 

3 


39. Intercambie renglones, y prosiga con eliminacion de Gauss-Jordan para encontrar 
A- 1 : 


r A / 1 = f° 2 1 0 ] 
l a Y [220 1/ 


40. i,Falso o verdadero? (proporcione un contraejemplo si es falso y una explicacion si es 
verdadero): 

a) Una matriz de 4 por 4 con un renglbn de ceros no es invertible. 

b) Una matriz con Is abajo de la diagonal principal es invertible. 

c) Si A es invertible, entonces A~* es invertible. 

d ) Si A t es invertible, entonces A es invertible. 

41. ^Para cuales tres numeros c la siguiente matriz, no es invertible? £Por que? 

f2 c cl 


c c c . 

8 7 c 


42. Demuestre que A es invertible sia^Oya^b (encuentre los pivotes y A l ): 


abb 
a a b 
a a a 
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43. La inversa de la siguiente matriz es extraordinaria. Encuentrela por eliminacion sobre 
[A /], Extienda lo anterior a una “matriz altemante” de 5 por 5, y conjeture su inversa: 


44. Si B tiene las columnas de A en orden invertido, resuelva (A - B)x — 0 para demostrar 
que A - B no es invertible. Un ejemplo lo conducira a x. 

45. Encuentre y compruebe las inversas (suponiendo que existen) de las siguientes matri- 
ces en bloque: 


46. Use inv(S) para invertir la matriz simetrica MATLAB de 4 por 4 S = pascai(4). Ob- 
tenga la matriz Pascal triangular inferior A = abs(pascal(4,l) y test inv(S) = inv(A')* 
inv(A). 

47. Si A = ones(4,4) y b = rand(4,l), ^como le hace saber MATLAB que Ax = b no tiene 
solucion? Si b — ones(4,l), ique solucion de Ax = b se encuentra por medio de A\b7 

48. M~ l muestra el cambio en A -1 (lo cual es util saber) cuando una matriz se resta de A. 
Compruebe el siguiente inciso 3 cuidadosamente, multiplicando M M~ 1 para obtener /: 


1. 

M = I - 

uv r 

y 


= / + «u T /( 1 — v T u). 

2. 

M — A — 

uv T 

y 

M~ x 

= A- 1 + A- 1 nu T A- 1 /(l 

3. 

M — I — 

UV 

y 

M-' 

= i n + u(i m - vur l v. 

4. 

M — A — 

UW~ l V 

y 

M~ x 

ii 

> 

i 

+ 

c? 

x — s 

1 

T 

>■ 


Las cuatro identidades provienen del bloque 1, 1 luego de que se invierten las siguien- 
tes matrices: 


A U 
V W ' 


Los problemas 49 a 55 son sobre las reglas para trasponer matrices. 

49. Encuentre A T y A -1 y (A _1 ) T y (A T ) -1 para 


y tambien A 


1 c 
c 0 


50. Compruebe que ( AB) T es igual a B r A r , aunque estas son diferentes de A r B T : 

. ri ol D [1 3l fl 3] 

A = 2 i B= o ! AB =2 -j ■ 

En caso de que AB = BA (jlo cual en general no es cierto!), ^como puede demostrar 
que B T A T = A T B T ? 

51. a) La matriz ((AB)~ 1 ) T proviene de (A“ I ) T y (B _1 ) T . iEn que orden! 

b)Si U es triangular superior, entonces (U~ l ) T es triangular. 

52. Demuestre que A 2 = 0 es posible pero A T A = 0 no es posible (a menos que A = ma- 
triz cero). 
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53. a) A1 multiplicar el vector renglon x T por la columna y, ^que numero se obtiene? 



b) Este es el renglon x r A = veces la columna y = (0, 1, 0). 

c) Este es el renglon x T = [0 1] veces la columna Ay = . 

54. Cuando se traspone una matriz en bloque M = [£ B D \, el resultado es M T = . 

Pruebelo. iQue condiciones deben imponerse a A, B,C,D para que la matriz en bloque 
sea simetrica? 

55. Explique por que el producto intemo de x y y es igual al producto intemo de Px y Py. 
Luego, (Pxf-(Py) = x T >; indica que P T P = I para cualquier permutacion. Con x = (1, 
2, 3) y y = (1 , 4, 2), escoja P para demostrar que (Px) T y no es siempre igual a x T (P T y). 


Los problemas 56 a 60 son sobre matrices simetricas, y sus factorizaciones. 

56. Si A = A t y B = B T , ^cuales de las siguientes matrices son ciertamente simetricas? 

a) A 2 -B 2 b) (A + B)(A - B) c) ABA d) ABAB 

57. Si A = A t requiere un intercambio de renglones, entonces tambien necesita un inter- 

cambio de columnas para permanecer simetrica. En lenguaje de matrices, PA pierde la 
simetrfa de A pero recupera la simetrfa. 

58. a) i,Cuantos elementos de A pueden elegirse independientemente, si A = A r es de 5 

por 5? 

b) ^De que manera pueden L y D (de 5 por 5) proporcionar el mismo numero de op- 

ciones en LDL r ? 


59. Suponga que R es rectangular (de m por n) y que A es simetrica (de m por m). 

a) Trasponga R r AR para mostrar su simetrfa. ^De que forma es esta matriz? 

b) Demuestre por que R r R no contiene numeros negativos en su diagonal. 

60. Factorice las siguientes matrices en A = LDlJ . La matriz D es diagonal: 



y 




Los tres siguientes problemas son sobre aplicaciones de (Ax) T y — x T (A T y). 

61. Las ciudades de Boston, Chicago y Seattle estan conectadas con cables que conducen 
energfa electrica. Los voltajes que reciben estas ciudades son x B , x c , x s . Con resisten- 
cias unitarias entre las ciudades, las tres coirientes estan en y: 



a) Encuentre las conientes totales A T y de las tres ciudades. 

b ) Compruebe que (Ax) T y coincide con x J (A r y): hay seis terminos en cada una. 


62. La produccion de Xj camiones y x 2 aviones requiere Xj + 50x 2 toneladas de acero, 
40x t + 1000x 2 libras de caucho, y 2xj + 50x 2 meses de trabajo. Si los costos unita- 
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rios y lt y 2 , y 2 son $700 por tonelada, $3 por libra, y $3000 por mes, ^cuales son los va- 
lores de un camion y un avidn? Estas son las componentes de A T y. 

63. Ax proporciona las cantidades de acero, caucho y trabajo para producir x en el proble- 

ma 62. Encuentre A. Luego ( Ax) r y es el de entradas, mientras x T (A T y) es el va- 
lor de . 

64. A continuation se presenta otra factorization de A en una triangular multiplicada por 
una simetrica: 

Se empieza con A = LDU. Luego, A es igual a L(U T )~ l por U T DU. 

7 , Por que es triangular L(U r )~ l 7 En su diagonal sdlo hay Is. ^Por que es simetrica 
U t DU7 

65. Un grupo de matrices incluye a AB y A -1 si incluye aAyfi. “Los productos y las in- 
versas permanecen en grupos.” ,?,Cuales de los siguientes conjuntos son grupos? Las 
matrices triangulares inferiores L con Is en su diagonal, las matrices simetricas S, las 
matrices positivas M, las matrices diagonales invertibles D, las matrices de permuta- 
cidn P. Invente dos grupos de matrices mas. 

66. Si todo renglon de una matriz de 4 por 4 contiene a los numeros 0, 1, 2, 3 en algun or- 
den, £la matriz puede ser simetrica? ^ Puede ser invertible? 

67. Demuestre que ningun reordenamiento de renglones ni de columnas puede trasponer 
una matriz tlpica. 

68. Una matriz noroeste cuadrada B es cero en la esquina sureste, abajo de la antidiago- 
nal que une (1, n) con (n, 1). B r y B 2 , ^son matrices noroeste? B ~ ', i&s noroeste o su- 
reste? i,Cual es la forma de BC = noroeste multiplicada por surestel Se permite com- 
binar permutaciones con las L y V de costumbre (suroeste y noreste). 

69. Compare tic; lnv(A); toe para A = rand(500) y A = rand(1000). El conteo n 3 indica 
que el tiempo de computo (medido por tic; toe) debe multiplicarse por 8 cuando n se 
duplica. ^Cree el lector que esta A aleatoria es invertible? 

70. I = eye(1000); A = rand(1000); B = triu(A); produce una matriz triangular aleatoria 
B. Compare los tiempos para invfB) y B\I. La diagonal al reves se somete a ingenie- 
rfa con la fmalidad de utilizar los ceros en B, mientras inv utiliza los ceros en / cuan- 
do [B I] se reduce por Gauss-Jordan. (Tambien compare con inv(A) y A\/para toda la 
matriz A.) 

71. Demuestre que L~ l tiene elementos j/i para i s j (la matriz -1, 2,-1 tiene esta L): 

' i o o ol n 0 0 0‘ 

L = 1 00 y L -._ I 1 0 0 

0 -I 1 0 y I I 1 0 • 

0 0 -- 1 l 1 1 i 

L uu 4 1 J L4 44 J 

Pruebe este patron para L = eye(5) - diag(l:5) “diag(l:4,— 1) e inv(L). 

R 1.7 MATRICES ESPECIALES Y APLICACI0NES 

Esta section tiene dos objetivos. El primero consiste en explicar una fotma en la que grandes 

sistemas lineales Ax = b pueden presentarse en la practica. La verdad es que un problema 

grande y realista en ingenieria o econorrua nos llevarfa demasiado lejos del alcance de este li- 

bro, aunque hay una aplicacion natural e importante que no requiere mucha preparacidn. 
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El otro objetivo consiste en ilustrar, aprovechando la misma aplicacion, las propieda- 
des especiales que suelen tener las matrices de coeficientes. Las matrices grandes siempre 
presentan un patron defmido; a menudo un patron de simetrfa, y muchisimos elementos 
iguales a cero. Debido a que una matriz “holgada” contiene mucho menos de n 2 piezas de 
information, los cdlculos deben ser rapidos. Se abordaran las matrices banda, con la fina- 
lidad de ver como la concentration cerca de la diagonal acelera la elimination. De hecho, 
se analiza una matriz tridiagonal especial. 

La matriz misma puede verse en la ecuacion (6). Proviene del intercambio de una 
ecuacidn diferencial con una ecuacion matricial. El problema continuo pide por n(x) en ca- 
da x, por lo que una computadora no es capaz de resolverlo exactamente. Debe ser aproxi- 
mado por un problema discreto: mientras mds incognitas se tienen, mejor es la precision y 
mayor el gasto. Como un problema continuo sencillo aunque tambidn bastante tfpico, nues- 
tra election se dirige a la ecuacion diferencial 

“S = /<*>• 0 < x < 1. (1) 

ax 1 

Esta es una ecuacion lineal para la funcion incognita n(x). Cualquier combination 
C + Dx puede sumarse a cualquier solution, ya que la segunda derivada de C + Dx no 
contribuye con nada. La incertidumbre que dejan estas dos constantes arbitrarias C y D se 
elimina mediante una “condition a la frontera” en cada extremo del intervalo: 

«(0)=0, m(1) = 0. (2) 

El resultado es un problema de dos puntos con valor en la frontera, que describe un feno- 
meno que no es transitorio, sino de estado estacionario; por ejemplo, la distribucidn de tem- 
peratura en una varilla cuyos extremos estan fijos a 0°, y con una fuente de calor/(x). 

Recuerde que nuestro objetivo es producir un problema discreto; en otras palabras, un 
problema en algebra lineal. Es por ello que sdlo es posible aceptar una cantidad fmita de in- 
formacion sobre/(x), por ejemplo, sus valores en n puntos equidistantes x — h, x = 2h, , 
x = nh. Para la solucion verdadera u se calculan valores aproximados U\, ... ,u n en esos 
mismos puntos. En los extremos x = 0yx = 1 — (n + 1 )h, los valores en la frontera son 
«o = 0 y u n+l = 0. 

La primera pregunta es: i,Como se sustituye la derivada d 2 u/dx 2 7 La primera deriva- 
da puede ser aproximada deteniendo An/ Ax en un tamano de paso finito, y no permitiendo 
que h (o Ax) tienda a cero. La diferencia A u puede ser hacia adelante, hacia atrds, o cen- 
trada : 


Au u(x + h) — «(x) u(x) — u(x — h) u(x + h) — u(x — h) 

= -c obten, o bien, — — . (3) 

Ax h h 2 h 

La ultima expresidn es simetrica respecto ax, y es la mas precisa. Para la segunda deriva- 
da hay justo una combinacion que sdlo utiliza los valores de x y x ± h: 


Segunda diferencia 


d 2 u A 2 u _ m(x + h) — 2n(x) + u(x — h) 
dx 2 Ax 2 h 2 


(4) 


Lo anterior tambien tiene el merito de ser simetrico con respecto a x. Para repetir, el miem- 
bro derecho tiende al valor verdadero de dfuldx 2 cuando h -» 0, aunque es necesario de- 
tenerse en una h positiva. 

En cada punto de la malla, x = jh, la ecuacidn — d z u!dx 2 = fix) se sustituye por su 
analogo discreto (5). Se multiplied por h 2 para alcanzar n ecuaciones Au = b : 


Ecuacion en diferencias —u /+i +2u ; - uj-i ~h 2 f{jh) para j - 1,..., n. (5) 


Las ecuaciones primera y ultima (j = 1 y j = n) incluyen u 0 = 0 y u n + 1 = 0, que se cono- 
cen a partir de las condiciones a la frontera. Estos valores deben desplazarse al miembro 
derecho de la ecuacidn si se desea que sean distintos de cero. La estructura de estas n ecua- 
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ciones (5) puede visualizarse mejor en forma matricial. Se escoge h = | para obtener una 
matriz A de 5 por 5: 


"2-1 1 [ f(h) ' 

-1 2 -1 u 2 f{2h) 

Ecuacion matricial —1 2 —1 «3 = h. 2 f{3h) 

-1 2 -1 « 4 f(4h) 

-1 2 J L«5j L/( 5 ^. 


( 6 ) 


A partir de este momenta se trabajara con la ecuacion (6). Tiene una matriz de coeficien- 
tes bastante regular, cuyo orden n puede ser muy grande. La matriz A tiene muchas propie- 
dades especiales, de las cuales tres son fundamentales: 


1. La matriz A es tridiagonal. Todos los elementos diferentes de cero estan en la diago- 
nal principal y en las dos diagonales adyacentes. Fuera de esta banda todos los ele- 
mentos son a tj = 0. Estos ceros traeran una simplification considerable para la elimi- 
nation gaussiana. 

2. La matriz es simetrica. Cada elemento a tI es igual a su imagen especular a jb de modo 
que A t = A. La triangular superior V es la traspuesta de la triangular inferior L, y 
A = LDL 1 . Esta simetrfa de A refleja la simetrfa de cPu/dx 2 . Una derivada impar co- 
mo du/dx o d^u/dx 3 destruirfa la simetrfa. 

3. La matriz es positiva definida. Esta propiedad adicional indica que los pivotes son po- 
sitives. Los intercambios de renglones son innecesarios en la teorfa y en la practica. 
Esto contrasta con la matriz B, al final de esta section, que no es positiva definida. Sin 
ningun intercambio de renglones, es totalmente vulnerable al redondeo. 

La caracterfstica de positiva definida reune todo este curso (jen el capitulo 6!) 


Ahora se vuelve al hecho de que A es tridiagonal. y,Cual es el efecto de esto en la eli- 
mination? La primera etapa del proceso de elimination produce ceros abajo del primer 
pi vote: 


Elimination 
en A: Paso 1 



En comparacion con una matriz general de 5 por 5, este paso presenta dos simplificaciones 
importantes: 


1. Abajo del pivote solo hay un elemento diferente de cero. 

2. El rengldn del pivote es muy corto. 

El multiplicador = “I proviene de una division. El nuevo pivote, |, proviene de una 
simple multiplicacion-sustraccidn. Ademas, se preserva el patron tridiagonal : Toda etapa 
de la elimination acepta las simplificaciones a) y b). 

El resultado final es la factorization LDU — LDL 7 de A. [Observe los pivotes! 







a matnz 

nen la misma estructura de banda de tres diagonales esenciales (3 n - 2 parametros) que A. 
Tambien observe que L y U son traspuestas entre st, como era de esperar por la simetrfa. 
Todos los pivotes 2/1, 3/2, 4/3, 5/4, 6/5 son positivos. Su producto es el determinante de 
A: det A = 6. Resulta evidente que los pivotes convergen a 1 cuando n se hace grande. Es- 
tas matrices hacen muy felices a las computadoras. 

Estos factores holgados L y U cambian por complete el conteo de operaciones de cos- 
tumbre. La elimination en cada columna requiere solo dos operaciones, como arriba, y hay 
n columnas, En vez de las n 3 / 3 operaciones, solo se necesitan 2 n. Los sistemas tridiagona- 
les Ax = b pueden resolverse casi de inmediato. El costo de resolution de un sistema tri- 
diagonal es proportional a n. 

Una matriz de banda tiene a tj = 0 excepto en la banda | i — j\ < w (vease la figura 
1.8). El “semiancho de banda” es w = 1 para una matriz diagonal, w = 2 para una matriz 
tridiagonal, y w = n para una matriz completa. Para cada columna, la elimination requie- 
re w(w - 1) operaciones: un renglon de longitud w actua sobre w - 1 abajo. La elimina- 
tion en las n columnas de una matriz de banda requiere alrededor de w 2 n operaciones. 






U' \ 


LU 


Figura 1 .8 Una matriz de banda A y sus factores L y U. 

Cuando w tiende a n, la matriz se vuelve completa, y el conteo es aproximadamente n 3 . 
Para un conteo exacto, la esquina inferior del miembro derecho ya no tiene espacio para un 
ancho de banda w. El numero preciso de divisiones y multiplicaciones-sustracciones que 
producen L, D, U (sin suponer que A es simetrica) es P = \w(w- l)(3n - 2w + 1). Para 
una matriz completa con w = n, se recupera P = | n(n - 1 )(n + 1). Este es un numero en- 
tero, ya que n-l,n,yn+ 1 son enteros consecutivos, y uno de ellos es divisible entre 3. 

Este es el ultimo conteo de operaciones, y se recalca la cuestion mas importante. Una 
matriz de diferencias finitas como A tiene una in versa completa. Al resolver Ax = b, en rea- 
lidad se esta en una peor situation si se conoce A -1 que si se conocen L y U. La multipli- 
cation de A ~ 1 por b requiere n 2 pasos, mientras para la eliminacidn hacia adelante y la sus- 
titucion hacia atras que producen x = XJ~ x c = U~ x L~ l b = A~ l b, son suficientes 4n pasos. 

Esperantos que este ejemplo haya reforzado la comprension que el lector tiene sobre 
la eliminacidn ([de la cual ahora suponemos que esta perfectamente entendida!) Se trata de 
un ejemplo genuino de los grandes sistemas lineales que en realidad se encuentran en la 
practica. En el siguiente capitulo la atencion se centra en la existencia y unicidad de x, pa- 
ra m ecuaciones en n incognitas. 

Error por redondeo 

En teorfa, el caso no singular se ha completado. Hay un conjunto completa de pivotes (con 
• ' de ’ ' " ’ ' ' ' ' 


tea: 


is. 


!«Ffl ■] 
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Dedicaremos dos paginas (completamente opcionales en clase) para hacer mas estable la 
eliminacion: por que es necesaria y c6mo se lleva a cabo. 

Para un sistema de tamano moderado, por ejemplo de 100 por 100, la eliminacion im- 
plica airededor de 330 000 operaciones (j n 3 ). Con cada operation es necesario esperar un 
error por redondeo. Normalmente, se mantiene fijo un ndmero de digitos significativos (por 
ejemplo tres para una computadora extremadamente debil). Asf, la adicidn de dos mimeros 
de tamanos diferentes proporciona un error: 

Error por redondeo 0.456 + 0.00123 —> 0.457 pierde los digitos 2 y 3. 

iComo contribuyen todos estos errores individuales al error final en Ax — bl 

Este problema no es facil. Fue atacado por John von Neumann, quien era el matema- 
tico mas reputado en la epoca en que las computadoras repentinamente hacfan posible un 
millon de operaciones. De hecho, la combination de Gauss y Von Neumann proporciona 
al simple algoritmo de eliminacion una historia extraordinariamente distinguida, aunque 
incluso Von Neumann sobreestimo el error por redondeo final. Quien encontro la forma co- 
rrecta para contestar la pregunta fue Wilkinson, cuyos libros se han convertido en clasicos. 

Dos ejemplos sencillos ilustraran tres cuestiones importantes sobre el error por redon- 
deo. Los ejemplo son 

Mai acondicionado A = j ' ^ ^ Bien acondicionado B = 

A es casi singular, mientras B esta lejos de ser singular. Si el ultimo elemento de A se mo- 
difica ligeramente a u 22 = 1, entonces A es singular. Considere dos miembros derechos 
bastante parecidos: 

u + v — 2 u + v = 2 

u + 1.000 In =2 y u + l.OOOlu = 2.0001 

La solution del primero es u = 2, v = 0. La solution del segundo es u = v = 1 . Un cam- 
bio en el quinto digito de b fue amplificado a un cambio en el primer digito de la solucidn. 
Ningiin metodo numerico es capaz de evitar esta sensibilidad a pequenas perturbaciones. 
El mal acondicionamiento puede desplazarse de un lado a otro, pero no es posible eliminar- 
lo. La verdadera solution es muy sensible, y la solucidn calculada no puede dejar de serlo. 
El segundo punto es como sigue. 

10 Incluso una matriz bien acondicionada como B puede ser arruinada por un al- 
goritmo deficiente. ' 

Lamentamos decir que para la matriz B, la elimination gaussiana directa es un algoritmo 
deficiente. Suponga que .0001 es aceptado como el primer pivote. Luego, 10 000 veces el 
primer renglon se resta del segundo. El elemento inferior derecho se convierte en -9999, 
pero el redondeo hasta tres ciffas proporcionarfa -10 000. Cualquier traza del elemento 1 
desaparecerfa: 

Eliminacion en B con 0.0001 k + v — 1 0.0001k + v = 1 

un pivote pequeno u + v = 2 > — 9999v = —9998. 

El redondeo produce -10 OOOv = — 10 000, o bien v = 1. Esto es correcto hasta tres cifras 
decimates. La sustitucion hacia atras con el v = .9999 correcto proporciona u = 1: 


0.0001 1 / 

1 . 1 . / 
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Resultado correcto 0.0001 m + 0.9999 = 1, o bien, u = 1. 

En vez de lo anterior, al aceptar v = 1, que es erroneo solo en la cuarta cifra decimal, se 
obtiene u = 0: 

Resultado erroneo 0.000 lu + 1 = 1, o bien, u = 0. 

La u calculada es completamente errdnea. B esta bien acondicionada pero la eliminacion 
es violentamente inestable. L, D, y V estan completamente fuera de escala con B : 

1 0] [0.0001 0 ] [1 10 000' 

10 000 lj L 0 — 9999J [0 1 

El pequeno pivote 0.0001 trajo insensibilidad, y el remedio es evidente: intercambiar 
renglones. 

IP Un pivote pequeno obliga a un cambio practico en la eliminacion. Normalmen- 
te, cada pivote se compara con todos los posibles pivotes en la misma columna. In- 
tercambiar renglones para obtener el pivote mas grande posible se denomina pivoteo 
parcial. 

Para B, el pivote 0.0001 podrfa compararse con el pivote posible 1 que esta abajo de el. Un 
intercambio de renglones tendrfa lugar de inmediato. En terminos matriciales, esta es una 
multiplicacion por una matriz de permutation P = J] . La nueva matriz C — PB tie- 
ne buenos factores: 

1 °] f 1 0 1 [1. 

0.0001 lj [0 0.9999J [0 

Los pivotes para C son 1 y 0.9999, mucho mejores que 0.0001 y —9999 para B. 

La estrategia del pivoteo completo tambien busca en todas las ultimas columnas el pi- 
vote mas grande posible. No solo podrfa ser necesario un intercambio de renglones, sino 
tambien uno de columnas. (Esto es la posmultiplicacion, por una matriz de permutation). 
La dificultad al ser tan conservador es el gasto, y el pivoteo parcial es bastante adecuado. 

Finalmente se ha llegado al algoritmo fundamental del algebra lineal numerica: la eli- 
minacion con pivoteo parcial. Algunos refinamientos adicionales, como, ver si es nece- 
sario reescaiar todo un renglon o toda una columna siguen siendo posibles. Pero esencial- 
mente, el lector sabe ahora lo que hace una computadora con un sistema de ecuaciones 
lineales. En comparacion con esta description “tedrica” — encontrar A“ l , y multiplicar 
A~ 1 b — nuestra descripcidn ha consumido bastante del tiempo (y paciencia) del lector. 
Desearfa que hubiese una forma mas facil de explicar como x se encuentra realmente, aun- 
que no creo que la haya. 


1 1 

0.0001 1 



M Conjunto de problemas 1.7 

1. Escriba los factores LDU = LDl7 de A en la ecuacion (6) cuando n — 4. Encuentre el 
determinante como el producto de los pivotes en D. 

2. Modifique a n en la ecuacion (6) de a n = 2 a a u = 1, y encuentre los factores LDU 
de esta nueva matriz tridiagonal. 
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3. Encuentre la matriz A 0 de 5 por 5 (h = | ) que aproxima 


sustituyendo estas condiciones a la frontera por u 0 = u x y u 6 = u 5 . Compruebe que 
su A 0 multiplicada por el vector constante (C, C, C, C, C) produce cero; A 0 es sin- 
gular . De manera semejante, si u(x) es una solucion del problema continuo, enton- 
ces tambien lo es u(x ) + C. 

4. Escriba la ecuacion de la matriz de diferencias finitas de 3 por 3 (h — A ) para 


+ u = x. 


u( 0) = u(l) = 0. 


5. Con h — \ y f(x) — 4 w 2 sen 2m, la ecuacion en diferencias (5) es 

2 -1 Ol r«i] 2 f 1* 

-1 2-1 « 2 = Z- 0 . 

0-1 2J [« 3 J 4 [-1 

Resuelva para tq, u 2 , u 3 y encuentre su error en comparacion con la solucion verdade- 
ra u = sen 2ttx en x = | , x = | , y x = | . 

6. i,Cudl es el sistema de 5 por 5 que sustituye a (6) si las condiciones en la frontera se 
cambian a u( 0) = 1, u( 1) = 0? 

Los problemas 7 a 11 son sobre el error por redondeo y los intercambios de renglones. 

7. Calcule H~ l en dos formas para la matriz de Hilbert de 3 por 3 

Ti i in 

1 2 3 

H = i I i 

i i i 

.3 4 5 . 

primero por calculo exacto y luego redondeando cada numero hasta tres cifras. Esta 
matriz H esta mal acondicionada y los intercambios de renglones no son de utilidad. 

8. Para la misma matriz H, compare los miembros derechos de Hx = b cuando las solu- 
ciones son x = (1, 1, 1) y x = (0, 6, -3.6). 

9. Resuelva Hx = b = (1, 0 0) para la matriz de Hilbert de 10 por 10 con h y = 

l/( 2 + j ~ 1), usando cualquier codigo de computadora para ecuaciones lineales. Lue- 
go, intercambie un elemento de b por .0001, y compare las soluciones. 

10. Compare los pivotes en elimination directa con los del pivoteo partial para la siguien- 
te matriz. 


(En realidad, este es un ejemplo que requiere reescalamiento antes de la elimination ) 

11. Explique por que el pivoteo partial produce multiplicadores f en L que satisfacen jf ; - j 
- l - iPuede proporcionar un ejemplo de 3 por 3 con todos los \a^ < 1 cuyo ultimo 
pi vote sea 4? Este es el peor de los casos, ya que cada elemento es cuando mucho mul- 
tiplicado por 2 cuando < 1 . 


Ejercicios de repaso 
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Ejercicios de repaso 

1.1 a) Escriba las matrices de 3 por 3 con elementos 


b) Calcule los productos AS, BA y A 2 . 
1.2 Para las matrices 


calcule AB y BA y A 1 y B 1 y (AS) ‘. 

1.3 Encuentre ejemplos de matrices de 2 por 2 con a l2 = \ para las cuales 

a) A 2 = I. b) A” 1 = A t . c) A 2 = A. 

1.4 Resuelva por elimination y sustitucion hacia atras. 

u + w = 4 v + w = 0 

u + v =3 y u + w = 0 
u + v + w = 6 u + v —6. 

1.5 Factorice las matrices precedentes en A = LU o bien PA = LU. 

1.6 a) Hay 16 matrices de 2 por 2 cuyos elementos son Is y 0s. ^Cuantas son invertibles? 
b) (jMucho mas dificil!) Si al azar se escriben Is y 0s en los elementos de una ma- 
triz de 10 por 10, ^que es mas probable: que la matriz sea invertible o que sea 
singular? 

1.7 Hay 16 matrices de 2 por 2 cuyos elementos son Is y -Is. ^Cuantas son invertibles? 

1.8 ^Como estan relacionados los renglones de EA con los renglones de A en los casos 
siguientes? 


1 0 0 

E — 0 2 0 o bien, E 

4 0 1 


1 1 1 
0 0 0 


o bien, E 


0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 


1.9 Escriba un sistema de 2 por 2 que tenga una infmidad de soluciones. 

1.10 Encuentre inversas, si existen, por inspection o por elimination de Gauss-Jordan: 


1 0 1 
1 1 0 
0 1 1 


2 1 O' 
1 2 1 
0 1 2 


1.11 Si E es de 2 por 2 y suma la primera ecuacion a la segunda, ^cuales son las matrices 
E 2 y E 8 y 8 E7 

1.12 i,Falso o verdadero? Proporcione una explication si es verdadero y un contraejem- 
plo si es falso: 

1) Si A es invertible y sus renglones aparecen en orden invertido en B , entonces B 
es invertible. 
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2) Si A y B son simetricas, entonces AB es simdtrica. 

3) Si A y B son invertibles, entonces BA es invertible. 

4) Toda matriz no singular puede factorizarse en el producto A — LU de una trian- 
gular inferior L y una triangular superior U. 

1.13 Resuelva Ax = b resolviendo los sistemas triangulares Lc = b y Ux = c: 

'1 0 0] [2 2 4l [O' 

A = LU =410 013, b = 0 . 

_1 0 ij [0 0 lj L 1 . 

2, Que parte de A ~ 1 encontro con esa b particular? 

1.14 De ser posible, encuentre matrices B de 3 por 3 tales que 

a) BA = 2A para toda A. 

b) BA = 2 B para toda A. 

c ) BA tenga los renglones primero y ultimo de A, invertidos. 

d) BA tenga las column as primera y ultima de A, invertidas. 

1.15 Encuentre el valor de c en la siguiente inversa de n por n. 


si A = 


1.16 4 Para que valores de k el sistema 

kx + y = 1 
x + ky = 1 

no tiene solution, tiene una, solution, o bien tiene una infinidad de soluciones? 

1.17 Encuentre la factorization simetrica A = LDL T de 


n 

-1 

■ ~r 



c 

1 

l' 

-1 

n 

• -i 

entonces A 

_ 1 

1 

c 

. 1 

• 1 

1 c 

-1 

-1 

• -i 

— 1 n 


n + 1 

1 

1 


1 2 O' 

2 6 4 

0 4 11 


a b 
b c ' 


1.18 Suponga que A es la matriz identidad de 4 por 4, excepto por un vector v en la co- 
lumna 2: 

'1 vi 0 O' 

. __ 0 V2 0 0 

A “ 0 u 3 1 0 ' 

0 V4 0 1 

a) Factorice A en LU , suponiendo v 2 ¥= 0. 

b) Encuentre A - \ que tiene la misma forma que A. 

1.19 Resuelva por elimination, o demuestre que no hay solution: 


u. + v + w — 0 
u + 2v + 3 w = 0 
3m + 5v + 7w — 1 


u + v + w = 0 
u + v + 3w = 0 
3u + 5v + 7w = 1. 


1.20 Las matrices de permutation de n por n constituyen un ejemplo importante de un 
“grupo”. Si se multiplican, se sigue permaneciendo dentro del grupo: tienen inversas 


por 4yd en por n? 

b ) Encuentre una potencia k de modo que todas las matrices de permutation de 3 
por 3 cumplan P k = I. 

1.21 Describa los renglones de DA y las columnas de AD si £> = . 

1.22 a) Si A es invertible, y,cual es la inversa de A T ? 

b) Si A tambien es simetrica, ^cual es la traspuesta de A - *? 

c) Ilustre ambas formulas cuando A = [[ f ] . 

1.23 Experimente con n = 2 y n — 3, para encontrar 

2 3l" f2 3l" T2 3l -1 

0 Oj ’ [0 ij ’ [0 1 • 

1.24 Empiece con un primer piano u + 2t> — w = 6, para encontrar la ecuacion de lo si- 
guiente: 

a) El piano paralelo que pasa por el origen. 

b) Un segundo piano que tambien contenga los puntos (6, 0, 0) y (2, 2, 0). 

c) Un tercer piano que se corte con los pianos primero y segundo en el punto (4, 1, 0). 

1.25 iQue multiplo del renglon 2 se resta del renglon 3 en la elimination hacia adelante 
deA? 


"1 

0 

o' 

'1 

2 

O' 

A = 2 

1 

0 

0 

1 

5 

0 

5 

1 

0 

0 

1 


^Como sabe el lector (sin multiplicar estos factores) que A es invertible, simetrica, y 
tridiagonal ? yCuales son los pivotes? 

1.26 a) y,Cudl es el vector x que hace Ax = columna 1 de A 4- 2(columna 3), para una 

matriz A de 3 por 3? 

b ) Obtenga una matriz que cumpla columna 1 + 2(columna 3) = 0. Compruebe que 
A es singular (menos de 3 pivotes), y explique por que, este debe ser el caso. 

1.27 ^Faiso o verdadero? Proporcione un contraejemplo si es falso, y una explication si 
es verdadero: 

1) Si L X U\ — LiU 2 (las matrices U son triangulares superiores con diagonal diferen- 
te de cero, y las matrices L son triangulares inferiores con diagonal de Is), enton- 
ces L x = Lz y U x — U 2 - La factorizacidn LU, es unica. 

2) Si A 2 4- A = /, entonces A" 1 = A + I. 

3) Si todos los elementos en la diagonal de A son cero, entonces A es singular. 

1.28 A1 tanteo o con la elimination de Gauss-Jordan calcule 

' 1 0 01 " [ 1 0 0 ] [1 0 0 ] 

£ 10 , £10 , £10 

mOl mOl 0m\ 
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1.29 Escriba las matrices de 2 por 2, tales que 

a) Invierten la direction de cada vector. 

b) Proyectan cada vector sobre el eje x 2 . 

c ) Hacen girar 90° a cada vector en sentido contrario al sentido de movimiento de 
las manecillas del reloj. 

d) Reflejan cada vector a 45° respecto a la recta x l = x 2 . 





La elimination puede simplificar, elemento por elemento, el sistema lineal Ax = b. Por for- 
tuna, tambien simpliftca la teona. Las preguntas basicas de existencia y unicidad: yexiste 
una solution?, ^no existe ninguna solution?, o bien, ^existe una infinidad de soluciones? 
Todas estas preguntas podran responderse mas facilmente despues de aplicar la elimina- 
tion. Para tratar estas interrogantes se requiere una section mas, con la finalidad de encon- 
trar todas las soluciones para un sistema de m por n. Asf el ciclo de ideas estara completo. 

Sin embargo, la elimination sdlo produce un tipo de entendimiento sobre Ax — b. 
Nuestro objetivo principal es lograr una comprension distinta y mas profunda. Se trata del 
corazon del algebra lineal. 

Para la notion de espacio vectorial , de inmediato se empieza con los espacios mas im- 
portantes, que se denotan por R 1 , R 2 , R 3 , . . . ; el espacio R" consta de todos los vectores co- 
lumna con n componentes. (Se escribe R porque los componentes son numeros reales). R 2 se 
representa por el piano x-y de costumbre; las dos componentes del vector se convierten en las 
coordenadas x y y del punto correspondiente. Las tres componentes de un vector en R 3 pro- 
porcionan un punto en el espacio tridimensional. El espacio unidimensional R 1 es una recta. 

Lo importante para el algebra lineal es que la extension a n dimensiones es directa. Pa- 
ra un vector en R 7 s61o se requieren siete componentes, incluso si es diffcil visualizar la 
geometrfa. En todos los espacios vectoriales son posibles dos operaciones: 

Es posible sumar dos vectores cualesquiera, y todos los vectores pueden multipli- 
carse por escalares. 

En otras palabras, puede trabajarse con combinaciones lineales. 

La suma obedece la ley conmutativa x + y = y + x; existe un “vector cero” que cumple 
0 + x = x; y hay un vector x” que satisface — x + x = 0. Ocho propiedades (incluyen- 
do las tres anteriores) son fundamentales: la lista completa se proporciona en el problema 
5 al final de esta section. Un espacio vectorial real es un conjunto de vectores junto con 
reglas para la suma vectorial y la multiplicacion por numeros reales. La suma y la mul- 
tiplication deben producir vectores en el espacio, y deben cumplir las ocho condiciones. 

Normalmente, estos ocho vectores pertenecen a uno de los espacios R"; son vectores 
columna normales. Si x = (1, 0, 0, 3), entonces las componentes de 2x (y tambien de x + x) 
son 2, 0, 0, 6. La definition formal permite que otros entes sean “vectores”, en el supuesto 
de que la adicidn y la multiplicacion por escalares esten bien. Se proporcionan tres ejemplos: 
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1. El espacio dimensional infinite R“ Sus vectores tienen una infmidad de componen- 
tes, como en x = (1, 2, 1, 2, . . .)■ Las leyes para x + yy cx permanecen sm cambio. 

2. El espacio de las matrices de 3 por 2. jEn este caso los “vectores” son matrices! Es 
posible sumar dos matrices, y A + B = B + A\ existe una matriz cero, etc. Este espa- 
cio es casi el mismo que R 6 . (Las seis componentes estan dispuestas en un rectangu- 
lo, en vez de en una columna.) Cualquier election demyn proporcionaria, como 
ejemplo semejante, el espacio vectorial de todas las matrices de m por n. 

3. El espacio de las funciones fix). Aquf se admiten todas las taciones / que estan de- 
finidas en un intervalo fijo, por ejemplo 0 £ * ss 1. El espacio mcluye a/(x) xri, 
g(x) = sen x, su suma if + g)(x) = x 2 + sen x, y todos los multiplos como 3x^ y - sen 
x. Los vectores son funciones, y la dimension es de alguna manera un infinito mas 
grande que para R”. 

En los ejercicios se proporcionan otros ejemplos, pero los espacios vectoriales que mas 
requerimos, estan en otra parte: se encuentran dentro de los espacios est&ndares R". De- 
seamos describirlos y explicar por que son importantes. Geome'tricamente, piense en el es- 
pacio tridimensional de costumbre R 3 y elija cualquier piano que pase por el ongen. Ese 
piano es un espacio vectorial por der echo propio. Si un vector en el piano se multiplica por 
3, o por —3, se obtiene un vector en el mismo piano. Si se suman dos vectores en el piano, 
su suma permanece en el piano. Este piano que pasa por (0, 0, 0) ilustra uno de los concep- 
tos mas importantes en el algebra lineal; se trata de un subespacio del espacio original R . 

DEFIMIGIOM Un subespacio de un espacio vectorial es un conjunto no vaefo que satisfa- 
ce los requisitos de un espacio vectorial: las combinaciones lineales permanecen en el 
subespacio. 

i) Si se suman dos vectores cualesquiera en el subespacio, x Ay estd en el subespacio. 

ii) Si cualquier vector x en el subespacio se multiplica por cualquier escalar c, cx estd en 

el subespacio. 

Observe como se recalca la palabra espacio. Un sub espacio es un subconjunto cerra- 
do” bajo la suma y la multiplication por un escalar. Estas operaciones cumplen las reglas 
del espacio huesped, ya que se sigue estando dentro del subespacio. Las ocho propieda- 
des requeridas siguen cumpliendose en el espacio mas grande, por lo que se cumplen au- 
tomaticamente en todo subespacio. Observe en particular que el vector cero pertenece a 
todo subespacio. Este hecho se debe a la regia ii): el escalar se escoge como c - 0. 

El subespacio mas pequeno Z contiene solo un vector: el vector cero. Se trata de un 
“espacio con dimension cero”, que sdlo contiene el punto en el origen. Las reglas t) y n) se 
cumplen, ya que la suma 0 + 0 esta en este espacio con un punto, as! como todos los mul- 
tiplicadores cO. Este es el espacio vectorial mas pequeno posible : el espacio vatio no esta 
permitido. En el otro extremo, el subespacio mas grande es todo el espacio original. Si el 
espacio original es R 3 , entonces es facil describir los subespacios posibles: R mismo, cual- 
quier piano que pase por el origen, cualquier recta que pase por el origen, o sdlo el ongen 

(el vector cero). _ . 

La diferencia entre un subconjunto y un subespacio se aclarara mediante ejemplos. bn 
cada caso, <, es posible sumar vectores, y multiplicar por escalares sin salir del espacio? 

Ejemplo 1 Considere todos los vectores en R 2 cuyas componentes son positivas o cero. Este subcon- 
junto es el primer cuadrante del piano x-y\ las coordenadas satisfacen xaOyy — 0. No es 
un subespacio , aunque contiene al cero, y la adicidn permanece dentro del subconjunto. Se 
viola la regia ii), ya que si el escalar es — 1 y el vector es [1 1], entonces el multiplo 
cx = [— 1 — 1] esta en el tercer cuadrante, no en el primero. 
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Si se mcluye el tercer cuadrante junto con el primero, la multiplication por un escalar 
esta bien. Todo multiplo cx permanece en este subconjunto. No obstante, ahora se viola la 
regia i), ya que al sumar [1 2] + [— 2 — l]se obtiene [—1 1], que no esta en ninguno de los 
cuadrantes mencionados. El menor subespacio que contiene al primer cuadrante es todo el 
espacio R 2 . 

Ejemplo 2 Empiece por considerar el espacio vectorial de todas las matrices de 3 por 3. Un subespa- 
cio posible es el conjunto de las matrices triangulares inferiores. Otro es el conjunto de las 
matrices simetricas. A + B y cA son triangulares inferiores si A y B son triangulares infe- 
riores, y son simetricas siAyB son simdtricas. Por supuesto, la matriz cero, estd en ambos 
subespacios. 

El espacio columna de A 

A continuation se proporcionan los ejemplos clave: el espacio columna y el espacio nu- 
lo de una matriz A. El espacio columna contiene a todas las combinaciones lineales de 
las columnas de A. Es un subespacio de R m . Se ilustra con un sistema de m = 3 ecuacio- 
nes en n = 2 incognitas: 

"1 0] r p>r 

La combination de las columnas es iguai a b 54 U = b 2 . (1) 

2 4J L^J L^3_ 

Con m > n se tienen mas ecuaciones que incognitas; en cuyo caso normalmente no hay so- 
lution. El sistema sdlo es resoluble para un subconjunto muy “delgado” de todas las bs po- 
sibles. Una forma para describir este subconjunto delgado, es tan simple que es facil 
ignorarla. 

2A El sistema Ax = £> es resoluble si y solo si el vector b puede expresarse como 
una combination de las columnas de A. Por tanto, b esta en el espacio columna. 

Esta description solo implica un replanteamiento de Ax = b por columnas : 

'll [0] [V 

Combination de columnas u 5 + v 4 = b 2 . (2) 

2J |4J LA 

Estas son las mismas tres ecuaciones en dos inedgnitas. Ahora el problema es: encontrar nu- 
meros uy v que multiplican a las columnas primera y segunda para producir b. El sistema es 
resoluble exactamente cuando estos coeficientes existen, y el vector («, v) es la solucion x. 

Se esta afirmando que los miembros derechos obtenibles b son todas las combinaciones 
de las columnas de A. Un miembro derecho posible es la columna en sf; los pesos son u = 1 
y v = 0. Otra posibilidad es la segunda columna: H = 0yt = 1 . Otra tercera posibilidad es 
el miembro derecho b = 0. Con u = 0 y v = 0, el vector b = 0 siempre puede obtenerse. 

Es posible describir todas las combinaciones de las dos columnas geometricamente; 
Ax = b puede resolverse si y solo si b estd en el piano generado por los dos vectores co- 
lumna (vease la figura 2.1). Este es el conjunto delgado de bs obtenibles. Si b esta fuera del 
piano, entonces no es una combination de las dos columnas. En ese caso Ax = b no tiene 
solution. 

Lo importante es que este piano no sdlo es un subconjunto de R 3 ; es un subespacio. 
Se trata del espacio columna de A, que consta de todas las combinaciones lineales de las 
columnas. Se denota por C(A). Es facil comprobar los requerimientos i) y ii) para un subes- 
pacio de R m : 
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Figura 2.1 El espacio columna C(A), un piano en el espacio tridimensional. 

i) Suponga que b y b' estan en el espacio columna, de modo que Ax — b para alguna x 
y Ax' = b' para alguna x' . Luego, A(x + x') = b + b' , de modo que b + b' tambien 
es una combination de las columnas. El espacio columna de todos los vectores obte- 
nibles b es cerrado bajo la suma. 

ii) Si b esta en el espacio columna C(A), tambien lo esta cualquier multiplo cb. Si algu- 
na combination de columnas produce b (por ejemplo Ax = b ), entonces al multiplicar 
esa combination por c produce cb. En otras palabras, A(cx) — cb. 

Para otra matriz A, las dimensiones de la figura 2.1 pueden ser muy distintas. El espa- 
cio columna mds pequeno posible (con solo un vector) proviene de la matriz cero A = 0. 
La unica combination de las columnas es b = 0. En el otro extremo, suponga que A es la 
matriz identidad de 5 por 5. Entonces C(J) es todo R 3 ; las cinco columnas de I pueden com- 
binarse para producir cualquier vector pentadimensional b. Esto no es en absolute especial 
de la matriz identidad. Cualquier matriz de 5 por 5 que sea no singular tiene como espa- 
cio columna todo R 5 . Para una matriz asi, Ax = b puede resolverse por elimination gaus- 
siana; hay cinco pivotes. En consecuencia, todo b esta en C(A) para una matriz no singular. 

Ahora puede darse cuenta de como el capituio 1 esta contenido en este capituio. En 
aquei se estudiaron matrices de n por n cuyo espacio columna es R" Aliora se permiten 
matrices singulares, y matrices rectangulares de cualquier forma. Asi, C(A) puede estar en 
alguna parte entre el espacio cero y todo el espacio R m . Junto con este espacio perpendicu- 
lar, constituye uno de nuestros dos metodos para comprender Ax = b. 

El espacio nulo de 4 

El segundo metodo para tratar Ax = b es “dual” al primero. No solo se tiene interes en 
los miembros derechos obtenibles b, sino tambien en las soluciones x que los obtienen. 
El miembro derecho b = 0 siempre permite la solution x = 0, aunque puede haber una 
infmidad de otras soluciones. (Siempre hay, en caso de que haya mas incognitas que 
ecuaciones, n > m). Las soluciones de Ax = 0 constituyen un espacio vectorial: el es- 
pacio nulo de A. 
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El espacio nulo de una 
denota por N(A). Es un s 
bespacio de R m . 


Se cumple el requerimiento i): Si Ax = 0 y Ax' = 0, entonces A(x + x') = 0. El requeri- 
miento ii) tambidn se cumple: Si Ax = 0 entonces A(cx) = 0. jAmbos requerimientos fa- 
llan si el miembro derecho no es cero! Solo las soluciones de una ecuacion homogenea 
( b — 0) constituyen un subespacio. Es facil encontrar el espacio nulo para el ejemplo que 
acaba de proporcionarse; es lo mas pequeno posible: 

'1 0] r 1 [O' 

5 4 “ = 0 . 

2 4J H [o 

La primera ecuacion proporciona u — 0, y entonces la segunda ecuacion obliga a que v = 

0. El espacio nulo solo contiene al vector (0, 0). Esta matriz tiene “columnas independien- 
tes”, un concepto clave que se presentara en breve. 

La situation cambia cuando una tercera columna es una combination de las dos pri- 
meras: 

'1 0 f 

Espacio nulo mas grande B = 5 4 9 . 

2 4 6 

B tiene el mismo espacio columna que A. La nueva columna esta en el piano de la figura 
2.1; es la suma de los dos vectores columna con los que se empezo. Sin embargo, el espa- 
cio nulo de B contiene al vector (1, 1, —1), por lo que automaticamente contiene a cual- 
quier multiplo (c, c, — c): 

'l 0 ll [ cl [O' 

El espacio nulo es una recta 5 4 9 c = 0 . 

2 4 6j |_-cj [0. 

El espacio nulo de B es la recta que contiene a todos los puntos x = c, y = c, z = — c. (La 
recta pasa por el origen, como debe hacer cualquier subespacio). Lo que se desea es poder 
encontrar, para cualquier sistema Ax = b, y encontrar C(A) y N(A): todos los miembros de- 
rechos obtenibles b, y todas las soluciones de Ax = 0. 

Los vectores b, estan en el espacio columna y los vectores x estan en el espacio nulo. 
Se calcularan las dimensiones de estos espacios, y un conjunto idoneo de vectores para ge- 
nerarlos. Esperantos terminar comprendiendo todos los cuatro subespacios que estan estre- 
chamente relacionados entre si y con A: el espacio columna de A, el espacio nulo de A, y 
sus dos espacios petpendiculares. 

Conjunto de problemas 2,1 

1. Construya un subconjunto del piano x-y R 2 que sea 

a) cerrado bajo la suma y resta, pero no bajo la multiplication por un escalar. 

b) cerrado bajo la multiplication por un escalar, pero no bajo la suma vectorial. 
Sugerencia: Empiece con u y v; sume y reste para el inciso a). Intente cu y cv para el 
inciso b ). 

2. ^Cufiles de los siguientes subconjuntos de R 3 son realmente subespacios? 
a) El piano de vectores (b u b 2 , b 3 ) cuya primera componente es b x = 0. 
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b) El piano de vectores b con b x = 1. 

c) Los vectores b con b 2 b 3 = 0 (esta es la union de dos subespacios, el piano 
b 2 — 0 y el piano b 3 = 0). 

d) Todas las combinaciones de dos vectores dados (1, 1, 0) y (2, 0, 1). 

e) El piano de vectores {b x , b 2 , b 3 ) que satisface b 3 — b 2 + 3b x — 0. 

Describa el espacio columna, y el espacio nulo de las matrices 


0 0 


0 0 3 

1 2 3 


0 0 0 
0 0 0 


^Cual es el menor subespacio de matrices de 3 por 3 que contiene a todas las matrices 
simetricas, y a todas las matrices triangulares inferiores? /,Cudl es el mayor subespa- 
cio que esta contenido en cada uno de estos dos subespacios? 

Se requiere que la suma y la multiplication por un escalar cumplan las ocho siguien- 
tes condiciones: 


L x -t- y = y + x. 

2 ■ x + (y + z) = (x + y) + z. ■ 

3. Hay un “vector cero” unico tal que x + 0 = x para toda x. 

4. Para cada x hay un vector unico — x tal que x + (~x) = 0. 

5. lx = x. . 

6. (cic 2 )x — ci(c 2 x).' 

7. c(x + y) = cx + cy. 

8. (ci + Cz)x — C\ x -i- c 2 x. ' 3 ■■ 

a) Suponga que la adicion en R 2 suma un 1 extra a cada componente, de modo que 
(3, 1) + (5, 0) es igual a (9, 2) en vez de (8, 1). Si la multipiicacion por un escalar 
permanece sin cambio, £que reglas se rompen? 

b ) Demuestre que el conjunto de todos los numeros reales positivos con x + y y cx 
vueltos a definir como de costumbre, igual a xy y xf, es un espacio vectorial. ^Cual 
es el “vector cero”? 

c) Suponga que (x b x 2 ) + (y b y 2 ) se define como (x, + y 2 , x 2 + y x ). Con cx = ( cx,, 
cx 2 ) de costumbre, ^cuales de las ocho condiciones no se cumplen? 

6. Sea P el piano en tres dimensiones con ecuacion x + 2y + z — 6. ^Cual es la ecua- 
cion del piano P 0 que pasa por el origen y es paralelo a P? b P y P 0 , son subespacios 
de R 3 ? 

7. ^Cuales de los siguientes son subespacios de R°°? 

a) Todas las sucesiones como (1, 0, 1, 0, ... ) que incluyen una infinidad de ceros. 

b) Todas las sucesiones (x,, x 2 , . . .) con x } = 0 a partir de un punto. 

c) Todas las sucesiones decrecientes: x J+l s£ Xj para cada j. 

d) Todas las sucesiones convergentes: la Xj tiene limite cuando j -> oo. 

e) Todas las progresiones aritmeticas: x J+ , — Xj es la misma para toda j. 

j) Todas las progresiones geometricas (x,, fct,. l?x x , . . . ) permitiendo toda k y x,. 

8. i,Cuales de las siguientes descripciones con correctas? Las soluciones x de 

. _ ri i ii Xt ro' 

Ax 1 0 2 Xz 0 
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constituy qn . .-~l usuguav 

a) Un piano. t;. i iur-.w 

b) Lina recta. 

c) Lin punto. 

d ) Un subespacio. 

e) El espacio nulo de A. 

J) El espacio columna de A. 

9. Demuestre que el conjunto de matrices no singulares de 2 por 2 no es un espacio vec- 
torial. Tambien demuestre que el conjunto de matrices singulares de 2 por 2 no es un 
espacio vectorial. 

10. La matriz A = I 2 J es un “vector” en el espacio M de todas las matrices de 2 
por 2. Escriba el vector cero en este espacio, el vector j A y el vector —A. i,Que ma- 
trices estan en el menor subespacio que contiene a A? 

11. a) Describa un subespacio de M que contenga a A = ^ peronoaB = [o -?]• 

b) Si un subespacio de M contiene aAyafi, £debe contener a /? 

c) Describa un subespacio de M que contenga matrices diagonales diferentes de cero. 

12. Las funciones/(x) = x 2 y g(x) = 5x son “vectores” en el espacio vectorial F de todas 

las funciones reales. La combinacion 3/(x) — 4g(x) es la funcion h(x) = . ^Cual 

regia se rompe si al multiplicar/(x) por c se obtiene la funcion /(cx)? 

13. Si la suma de los “vectores” /(x) y g(x) en F se define como/(g(x)), entonces el “vec- 
tor cero” es g(x) — x. Considere la multiplicacidn por un escalar de costumbre c/(x), 
y encuentre dos reglas que no se cumplen. 

14. Describa el menor subespacio del espacio vectorial M de las matrices de 2 por 2 que 
contiene 

s 'l ol To il .. ri ol fi o' 

|o oj y |o °J ■ a) b) c) d) e) jo 0J y [o 1_ ' 

ri ii . ri ii ri oi ro n 


[o oj- - Lo OJ’ LO IJ’LO 1J- 

15. Sea P el piano en R 3 con ecuacion x + y — 2z = 4. ;E1 origen (0, 0, 0) no esta en P! 
Encuentre dos vectores en P, y compruebe que su suma no esta en P. 

16. P 0 es el piano que pasa por (0, 0, 0) y es paralelo al piano P del problema 15. £Cual es 
la ecuacion de P 0 ? Encuentre dos vectores en P 0 , y compruebe que su suma esta en P 0 . 

17. Los cuatro tipos de subespacios de R 3 son pianos, rectas, R 3 mismo, o Z que solo con- 
tiene a (0, 0, 0). 

a) Describa los tres tipos de subespacios de R 2 . 

b ) Describa los cinco tipos de subespacios de R 4 . 

18. a) La intersection de dos pianos que pasan por (0, 0, 0) probablemente es una , 

aunque puede ser un . [No puede ser el vector cero Z! 

b ) La intersection de un piano que pasa por (0, 0, 0) con una recta que pasa por (0, 0, 

0) probablemente es un . aunque puede ser un . 

c) Si S y T son subespacios de R 5 , su intersection SflT (vectores en ambos subes- 
pacios) es un subespacio de R 5 . Compruebe los requerimientos sobre x + y y cx. 
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19. Suponga que P es un piano que pasa por (0, 0, 0) y que L es una recta que pasa por 

(0, 0, 0). El menor espacio vectorial que contiene tanto a P como a L es o . 

20. {.Faiso o verdadero? para M = todas las matrices de 3 por 3 (compruebe la suma uti- 
lizando un ejemplo). 

a) Las matrices simetricas sesgadas en M (con A T = —A) constituyen un subespacio. 

b) Las matrices simetricas en M (con A T A A) constituyen un subespacio. 

c) Las matrices que tienen a (1, 1, 1) en su espacio nulo constituyen un subespacio. 

Los problemas 21 a 30 son sobre espacios columna C(A), y la ecuacion Ax —b. 


21. Describa los espacios columna (rectas o pianos) de estas matrices particuiares: 



'1 

2 


"1 

0‘ 


'1 O' 

A = 

0 

0 

0 

0 

y B = 

0 

0 

2 

0 

y C = 

2 0 
0 0 


22. {Para que miembros derechos (encuentre una condition sobre b u b 2 , b 3 ) los siguien- 
tes sistemas son resolubles? 


1 

4 

2 


V 


V 


1 

4 


Xl 
: X 2_ 


V 

2 

8 

4 


X 2 

= 

b 2 

b ) 

2 

9 


= 

b 2 

-1 

-4 

-2 




b 3 _ 


-1 

-4 



Pe 


23. A1 sumar el renglon 1 de A al renglon 2 se obtiene B. A1 sumar la columna 1 a la co- 
lumna 2 se obtiene C. Una combinacion de las columnas de tambien es una com- 

binacidn de las columnas de A. De las siguientes matrices, {.cuales tienen la misma 
columna ? 


A = 


1 

2 


2 

4 


y S = 


2 

6 


C = 


3 

6 


24. {.Para que vectores (iq, b 2 , b 3 ) los siguientes sistemas tienen una solucion? 


'i 

1 

f 


Xl’ 


'b\ 


'i 

i 

r 


Xl 


b\ 

0 

1 

1 


x-i 

= 

b 2 

y 

0 

i 

i 


Xl 

= 

b 2 

0 

0 

1 


*3. 


p3_ 


0 

0 

0 


. X 3. 


p3_ 


25. (Recomendado) Si a una matriz A se suma una columna extra b, entonces el espacio co- 
lumna se vuelve mas grande, a menos que . Proporcione un ejemplo en el que el 

espacio columna se vuelva mas grande, y un ejemplo en que no lo haga. {.Por que 
Ax = b es resoluble exactamente cuando el espacio columna no se vuelve mas grande 
al incluir a b7 


26. Las columnas de A B son una combinacion de las columnas de A. Esto significa: El 
espacio columna de A B estd contenido en (y quiza es igual a) el espacio columna de 
A. Proporcione un 'ejemplo en el que los espacios columna de A y AB no sean iguales. 

27. Si A es cualquier matriz invertible de 8 por 8, entonces su espacio columna es — . — . 
{.Por que? 

28. ^Falso o verdadero? (proporcione un contraejemplo si es falso). 

a) Los vectores b que no estan en el espacio columna C(A) constituyen un subespacio. 

b ) Si C(A) contiene solo al vector cero, entonces A es la matriz cero. 

c) El espacio columna de 2A es igual al espacio columna de A. 

d) El espacio columna de A — I es igual al espacio columna de A. 
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29. Construya una matriz de 3 por 3 cuyo espacio columna contenga a (1, 1, 0) y a (1, 0, 
1) pero no a (1, 1, 1). Construya una matriz de 3 por 3 cuyo espacio columna sea so- 
lo una recta. 

30. Si el sistema de 9 por 12 Ax = b es resoluble para toda b, entonces C(A) = . 

31. {.Por que R 2 no es un subespacio de R 3 ? 


m 2.2 CGIViQ RESOLVER Ax = QY Am = h 

El capitulo 1 se centra en matrices invertibles cuadradas. Habia una solucion d e Ax = b, 
que era x = A~ x b. Esta solucion se encontro por eliminacion (y no calculando A“ l ). Una 
matriz rectangular trae nuevas posibilidades: U puede no tener un conjunto complete de pi- 
votes. Esta section aborda el tema de ir de U a una forma reducida R: la matriz mas sim- 
ple que puede obtenerse con eliminacion. R revela de inmediato todas las soluciones. 

Para una matriz invertible, el espacio nulo solo contiene a x = 0 (multiplicado Ax = 0 
por A -1 ). El espacio columna es todo el espacio (Ax = b no tiene solucion para toda b). Las 
nuevas preguntas surgen cuando el espacio nulo contiene mas que al vector cero y/o el es- 
pacio columna contiene menos que todos los vectores: 

1. Cualquier vector x„ en el espacio nulo puede sumarse a una solucion particular x p . Las 
soluciones de todas las ecuaciones lineales tienen esta forma: x = x p + x„: 

Solucion completa Ax p = b, y Ax — 0 producen A{x p + x„) = b. 

2. Cuando el espacio columna no contiene a toda b en R m , se requieren las condiciones 
sobre b para hacer resoluble a Ax — b. 

Un ejemplo de 3 por 4 es un tarnano aceptable. Se escribiran todas las soluciones de 
Ax = 0. Se encontraran las condiciones para que b este en el espacio columna (de modo 
que Ax = b sea resoluble). El sistema de 1 por 1 Ox = b, con una ecuacion y una incogni- 
ta, presenta dos posibilidades: 


Ox = b no tiene soluciones a menos que b = 0. El espacio columna de la matriz cero de 
1 por 1 solo contiene a b = 0. 

Ox = 0 tiene una infinidad de soluciones. El espacio nulo contiene a toda x. Una solu- 
cion particular es x p — 0, y la solucion completa es x = x p + x n = 0 + (cualquier x). 

Admito que es sencillo. Si se pasa a una matriz de 2 por 2, la cuestion se vuelve mas inte- 
resante. La matriz ^ no es invertible: y + z = £q y 2y + 2z = b 2 suele no tener 
solucion. 

No hay solucion a menos que b 2 = 2 b v El espacio columna de A solo contiene bs 
que son multiplos de (1, 2). 

Cuando b 2 — 2 b u hay una infinidad de soluciones. Una solucion particular de 
y + z — 2 y 2y + 2z = 4 es x p = (1, 1). El espacio nulo de A en la figura 2.2 con- 
tiene a (— 1, 1) y a todos sus multiplos x„ = (— c, c ): 


Solucion 

completa 


y + z = 2 
2y +2z = A 


es resuelto por x p + x n 


1 

1 


+ c 



1 — c 
1 Ac 
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todas las 


recta de 


todas las soluciones x — x p + x n 


1 j — solucion particular mas corta x p 

j^j = solucion particular MATLAB A b 


espacio nulo Ax n — 0\ r 

[i 1 y] = f 2 l. 

Figura 2.2 Las rectas paralelas de soluciones de Ax n 0 y y 2 2 [ z J |_ 4 J 

Forma escalonada U y forma reducida por renglones R 

Se empieza por simplificar la matriz de 3 por 4, primero a U y luego a R: 

1 3 3 2 

Eiemplo basico A = 2 6 9- 

J -1-334 

™ , _ , „ diferente de cero Las operaciones elementales de costumbre produ- 

,jo * este^pivote. Us «b. »«id* ,parec,„ - la ~ 

lumna 2: n 

'13 3 2 

En la columna 2 no hay pivote A ° jj \ \ ' 

El candidate a segundo pivote se volvio cero: esto es maceptabl^o ^“^neTte 
ca un elemento dtferente de cero. intentando reahzar un mtercamb o En e 

caso el elemento en cuestion tambien es cero. St A btese cuadrada, to ^.tenor mdic q 

sssssssssir: 

cero, se llega a U: 


Matriz escalonada U U - 0 0 3 3j. 

Hablando estrictamente, se precede a la cuarta columna. En tawceni poricion pivote hay 

do” ofonna escalonada. Para el caso de 5 por 8 en la figura 2.3, los elementos mdteados 

con un asterisco pueden o no ser cero. , ■ , , nivotes- 

Esta forma escalonada U, siempre puede obtenerse, con cero abajo de los ptvo . 

1 Los pivotes son los primeros elementos diferentes de cero en sus renglones. 

2. Abajo de cada pivote hay una columna de ceros, obtemda ^“ciom 

3. Cada pivote esta a la derecha del pivote en el renglon de amba. Esto produce p 
tron escalonado, y los renglones cero aparecen al ultimo. 


WH WM 
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'• 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 


"1 

0 

* 

0 

* 

* 

* 

o' 

0 

# 

* 

* 

* 

* 

* 

* 


0 

1 

* 

0 

* 

* 

* 

0 

0 

0 

0 

m 

* 

* 

* 

* 

R = 

0 

0 

0 

1 

* 

* 

* 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

• 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0_ 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


Figura 2.3 Elementos de una matriz escalonada U de 5 por 8 y su forma reducida R 

Debido a que se empezo con A y se termind con U, seguramente el lector pregunta- 
ra: y,Se tiene A = LU como antes? No hay razon para lo contrario, ya que los pasos de eli- 
mination no cambiaron. Cada paso sigue restando un multiple de un renglon de un renglon 
abajo de dl. El inverso de cada paso, suma el milltiplo que fue restado. Estos inversos vie- 
nen en el orden correcto para colocar los multiplicadores directamente en L: 


Triangular inferior £, 


1 0 O' 

2 1 0 

•1 2 1 


A = LU. 


Observe que L es cuadrada. Tiene el mismo numero de renglones que Ay U. 

La unica operation que no es necesaria en nuestro ejemplo, aunque si es necesaria en 
terminos generales, es el intercambio de renglones por una matriz permutation P. Debido 
a que cuando no hay pivotes disponibles se prosigue con la siguiente columna, no es nece- 
sario suponer que A es no singular. A continuation se proporciona PA — LU para todas las 
matrices: 

2B . Para cualquier matriz A de m por n existe una permutacidn P, una matriz trian- 
gular inferior L con diagonal unitaria, y una matriz {/ escalonada de m por n. tales 
que PA = LU. 

Ahora viene R. Es posible avanzar mas que hasta U, con la finalidad de hacer aun 
mas sencilla a la matriz. El segundo rengldn se divide entre su pivote 3, de modo que to- 
dos los pivotes son 1. Luego, el renglon pivote se utiliza para obtener cero arriba del pi- 
vote. Esta vez, se resta un renglon de un renglon mas arriba. El resultado final (la mejor 
forma que puede obtenerse) es la forma escalonada por renglones R: 


'13 3 2 
0 0 3 3 
0 0 0 0 


13 3 2 
0 0 11 
0 0 0 0 


1 3 0-1 

0 0 1 1 = R. 

0 0 0 0 


La matriz R es el resultado final de la elimination sobre A. MATLAB usa el comando R — 
rref (A). jPor supuesto, rref(/?) proporciona nuevamente i?! 

i,Cudl es la forma reducida por renglones de una matriz invertible cuadrada? En este 
caso R es la matriz identidad. Hay un conjunto completo de pivotes, todos iguales a 1 , con 
ceros arriba y abajo. Asi, rref(A) = /, cuando A es invertible. 

Para una matriz de 5 por 8 con cuatro pivotes, en la figura 2.3 se muestra la forma re- 
ducida R. Sigue conteniendo una matriz identidad en los cuatro renglones pivote, y en 
las cuatro columnas pivote. A partir de R rapidamente se encuentra el espacio nulo de A. 
Rx = 0 tiene las mismas soluciones que Ux = 0 y Ax = 0. 
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Variables pivote y variables libres 

Nuestra meta es leer todas las soluciones de Rx = 0. Los pivotes son cruciales: 

Espacio nulo de R 13 0—1 U 0 

(las columnas pivote Rx = 0 0 1 1 = 0 . 

estan en negritas) 0 0 0 0 |_0_ 

Las incognitas u, v, w, y se presentan por grupos. Un grupo contiene las variables pivote, 
las que corresponden a las columnas con pivotes. Las columnas primera y tercera contie- 
nen a los pivotes, de modo que u y w son las variables pivote. El otro grupo esta integra- 
do por las variables libres, que corresponden a las columnas sin pivotes. Estas son las 
columnas segunda y cuarta, por lo que las variables libres son vy y. 

Para encontrar la solucion mas general de Rx = 0 (o, de manera equivalente, de Ax = 
0), es posible asignar valores arbitrarios a las variables libres. Suponga que estos valores se 
denominan simplemente vy y. Las variables pivote estan determinadas completamente en 
terminos de v y y: 

K =n u + 3v - y - 0 produce u = —3v + y 

w + y= 0 produce w = —y (1) 

Hay un “doble inftnito” de soluciones, con vy y libres e independientes. La solucion com- 
pleta es una combination de dos soluciones especiales: 


El espacio nulo contiene a 
todas las combinaciones de 
las soluciones especiales 



Por favor, observe nuevamente esta solucion completa de Rx = 0 y Ax = 0. La solucion 
especial (-3, 1, 0, 0) tiene a las variables libres v = 1, y y = 0. Las variables libres de la 
otra solucion especial (1,0, —1, 1) son v = 0,y y = 1. Todas las soluciones son combina- 
ciones lineales de estas dos soluciones. La mejor forma de encontrar todas las soluciones 
de Ax = 0 es a partir de las soluciones especiales: 

1. Despuds de llegar a Rx = 0, identificar las variables pivote, y las variables libres. 

2. Asignar a una variable libre el valor 1, igualar a cero las demas variables libres, y re- 
solver Rx = 0 para las variables pivote. Esta * es una soluci6n especial. 

3. Cada variable libre produce su propia ’’solucion especial” por el paso 2. Las combina- 
ciones de las soluciones especiales constituyen el espacio nulo: todas las soluciones 
de Ax — 0. 


Dentro del espacio tetradimensional de todos los vectores posibles x, las soluciones de 
Ax = 0 constituyen un subespacio bidimensional: el espacio nulo de A. En el ejemplo, 
N(A) es generado por los vectores especiales (—3, 1, 0, 0) y (1, 0, —1, 1). Las combinacio- 
nes de estos dos vectores producen todo el espacio nulo. 

Aquf hay un pequeno truco. Las soluciones especiales son especialmente faciles a 
partir de R. Los numeros 3y0y— lyl estan en las “columnas no pivote” de R. Para 
encontrar las variables pivote (no las libres), invierta sus signos en las soluciones es- 
peciales, Escribire las dos soluciones especiales de la ecuacidn (2) en una matriz N, de 


2.2 Como resolver Ax = 0 y/k = b 


81 


espacio nulo, para que el lector vea el patron claro: 

Matriz del espacio nulo 
(las columnas son soluciones especiales) 

Los valores de las variables libres son 1 y 0. Cuando las columnas libres se movieron al 
miembro derecho de la ecuacion (2), sus coeficientes de3y0y — lyl cambiaron de sig- 
no. Esto determino las variables pivote en las soluciones especiales (las columnas de N). 

Este es el momento de reconocer un teorema extremadamente importante. Suponga 
que una matriz tiene mas columnas que renglones, n> m. Debido a que m renglones pue- 
den aceptar cuando mucho a m pivotes, por lo menos debe hater n — m variables libres. 
Hay aun mas variables libres si algunos renglones de R se reducen a cero; pero no impor- 
ta el caso: por lo menos una variable debe ser libre. A esta variable libre puede asignarse 
cualquier valor, lo cual lleva a la siguiente conclusion: 



2C Si Ax — 0 tiene mas incognitas que ecuaciones (n > m), por lo menos tiene una 
solucion especial: hay mds soluciones que Ta trivial x = 0. 


Debe haber una infinidad de soluciones, ya que cualquier multiplo cx tambien satisfa- 
ce Aicx ) = 0. El espacio nulo contiene a la recta que pasa por x. Y si hay variables libres 
adicionales, el espacio nulo se convierte en mas que justo una recta en el espacio n-dimen- 
sional. El espacio nulo tiene la misma "dimension" que el numero de variables libres, y 
las soluciones especiales. 

La idea central: la dimension de un subespacio, se precisara en la siguiente section. 
Para el espacio nulo se cuentan las variables libres. jPara el espacio columna se cuentan las 
variables pivote! 


Como resolver Ax = h,Ux = cyflx = d 

El caso b * 0 es bastante distinto al caso b = 0. Las operaciones en los renglones sobre A 
tambien deben actuar sobre el miembro derecho (en b). Se empieza con las letras ( b x , b 2 , 
b 3 ) para encontrar la condition de solubilidad para que b este en el espacio columna. Lue- 
go se escoge b = (1, 5, 5) y se encuentran todas las soluciones x. 

Para el ejemplo original Ax = b = (b u b 2 , b 3 ), a ambos lados se aplican las operacio- 
nes que llevaron de A a U. El resultado es un sistema triangular superior Ux = c: 

'l 3 3 2l “ [ b x 

Ux = c 0 0 3 3 = b 2 - 2bi . (3) 

0 0 0 0 b 3 — lb 2 + 5b\_ 

El vector c en el miembro derecho, que aparecfa despues de los pasos de elimination ha- 
cia adelante, es justo L~ l b, como en el capitulo previo. Ahora se inicia con Ux = c. 

No resulta evidente que estas ecuaciones tengan una solucion. La tercera ecuacion pre- 
senta serias dudas, ya que su miembro izquierdo es cero. Las ecuaciones son inconsisten- 
tes a menos que b 3 -2 b 2 + 5 b x = 0. Aunque haya mas incognitas que ecuaciones, puede 
no haber solucion. Conocemos otra forma para contestar la misma pregunta: Ax = b pue- 
de resolverse si y solo si b esta en el espacio columna de A. Este subespacio proviene de 
las cuatro columnas de A (jno de £/!): 
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Las colunmas de A l" 3 3 2 

“generan” el 2 , 6 , 9 , 7 . 

espacio columns —1 —3 3 4 

Aunque hay cuatro vectores, sus combinaciones solo Henan un piano en el espacio tridimen- 
sional. La columna 2 es tres veces la columna 1 . La cuarta columna es igual a la tercera me- 
nos la primera. Estas columnas dependientes, la segunda y la cuarta, son exactamente las 
que carecen de pivotes. 

El espacio columna C(A) puede describirse en dos formas distintas. Por una parte, es 
el piano generado por las columnas 1 y 3. Las otras columnas estan en ese piano, y no con- 
tribuyen con nada nuevo. De manera equivalente, es el piano de todos los vectores b que 
cumplen b 3 — 2b 2 + 5b x = 0; esta es la restriction si el sistema ha de ser resoluble. /7b- 
da columna satisface esta restriccion, de modo que esta forzada sobre b! Geometrica- 
mente, se vera que el vector (5, —2, 1) es perpendicular a cada columna. 

Si b pertenece al espacio columna, las soluciones de Ax = b son faciles de encontrar. 
La ultima ecuacion en Ux = c es 0 = 0. A las variables libres v y y, es posible asignarles 
valores cualesquiera, como antes. Las variables pivote u y w siguen determinandose por 
sustitucion hacia atras. Para un ejemplo especifico con b 3 — 2b 2 + 5 iq = 0, se escoge 
h = (1, 5, 5): 


13 3 2 
2 6 9 7 

-1-3 3 4 


= 5 . 
5 


La elimination hacia adelante produce U a la izquierda y c a la derecha: 


Ux — c 


13 3 2 
0 0 3 3 
0 0 0 0 


La ultima ecuacion es 0 = 0, como era de esperarse. La sustitucion hacia atras proporciona 


3tn + 3y = 3 
u + 3v + 3w + 2y = 1 


w = 1 — y 

li — —2 — 3 v + y. 


De nuevo, hay una infinidad de soluciones: vy y son libres; u y w no lo son: 

• • H M r-31 r r 

Solucidn completa u 0 1 0 

' , x — = , + v _ + y , . (4) 

X = x p + x n w 1 0 J —l 

[yj L °J L °J ! . 

Lo anterior contiene todas las soluciones de Ax = 0, mas la nueva x p = (—2, 0, 1, 0). Es- 
ta x, es una solucidn particular de Ax — b. Los dos ultimos terminos con vy y producen 
mas soluciones (ya que cumplen Ax = 0). Toda solucidn de Ax = b es la suma de una so- 
lucidn particular, y una solucidn de Ax = 0: 


•^particular ‘ ^espacio nulo 




das las variables libres iguales a cero. Esta es la unica parte nueva, porque el espacio nu- 
lo ya estaba calculado. Cuando la ecuacion en el recuadro se multiplica por A, se obtiene 
Ax cor npieta b 0. 

Geometricamente, las soluciones llenan de nuevo una superficie bidimensional, pero 
no es un subespacio. No contiene a x = 0. Es paralelo al espacio nulo que se tenia ante- 
riormente, desplazado por una solucion particular x p , como se muestra en la figura 2.2. La 
ecuacion (4) es una forma aceptable de escribir la respuesta: 

1. Reducir Ax = b a Ux = c. 

2. Con las variables libres = 0, encontrar una solucidn particular de Ax p = by Ux p = c. 

3. Encontrar las soluciones especiales de Ax = 0 (o de Ux = 0 o de Rx — 0). Cada varia- 
ble libre, a su vez, es 1. Asl, x = x p + (cualquier combination x n de soluciones 
especiales). 

Cuando la ecuacion era Ax = 0, ;la solution particular era el vector cero! Esto se ajusta al 
patron, aunque x partlclllar = 0 no se escribio en la ecuacion (2). Ahora x p se sumo a las so- 
luciones del espacio nulo, como en la ecuacion (4). 

Pregunta; /como la forma reducida R ha ce aun mds clara esta solution? Se vera en el 
ejemplo. La ecuacion 2 se resta de la ecuacion 1, y luego la ecuacion 2 se divide entre su 
pivote. En ei miembro izquierdo, esto produce R, como antes. En el miembro derecho, es- 
tas operaciones cambian c = (1, 3, 0) a un nuevo vector d = (—2, 1, 0): 


Ecuacion reducida 
Rx = d 


La solucidn particular x p (una de muchas opciones) tiene las variables libres v = y — 0. 
Las columnas 2 y 4 pueden ignorarse. Luego, de inmediato se tiene u = —2yw= 1, exac- 
tamente como en la ecuacion (4). Los elementos de d van directamente hacia x p . jEsto 
se debe a que la matriz identidad se encuentra en las columnas pivote de Rl 

A continuation se resumira esta section, antes de presentar otro ejemplo. La elimina- 
tion revela las variables pivote y las variables libres. Si hay r pivotes, entonces hay r va- 
riables pivote, y n — r variables libres. A este numero importante r se asigna un nombre: 
se trata del rango de la matriz. 


2D Suponga que la elimination reduce Ax = b a Ux = c y Rx = d, con r renglones 
pivote, y r columnas pivote. El rango de estas matrices es r. Los ultimos m — r ren- 
glones de U y R son cero, de modo que hay una solution sdlo si los ultimos 
m — r elementos de c y d tambien son cero. 

La solucion completa es x = x p + x n . Una solucidn particular x p tiene iguales a ce- 
ro a todas las variables libres. Sus variables pivote son los primeros r elementos de 
d, por lo cual Rx p = d. 

T nniA v crvn OAmKi nat'innpc — tr cr'iltir't PCriPriH- 


Las soluciones del espacio nulo x„ son combinaciones 
les, con una variable libre igual a 1. Las variables pivc 


:e en esa 


s especia- 
especial. 


pueden encontrarse en la columna correspondiente de R (eon signo invertido). 

Ahora el lector puede ver como es crucial el rango r. Este cuenta los renglones pivote en 


n 
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Otro gjemplo desarrollado 

La representation completa utiliza elimination, y columnas pivote para encontrar el espa- 
cio columna, el espacio nulo y el rango. La matriz A de 3 por 4, tiene rango 2: 

Ixi + 2 x 2 + 3x3 + 5x4 = b\ 

Ax — b es 2xi + 4 x 2 + 8 x 3 + 12 x 4 = £>2 ( 6 ) 

3xi + 6 x 2 + 7 x 3 + 13x4 = £>3 

1. Reducir [A b] a [U c], para Uegar a un sistema triangular Ux = c. 

2. Encontrar la condicidn sobre by, b 2 , b 3 para tener una^solucion. 

3. Describir el espacio columna de A: ),Cual piano en R ? ^ 

4. Describir el espacio nulo de A: y.Cuales soluciones especiales en R • 

5. Encontrar una solucion particular de Ax = (0, 6, -6) y la solucion completa x p + x„. 

6 . Reducir [U c ] a [R d]: soluciones especiales 6eRyx p de d. 

Solucion (i Observe como el miembro derecho se incluye como una columna adicional!) 

1. Los multiplicadores en la elimination son 2 y 3 y - 1 , tomando [A b] a [U c]. 

ri 2 3 5 61] ri 2 3 5 h 1 ri 2 3 5 * 

2 4 8 12 b, 0 0 2 2 b 2 - 2b x — ► 0 0 2 2 b 2 ~ 2b x ■ 

3 6 7 13 b 3 \ [0 0 -2 -2 £>3 - 3*ij |0 0 0 0 bl + 1,2 ~ Sbl 4 

2 . La ultima ecuacion muestra la condicidn de solubilidad b 3 + b 2 ~ 5b i = Asl "’ 0 = 0. 

3. El espacio columna de A es el piano que contiene a todas las combinaciones de las co- 

lumnas pivote (1, 2, 3) y (3, 8, 7). Segunda description: El espacio columna contie- 
ne a todos los vectores con £>3 + b 2 ~ 5£>j = 0. Esto hace resoluble a Ax — b, de mo o 
que b esta en el espacio columna. Todas las columnas de A pasan esta prueba b 3 + 
b 2 — 5£>j = 0. Esta es la ecuacion del piano ( en la primera description del espacio 

columna). _ _ _ _ 

4. Las soluciones especiales en N tienen las variables libres x 2 — 1, x 4 — 0 y x 2 , 

x 4 = 1: 


Matriz del espacio nulo “2 —2 

Soluciones especiales de Ax = 0 ^ _ 1 0 

Sustitucion hacia atras en £7x = 0 0—1 

Simplemente cambia signos en Rx = 0 L ® 

5. Se elige b = (0, 6, -6), que tiene b 3 + b 2 -5b 1 = 0. La elimination lleva Ax = b a 
Ux = c = (0, 6, 0). Se sustituye hacia atras con las variables libres - 0: 

" —9 

_ 0 es libre 

Solucion particular de Ax p = (0, 6,-6) x p — 3 

0 es libre 

La solution completa de Ax = (0, 6, —6) es (esta x p ) + todas las x n ). 

6, En la R reducida, la tercera columna cambia de (3, 2, 0) a (0, 1, 0). El miembro dere- 
cho c = (0, 6, 0) se convierte en d = (—9, 3, 0). Asx, —9 y 3 van hacia x p : 


Se elige b 


[R d] 


'1 

2 

3 

5 

O' 

0 

0 

2 

2 

6 

0 

0 

0 

0 

0_ 


1 

2 

0 

2 

-9' 

0 

0 

1 

1 

3 

0 

0 

0 

0 

0 
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Esa matriz final \R d] es rref( [A £>]) = rref( [U c]). Los numeros 2 y 0 y 2 y 1 en las 
columnas libres de R tienen signo opuesto en las soluciones especiales (la matriz espacio 
nulo N).Rx = d, revela todo. 


Conjunto de problemas 2.2 

1. Construya un sistema con mas incognitas que ecuaciones, pero sin solucion. Cambie 
el miembro derecho a cero, y encuentre todas las soluciones x n . 

2. Reduzca Ay B a forma escalonada para encontrar sus rangos. ^Que variables son li- 
bres? 


"1 

2 

0 

f 

fl 

2 

3' 

0 

1 

1 

0 

B = 4 

5 

6 

1 

2 

0 

1 

7 

8 

9 


Encuentre las soluciones especiales de Ax = 0 y Bx = 0. Encuentre todas las solucio- 
nes. 

Encuentre la forma escalonada de U, las variables libres, y las soluciones especiales: 

r° 1 ° 3] m 

A 0 2 0 6’ P £>2 ’ 


Ax = b es consistente (tiene una solucion) cuando b satisface b 2 
la solucion completa en la misma forma que la ecuacion (4). 


_. Encuentre 


4. Efectue los mismos pasos que en el problema previo para encontrar la solucion com- 
pleta de Mx = b: 

"0 01 [£>,' 

1 2 , b 2 

0 0 b 3 

3 6J [ b *. 

5. Escriba las soluciones completas x = x p + x„ de estos sistemas, como en la ecuacion 
(4): 


12 2 
2 4 5 


1 2 2 
2 4 4 


Describa el conjunto de miembros derechos b obtenibles (en el espacio columna) para 


al encontrar las restricciones sobre b que hacen que la tercera ecuacion sea 0 = 0 (des- 
pues de la elimination). y,Cuffl es el rango, y una solucion particular? 

Encuentre el valor de c que hace posible resolver Ax = b, y resuelvalo: 

u + v + 2w = 2 

2« + 3v — w = 5 

3u + 4v + w = c. 
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8. iCuales deben ser las condiciones sobre 5, y (en caso de haber alguna) para que 
Ax - b tenga solucion? 

_ r „ t 


1 2 

0 

3' 

* = \ b A 

2 4 

0 

7 J 



Ax = b. . , 

9. a) Encuentre las soluciones especiales de Ux = 0. Reduzca U a R, y repita lo ante- 
rior: Tv 1 

fi 2 3 4] ' [0 

Ux= 0 0 12 x = P ■ 

Lo o o oj L°J 

t u ■ j_ /rv a a\ o (n b 0) / cuales son todas las solu- 

b) Si el miembro derecho se cambia de (0, 0, ) { , > 

clones? 

10. Encuentre un sistema Ax = b de 2 por 3 cuya solucion completa es 

’i\ rr 

x = 2 + w 3 . 

oj W 

Encuentre »„ sisrerea de 3 pot 3 con .olucionen ex,c«n=».e cu»do i>, + h » 

b 3 . . . . , 

e _ h 2 nor 2 con muchas soluciones x„, pero sm solucion x p . 

“ “^^^^OdC^^nunnV 

12. (.Cuales de las siguientes regia, ptoporcionan un, deanicidn corrects del rouge d. d? 

a) El numero de renglones diferentes de cero en R. 

b) El numero de columnas menos el numero total de reng 1 ™®. 

c) El numero de columnas menos el numero de columnas ltbres. 

d ) El ndmero de Is en R. 

13. Encuentre las formas escalonadas reducidas por rengldn R, y el rango de las stguten- 
tes matrices: 

a) La matriz de 3 por 4 de todos los ls.^ 

b) La matriz de 4 por 4 con ay = ( — 1) • 

c) La matriz de 3 por 4 con a u = (~ l) 7 - 

14. Encuentre R para cada una de las siguientes matrices (en bloque). asi como las so u- 
ciones especiales: 


'0 

0 

0 

B = [A A] 

[A Al 

0 

0 

3 

C = U o] 

2 

4 

6 




se como 

7 F] / es de r por r 

R = o Oj Fesderporn - r 

iCual es la matriz espacio nulo N que contiene las soluciones especiales? 
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16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23 . 

24 . 

25. 

26. 

27. 

28. 


Suponga que todas las r variables pivote aparecen al Ultimo. Describa los cuatro blo- 
ques en la forma escalonada reducida de m por n (el bloque B debe ser de r por r): 




4 ,Cudl es la matriz espacio nulo N de las soluciones especiales? ^Cual es su forma? 
(Problema tonto) Describa todas las matrices A t y A 2 de 2 por 3 con formas escalona- 
das por renglones R t y R 2 , tales que + R z es la forma escalonada por renglones de 
Ai + A 2 - iEs cierto que Ri = A t y R 2 = A 2 en este caso? 

Si A tiene r columnas pivote, entonces A T tiene r columnas pivote. Proporcione un 
ejemplo de 3 por 3 para el que los numeros de columna son distintos para A y A T . 

^.Cuales son las soluciones especiales de Rx = 0 y R T y = 0 para las siguientes /?? 


'1 

0 

2 

3" 

0 

1 

2 

R — 0 

1 

4 

5 

R — 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


Si el rango de A es r, entonces tiene una submatriz S de r por r que es invertible. En- 
cuentre esa submatriz 5 a partir de los renglones pivote, y las columnas pivote para ca- 


1 2 3 

1 2 4 


1 2 3 

2 4 6 


0 1 0 
A = 0 0 0 

0 0 1 


Explique por que los renglones pivote y las columnas pivote de A (no R) siempre pro- 
porcionan una submatriz invertible de A de r por r. 

Encuentre los rangos de AB y AM (matriz de rango 1 multiplicada por una matriz de 
rango 1): 



y 



1 

1.5 




Al multiplicar las matrices de rango 1 A = uv r y B = wz r se obtiene uz T multiplica- 
da por el numero . El rango de AB es 1 a menos que = 0. 

Toda columna de AB es una combinacion de las columnas de A. Asf, las dimensiones 
de los espacios columna proporcionan rango(AB) £ rango(A). Problema: Tambien 
demuestre que rango(AB) £ rango(B). 

(Importante) Suponga que A y B son matrices de n por n, y que AB - I. A partir de ran- 
go (AB) £ rango(A), demuestre que el rango de A es n. Asf, A es invertible, y B debe ser 
su inversa por ambos lados. En consecuencia, BA = I (j lo cual no es tan evidentel ). 

Si A es de 2 por 3 y C es de 3 por 2, a partir de su rango demuestre que CA =£ /. Pro- 
porcione un ejemplo en el que AC = I. Para m<n , una inversa derecha no es una in- 
versa izquierda. 

Suponga que Ay B tienen la misma forma escalonada reducida por renglones R. Ex- 
plique como cambiar de A a B, median te operaciones elementales en los renglones. 
Asf, B es igual a una matriz multiplicada por A. 

Toda matriz de m por n de rango r se reduce a ( m por r) multiplicada por (r por n ): 

A — (columnas pivote de A)(r primeros renglones de R) = (COL)(ItENGLON). 
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i . 


Escriba la matriz de 3 por 4 A, al inicio de esta seccida, como dpjoducto de la ma- 
triz de 3 por 2 a partir de las columnas pivote, y la matnz de 2 p • 


2» Suponga que A es una matriz de m por n de mngo r. Su forma escalomda tf 

eecalonadareducida por clones deR (no A ). 

30. (Recomendado) Ejecufe los seis pasos que “ J ?“«“* £ % „ f ^ 

contrai el espacio colomoa, y el espacio nolo de A y la aoluoton de 

r- _ 1 A 


31. Para cada c, encuentre R, y las soluciones especiales de Ax - 0: 


32. iCual es la matriz espacio nulo N (de soluciones especiales) para A, B, C? 

a - [/ f] y *-[i o] » c ‘ [ ' ' 

Los problemas 33 a 36 son sobre la solution de A* = b. Siga los pasos proporciona- 
dos en el texto para encontrar y Reduzca la matnz aumentada [ ]. 

33. Encuentre las soluciones completas de 

2 x+|+| = 5 y 2 6 4 8 ^ = 3- 

cumple esa condicion: 

x 4- 2y - 2z = b x 
2x + 5 y 4z = ^2 
4x 4- 9y — 8z = &3- 

35. iCuales son las conditions sobre b x , b 2 , b 3 , b, para que cada uno de los siguientes sis- 
temas sea resoluble? Despeje x : 

ri_ i 


iCuales vectores (fe„ b 2 , b 3 ) estan en el espacio columna de A? ^Cuales combinacio- 
nes de los renglones de A proporcionan cero? 


2.2 C6mo resolver Ax = 0 y M — b 
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37. ^Por que no es posible que un sistema de 1 por 3 tenga x p = (2, 4, 0) y x„ = cualquier 
multiplo de (1, 1, 1)? 

38. a) Si Ax — b tiene dos soluciones x x y x 2 , encuentre dos soluciones de Ax = 0. 

b) Luego, encuentre otra solucion de Ax = b. 

39. Explique por que las siguientes afirmaciones son falsas: 

a ) La solucion completa es cualquier combination lineal de x p y x n . 

b) Un sistema Ax = b tiene cuando mucho una solucion particular. 

c) La solucion x p con todas las variables libres iguales a cero es la solucion mas bre- 
ve (longitud minima ||jc||). (Encuentre un contraejemplo de 2 por 2). 

d) Si A es invertible, entonces no hay solucion x n en el espacio nulo. 

40. Suponga que la columna 5 de U no tiene pivote. Entonces x 5 es una variable . El 

vector cero (es) (no es) la linica solution de Ax — 0. Si Ax = b tiene una solucion, en- 
tonces tiene soluciones. 

41. Si se conocen x p (variables libres = 0) y todas las soluciones especiales de Ax = b, 
encuentre x p y todas las soluciones especiales para los siguientes sistemas: 

Ax = 2b [A A] ^ = b a M = b ' 

42. Si Ax = b tiene una infinidad de soluciones, <,por que es imposible que Ax = B (nue- 
vo miembro derecho) tenga una sola solucion? £,Es posible que Ax = B no tenga so- 
lution? 

43. Escoja el numero q de modo que (de ser posible) los rangos sean a) 1, b) 2, c) 3: 


' 6 

4 

2 

„ 3 

l 

3' 

-3 

9 

-2 

6 

-l y 

<?. 

B = 

q 

2 

q. 


44. Proporcione ejemplos de matrices A para las cuales el numero de soluciones de Ax = 
b sea 

a) 0 o 1, dependiendo de b. 

b) oo, sin importar b. 

c) 0 o oo, dependiendo de b. 

d) 1, sin importar b. 

45. Escriba todas las relaciones conocidas entre rymynsiAx = b 

a) No tiene solucion para alguna b. 

b) Tiene una infinidad de soluciones para toda b. 

c) Tiene exactamente una solution para alguna b, y ninguna solucion para otra b. 

d) Tiene exactamente una solucion para toda b. 

46. Aplique la elimination de Gauss-Jordan (el miembro derecho se convierte en una co- 
lumna extra) a Ux - 0 y Ux = c. Obtenga Rx = 0 y Rx = d: 

r r , „,.fl 2 3 01 I* r r 1 _ [1 2 3 5 

[ U °] — [o 0 4 oj y 14 C J [0 0 4 8' 

Resuelva Rx — 0 para encontrar x n (su variable libre es x 2 = 1). Resuelva Rx = d pa- 
ra encontrar x p (su variable libre es x 2 — 0). 


Capitulo 2 Espacios vectoriales 


47 Aplique eliminacion con la columna extra para obtener Rx - 0 y Rx d: 

r 1 [3 0 6 01 r 1 p ° 5 9 d l 

L = 0 0 2 0 y u C = o 0 2 4 . 

[o ° ° °J L L° 0 u J 

Resuelva Rx - 0 (viable lib* - »- .Cbfles aoa I* aotaciones de Rx - X 


5. Reduzca lo siguiente a Ux - c (eliminacion 


gaussiana), y luego a Rx — d: 


ri o 2 3 ; 2 

Ax = 1 3 2 0 5 

2 0 4 9 3 L 10 J 1 

L J X4. 

Encuentre una solucion particular x p y todas las soluciones x„ del espacio nulo. 

49. Encuentre A y B con la propiedad mencionada, o bien, explique por que no es posrble. 

a) La unica solucion de Ax = jj es x = [ t ]. 

b) La unica solucion de Bx = [°]es x = 2 j . 

50. La solucion completa de Ax = [3] es * = [ 0 ] + c [ 1 ] • Encuentre 

51. El espacio nulo de una matriz A de 3 por 4 es la recta que pasa por (2, 3. 1, 0). 

a) iCual es el range de A y la solucion completa de Ax - 0? 

b) iCual es la forma escalonada reducida exacts por renglones R de A . 

52. Reduzca las siguientes matrices AyBasus formas escalonadas ordinarias U: 

'1 2 2 4 6l [ 2 4 2 

«) A- 1 2 3 6 9 b) 8 ~ x t i' 

oolll] L° 8 S J 

Encuentre una solucion especial para cada variable libre, y describa cada solucion de 
a Reduzca las fomras escalonadas U a R. y destaque con un recuadro 
lo$ renglones pivote y las columnas pivote de la matnz identidad. 

53. iFalso o verdadero? (En caso de ser cierto, proporcione una razon, o un contraejem- 
plo si es falso.) 

a) Una matriz cuadrada no tiene variables libres. 

b) Una matriz invertible no tiene variables libres. 

c) Una matriz de m por n no tiene mas de n variables pivote. 

d) Una matriz de m por n no tiene mas de m variables pivote. 

54. ; Existe una matriz de 3 por 3 sin elementos cero para la cual U = R = 2? 

55. Escriba tantos Is como pueda en una matriz escalonada U de 4 por 7, y en una forma 

reducida R cuyas columnas pivote sean 2, 4, 5. 

56. Suponga que la column. 4 de una matriz de 3 por 5 es tod. ‘Sf > 

ciertamente una v«iable . La solucidn especial pan esta van.ble es 
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ferentes de cero). Entonces es una variable libre. Encuentre las soluciones espe- 

ciales para esa variable. 

58. La ecuacion x - 3y - z = 0 determina un piano en R 3 . iCual es la matriz A en esta 
ecuacion? ^.Cuales son las variables libres? Las soluciones especiales son (3, 1, 0) y 

. El piano paralelo x — 3y — z = 12 contiene al punto particular (12, 0, 0). Todos 

los puntos en este piano tienen la forma siguiente (escriba las primeras componentes): 




+ z 



59. Suponga que columna 1 + columna 3 + columna 5 = 0 en una matriz de 4 por 5 con 
cuatro pivotes. ^Cual columna carece seguramente de pivote? (^Y cual es la variable 
libre?) ^.Cual es la solucion especial? i,Cual es el espacio nulo? 

En los problemas 60 a 66 se solicitan matrices (de ser posible) con ciertas propiedades. 

60. Construya una matriz cuyo espacio nulo conste de todas las combinaciones de (2, 2, 
1,0) y (3, 1,0, 1). 

61. Construya una matriz cuyo espacio nulo conste de todos los multiplos de (4, 3, 2, 1). 

62. Construya una matriz cuyo espacio columna contenga a (1, 1, 5) y a (0, 3, 1), y cuyo 
espacio nulo contenga a (1, 1,2). 

63. Construya una matriz cuyo espacio columna contenga a (1, 1, 0) y a (0, 1, 1), y cuyo 
espacio nulo contenga a (1, 0, 1) y a (0, 0, 1). 

64. Construya una matriz cuyo espacio columna contenga a (1, 1, 1) y cuyo espacio nulo 
es la recta de multiplos de (1, 1, 1, 1). 

65. Construya una matriz de 2 por 2 cuyo espacio nulo sea igual a su espacio columna. 

66. i,Por que ninguna matriz de 3 por 3 tiene un espacio nulo igual a su espacio columna? 

67. La forma reducida R de una matriz de 3 por 3 con elementos elegidos aleatoriamente 

casi seguramente es . i,Cudi R es virtualmente cierta si la matriz aleatoria A es de 

4 por 3? 

68. Demuestre con un ejemplo que las tres siguientes afirmaciones suelen ser falsas: 

a) A y A t tienen el mismo espacio nulo. 

b) Ay A t tienen las mismas variables libres. 

c) Si R es la forma reducida de rref(A), entonces R T es rref(A T ). 

69. Si las soluciones especiales de Rx = 0 estan en las columnas de estas N, vuelva hacia 
atras para encontrar los renglones diferentes de cero de las matrices reducidas R: 


N = 

'2 3' 
1 0 

y N = 

"O' 

0 

y 

N = 


(matriz vaefa de 3 por 1). 


0 1 


1 



- - 
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~~ 2,3 INDEPENDENCIA LINEAL, BASE Y DIMENSION 

For si mismos, los numeros m y « proporcionan una 

dero tamano de un sistema lineal. La matnz denues.ro ejemplo terna 

tro columnas, aunque el tercet renglon era solo 

nesnues de la elimination se convirtio en un renglon cero. No afecto el prooiema n 
aeneo Ax = 0. Las cuatro columnas tambien fracasaron en cuanto a ser xndependie , y 

el espacio columna degenero en un piano bidimensional verda dero) es el range 

FI numero importante que esta comenzando a surgir (el tamano verdadero) es ei rang 
r *”*32 como el numero de pivotes en el proceso de elimmacion. De mane- 
ra equivatente^a mariz final U tiene r renglones diferentes de cero. Esta defiaaooh^ 
ra nodido proporcionarse a una computadora, aunque seria erroneo dejarla ahi, porque : el 
P see un significado simple e intuitivo: El rango cuenta el numero de renglones g - 
S ZT^es en la A. Lo ,u« se busc, son defnncio.es — - 

mas que computacionales. 

El objetivo de esta section es expltcar y usar cuatro conceptos. 

1. Independencia o dependencia lineal. 

2. Generation de un subespacio. 

3. Base de un subespacio (un conjunto de vectores). 

4. Dimension de un subespacio (un numero). 

El primer paso es definir independencia lineal. Dado un conjunto de vectores v t . • • , 
se tarsus combinnciones c.„ + c,» 2 + • • ■ + « La combinaci6nffiviaL con 
fndns los pesos c- = 0, evidentemente produce el vector cero: Otq + • • ■ + 0v k U. La 
pCiSeTsi Isu es i» dnleafonno de prod.cn cero. E„ case ftanndvo, los .ectores so. 

“ de M°c™Sl,uler Ob. combtaaeidn de los vectores se ob.ien. cero. entonce, son de- 
pendientes. 

2E Suponga que Cjtq + • • ■ + c k v k = 0 solo ocurre cuandoc! - ■ ■ • - c k ® ‘ 
tonces los vectores v x , ...,v k son Unealmente independientes. Si algunas cs son dt- 
ferentes de cero, las vs son Unealmente dependientes. Un vector es una combmacion 

de los demas. 1 "i.yf':.: : 

La dependencia lineal es facil de visualizar en el espacio tridimensional, cuandotodos 
los vectores salen del origen. Dos vectores son dependientes si estan en la misma recta. Tres 
Z, orison Zend, erne, si es.dn en el nu.nu, pd.no. Un. elcccidn de 

tores, sin ningdn accidente especial, debe producir independencia lineal (no estan en un 
piano). Cuatro vectores siempre son linealmente dependientes en K . 

Fipiroolo 1 Si v, = vector cero, entonces el conjunto es linealmente dependiente. Puede elegirse c t - 

Ejemplo 1 Si^jccto^.^ = 0; csB m combinaci6n no rtvlal que produce cero. 

Ejemplo 2 Las columnas de la matriz 

r i 3 3 2" 

A = 2 6 9 5 

-1 -3 3 OJ 

son linealmente dependientes, ya que la segunda columna es tres veces la P™aXa com- 
bination de las columnas con pesos -3, 1, 0, 0 proporciona una columna de ceros. 


glon 2 menos cinco veces el renglon 1. (Esto es lo mismo que la combination de b u b 2 , b 3 , 
que tuvo que desaparecerse en el miembro derecho para que Ax = b fuera consistente. A 
menos que b 3 —2 b 2 + 5b x = 0, la tercera ecuacion no se convierte en 0 = 0). 

Ejemplo 3 Las columnas de la siguiente matriz triangular son linealmente independientes : 


No hay ceros en la diagonal 


Se busca una combination de las columnas que produzca cero: 

"3l [4] [2] f0~ 

Se resuelve Ac — 0 c x 0 + c 2 1 + c 3 5 = 0 . 

oJ [oJ L 2 J L°- 

Hay que demostrar que c x , c^, c 3 estan obligados todos a ser cero. La ultima ecuacion 
proporciona c 3 = 0. Luego, la siguiente ecuacion proporciona c 2 = 0, y al sustituir en la 
primera ecuacion se obliga a que c x = 0. La unica combination que produce el vector 
cero es la combination trivial. El espacio nulo de A contiene solo al vector cero c x = 
c 2 - c 3 = 0. 

Las columnas de A son independientes exactamente cuando N(A) — (vector cero). 


Un razonamiento semejante es valido para los renglones de A, que tambien son inde- 
pendientes. Suponga que 


cj(3, 4, 2) + c 2 (0, 1,5)+ c 3 (0, 0, 2) = (0, 0, 0). 

A partir de las primeras componentes se encuentra que 3c x = 0 o c x =0. Luego, las segun- 
das componentes proporcionan c 2 = 0, y finalmente c 3 = 0. 

Los renglones diferentes de cero de una matriz en forma escalonada U deben ser in- 
dependientes. Ademas, si se eligen las columnas que contienen a los pivotes, tambien son 
linealmente independientes. En el ejemplo previo, con 


Dos renglones independientes 
Dos columnas independientes 


"1 3 3 2 

U = 0 0 3 1 , 

0 0 0 0 


las columnas pivote 1 y 3 son independientes. Ningun conjunto de tres columnas es inde- 
pendiente, y ciertamente tampoco ninguno de cuatro. Es cierto que las columnas 1 y 4 tam- 
bien son independientes, pero si el ultimo 1 cambia a 0, entonces serfan dependientes. For 
tanto, lo que garantiza su independencia son las columnas que contienen a los pivotes. 
A continuation se proporciona la regia general: 

2F Los r renglones diferentes de cero de una matriz escalonada U y una matriz re- 
■ ducida R son linealmente independientes. Tambien las r columnas que contienen a 
los pivotes son linealmente independientes. 

Ejemplo 4 Las columnas de la matriz identidad de n por n son independientes: 

1 0 - O' 

0 1-0 
• • • 0 ' 

0 0 0 1 
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, „ re p r esentan vectores unitarios en las direcciones coordenadas; 

Estas columnas e x , ■ ■ ■ ,e n represeuum 

en R 4 , r , r n -i 

[11 r°l ° o 

0 - 1 g 3 = ° , 64 = o • 

*t = o ■ * 2 ~ 0 ’ 3 1 ° 

o , l°j l°j L - 

La mayor parte de los conjuntos de cuatro vectores en R 4 son independientes. Estos ,s 
podrian ser el conjunto mas seguro. , 

Para comprobar la independencra de un *^SVoa de- 

escribirse en las columnas de A. ^ eS “ e 0 gi nQ hay var i a bles libres ( rango n), no 

pendientes si hay otra solucionap sQn indep Ldientes. Si el rango es menor 

ST ^able Hbre P»* « diferente de cero y las columnas 

“ importancia. O—J-yJ- ~ 

nentes, de modo que A es una matnz e m p haber n ivoteS5 ya que no hay 

siadas columnas para ser independientes. P sistema Ac = 0 con 

suficientes renglones para acomodarlos El rango es menor que 
mas incognitas que ecuaciones tiene soluciones c * 0. 


2G Un conjunto de n vectores en R" debe ser linealmente dependie 


r Hiofra 7 ada de 2C: Todo sistemaAx — 0 de m por 
El lector reconocera esto como una forma 

n tiene soluciones diferentes de cero si n > m. 


Eiewlo 5 L.S « siguientes columns « B* no pu.den ser iodependi.n.e,: 


ri 2 r 

A " [l 3 2 • 

Pa,, encontrar la aombtnador, de la, columns con 1. » obliene cero se revive 

Ac = 0: 

, [12 1 
A U ~ j_0 1 1 ‘ 


mas la tercera es igual a cero: Dependencia. 


Como generar un subespacio 


A condnuacion ,, def»W lo *» « po, el b^o do 

generen m espacio. El espacio column, de A es generado por las column 

cion produce todo el espacio. 


. , A** fyiri^s: coiiifoiiiacdoiies linesies dc w i, . • *? 

S X- el espacio. Todo vector V en V es alguna com- 

binacidn de las ws: _ , . . . x. c . w . para aleunos coeficientes c«. 

Todo v proviene de ids v — c x w x t rc t ue P ° 


2.3 Independencia lineal, base y dimension 


de incluir el vector cero, e incluso a todos los vectores. 

Ejemplo 6 Los vectores w x = (1, 0, 0), w 2 = (0, 1, 0), y w 3 = (-2, 0, 0), generan un piano (el piano 
x-y) en R 3 . Los dos primeros vectores tambidn generan este piano, mientras w x y w 3 solo 
generan una recta. 

Ejemplo 7 El espacio columna de A es exactamente el espacio generado por sus columnas. El espa- 
cio renglon es generado por los renglones. La definicion se hace para ordenar. A1 multipli- 
car A por cualquier x se obtiene una combinacion de las columnas; es un vector Ax en el 
espacio columna. 

Los vectores de coordenadas e x , . . . , e n que provienen de la matriz identidad generan 
R". Todo vector b = (b x , . . . , b n ) es una combinacion de estas columnas. En este ejemplo 
los pesos son las componentes b t mismas: b = b x e x + • ■ • + b n e n . Sin embargo, jlas co- 
lumnas de otras matrices tambien generan R"! 


Base de un espacio vectorial 

Para decidir si b es una combinacion de las columnas, se intenta resolver At = b. Para de- 
cidir si las columnas son independientes, se resuelve Ax = 0. La generacion implica al es- 
pacio columna, y la independencia implica al espacio nulo. Los vectores de coordenadas 
e x ,...,e n generan R" y son linealmente independientes. En terminos bastos, ningun vec- 
tor en ese conjunto se desperdicia. Esto conduce al concepto crucial de base. 

'• " • • , ■ • - . . '• . ..' •. ■■ ; •; 

t 


21 Una base de V es una sucesion de vectores que cumplen dos propiedades a la vez: 
i.i Los vectores son linealmente independientes (io hay. ctemasiados vectores). : 


2. Los vectores generan el espacio V (no hay 


s>. 


Esta combinacion de propiedades es absolutamente fundamental para el algebra lineal. 
Significa que todo vector en el espacio es una combinacion de los vectores de la base, ya 
que estos generan el espacio. Tambien significa que la combinacion es unica: Si v = a^ 
+ • • • + a k v k y tambien v = b x v x + ■ • • + b k v k , entonces al restar se obtiene 0 = 2(a ; - - 
bi)v t . Es ahora que entra en juego la independencia; todo coeficiente a t - b t debe ser cero. 
En consecuencia, a : = b t . Hay una y solo una forma de escribir v como una combinacion 
lineal de los vectores de la base. 

Hubiera sido mejor decir de una vez que los vectores de coordenadas e x , . . . , e n no 
son la unica base de RT Algunas cosas en algebra son unicas, pero no esta. Un espacio vec- 
torial tiene una infinidad de bases distintas. Siempre que una matriz cuadrada es inverti- 
ble, sus col umnas son independientes, de modo que son una base de R". Las dos columnas 
de la siguiente matriz no singular constituyen una base de R 2 : 


Todo vector bidimensional es una combinacion de estas columnas Qindependientes!). 
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P !onlnln R FI nlano jc-v de la figure 2.4, es justo R 2 . El vector v x en si es linealmente independiente, 

Ejempla B El piano*? de la hgur ^ ^ ^ vectores ^ ^ „ 3 ciertamente generan R~, perc , no son 

independientes Dos vectores cualesquiera de esos, por ejemplo v x y v 2 , tienen ambas pro 
pSfg"™ e! espacio y son Wependien.s. Ast, consnmye. »»• base. Observe de 

nuevo que un espacio vectorial no tiene una base unica. 

V 


X 


Figisra 2,4 Conjunto generador v u v 2 , v 3 . Bases v„ v z y v u v 3 y v 2 , v 3 . 

Ejemplo 9 Las cuatro siguientes columnas generan el espacio columna U, pero no son independien 
tes: 

"1 3 3 2' 

Matriz escalonada U — 0 0 3 1 . 

0 0 0 0 

Hay muchas posibilidades para la base, pero se propone una option espedfica: Las colum- 
nas que contienen pivotes (en este caso la primera y la tercera, que corresponden a ^varia- 
bles basicas) constituyen una base de espacio columna. Estas columnas son “^dientes 
V es facil ver que generan el espacio. De hecho, el espacio columna de t/ es justo el piano 
x . y dentro de R 3 . C(U) no es lo mismo que el espacio columna C(A) antes de la elnmnacion, 
sin embargo, el numero de columnas independientes no cambia. 

En resumen: Las columnas de cualquier matriz generan su espacio columna. Si son 
independientes, constituyen una base del espacio columna, sin importar que a mamz sea 
cuadrada o rectangular. Si se pide que las columnas sean una base para todo el espacio , 
entonces la matriz debe ser cuadrada e invertible. 



Dimension de un espacio vectorial 

Un espacio tiene una infinidad de bases distintas, aunque todas estas opciones tienen algo 
en comun. El numero de vectores de la base es una propiedad del espacio en si: 

2J Dos bases cualesquiera de un espacio vectorial V contienen el mismo numero de 
vectores. Este numero que es compartido por todas las bases y expresa el numero 
de “grades de libertad” del espacio, es la dimension de V. 

Hay que demostrar este hecho: Todas las bases posibles contienen el mismo nume- 
ro de vectores. El piano x-y en la figura 2.4 tiene dos vectores en cada base; su dimension 

es 2. 
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. . ■ , 2.3 independencia lineal, base y dimension 

; DZL OaUGUAV 

r -~ ‘ - •. ...a- , a i?;r, 

En tres diixiensiones se requieren tres vectores, ya sea a lo largo de los ejes x-y-z 6 en otras 
tres direcciones (j linealmente independientes!) La dimension del espacio R" es n. La di- 
mension del espacio columna de U en el ejemplo 9 era 2; era un “subespacio bidimensio- 
nal de R 3 .” La matriz cero es mas bien excepcional, ya que su espacio columna contiene 
solo al vector cero. Por convencionalismo, el conjunto vaefo es una base de ese espacio, y 
su dimension es cero. 

A continuation se presen ta el primer gran teorema en algebra lineal: 

V 2K Si v l , ..., v m y w lr , w n son dos bases del mismo espacio vectorial, enton- 
ces m = n. El numero de vectores es el mismo, 

Demostracion Suponga que hay mas ins que vs ( n > m). Se llegara a una contradiction. 
Debido a que las vs constituyen una base, deben generar el espacio. Toda Wj puede escri- 
birse como una combinacion de las vs: si iiq = a n v t , + • ■ • + a ml v m , esta es la primera 
columna de una multiplication de matrices VA: 

an 

a ml 

No se conoce cada ay, pero si la forma de A (es de m por n). El segundo vector w 2 tambien 
es una combinacion de las vs. Los coeficientes de esa combinacion llenan la segunda co- 
lumna de A. La clave es que A tiene un renglon para cada v y una columna para cada w. A 
es una matriz corta pero ancha, ya que n > m. Hay una solucion diferente de cero para 
Ax = 0. Asf, VAx — 0, que es Wx — 0. j Una combinacion de las ws da cerol Las ins po- 
drfan no ser una base, de modo que no es posible que n > m. 

Si m> n, se intercambian las ns y las ins y se repiten los mismos pasos. La unica for- 
ma de evitar una contradiction es si m = n. Asf se termina la demostracion de que m — n. 
Repitiendo: La dimension de un espacio es el numero de vectores que hay en cada base. ■ 

Esta demostracibn se uso antes para demostrar que todo conjunto de m + 1 vectores 
en R™ debe ser dependiente. Las ns y las ins no necesitan ser vectores columna: la demos- 
tracion fue toda concemiente a la matriz A de coeficientes. De hecho, puede verse este re- 
sultado general: En un subespacio de dimension k, ningun conjunto de mas de k vectores 
puede ser independiente, y ningun conjunto con menos de k vectores puede generar el es- 
pacio. 

Hay otros teoremas “duales”, de los cuales solo se menciona uno. Puede empezarse con 
un conjunto de vectores que sea demasiado pequeno o demasiado grande, y terminar con la 
base siguiente: 

. 21 Cualquier conjunto linealmente independiente en ¥ puede extenderse a una ba- 
se, sumando mas vectores si es necesario. 

Cualquier conjunto generado en V puede reducirse a una base, eliminando vecto- 
res si es necesario. 

La cuestion es que una base es un conjunto independiente maximal. No puede hacerse 
mas grande sin perder independencia. Una base tambien es un conjunto independiente mi- 
nimal. No es posible hacerlo mas pequeno y seguir generando el espacio. 

El lector debe observar que el termino “dimensional” se utiliza en dos sentidos diferen- 
tes. Se habla sobre un vector tetradimensional, haciendo referenda a un vector que esta en 
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R 4 . Ahora »e ha „„ L'aSSJ 

vectores que «fe en R« c«y» component (0 , 5 , 1 , 3. 4, 0). 

M ^acio c— .» »»= « *»> « ™ 
® TZ da.riz, como s. <fa»o*nrf a. «g««nt« *cc,o». 

Coniunto ds problemas 2.3 

Los problemas 1 a 10 son sobre independencia, y dependencia lineal. 

1 , Demestre que tq, t* v 3 son independientes pero que v„ v 2 , v* u 4 son depen lentes. 

’ll [1] fll _ [ 2 

--[X "-[oJ w ‘i'J ” 4= w' 

Resuelva cqiq + • • • + = 0 0 bien Ac = °' LaS VS ^ ^ ^ COlUmn 

2. Encuentre =1 mayo, num.ro po.ibl. de vectores independientes e„„ los s,ga,»«s ; 

r n T il f 01 f 01 r 0 1 


Este numero es la del espacio generado por las us. 

A A - n n hien f = 0 (3 casos), entonces las columnas de U son 
Demuestre que si a = 0. d - 0 o bien/ u ip 

dependientes: _ -i 


U = 0 d e . 

i Si a d,U n el problema 3 son todos distintos de cero, demuestre que la unica solucion 
de ij x = 0 es x = 0. Asi, las columnas de U son independientes. 

5. Decida la dependencia o independencia de 

a) Los vectores (1, 3, 2), (2, L 3), y (3, 2, 1). 

b) Los vectores (1,-3, 2), (2, 1, -3), y (-3, 2, 1). 

■ j j. rr r neeo eliia otras dos. Haga lo mismo pa- 

6. Escoja tres columnas independientes de U. Luego euja o 

ra A /Encontro bases para estos espacios. 

r 2 3 4 ll [2 3 4 1 

v- » X o j » A -[°o Hi 

las us que de cero. 

8 Si w, w 2 iu 3 son vectores independientes, demuestre que las sumas tq = w 2 + w* 
8. Si yy ^ Wi + W2 son independientes. (Escnba cqxq + c 2 u 2 + c 3 u 3 

O^en terminos de las ins. Encuentre, y resuelva ecuaciones para las cs.) 


- 
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9. Suponga que iq, u 2 , u 3 y u 4 son vectores en R 3 . 

a) Estos cuatro vectores son dependientes porque . 

b) Los dos vectores tq y v 2 son dependientes porque _. 

c ) Los vectores iq y (0, 0, 0) son dependientes porque . 

10. Encuentre dos vectores independientes en el piano x + 2y — 3z — t = 0 en R 4 . Lue- 
go encuentre tres vectores independientes. y,Por que no cuatro? /De cudl matriz es es- 
te el espacio nulo? 

Los problemas 11 a 18 son sobre el espacio generado por un conjunto de vectores. 
Considere todas las combinaciones lineales de los vectores. 

11. Describa el subespacio de R 3 (/es una recta, un piano o R 3 ?) generado por 

a) Los vectores (1, 1, — 1) y (— 1, —1, 1). 

b) Los vectores (0, 1, 1) y (1, 1, 0) y (0, 0, 0). 

c) Las columnas de una matriz escalonada de 3 por 5 con 2 pivotes. 

d) Todos los vectores con componentes positivas. 

12. El vector b esta en el subespacio generado por las columnas de A cuando hay una so- 
lucion de . El vector c esta en el espacio renglon de A cuando hay una solucion 

de . iFalso o verdadero ?: Si el vector cero esta en el espacio renglon, los renglo- 

nes son dependientes. 

13. Encuentre las dimensiones de 

a) El espacio columna de A, 

b) El espacio columna de U, 

c) El espacio renglon de A, 

d) El espacio renglon de U. 

/Cuales de estos dos espacios son iguales? 


'1 

1 

O' 

'i 

l 

O' 

1 

3 

i y 

u = 0 

2 

1 

3 

1 

-l 

0 

0 

0 


14. Escoja x = (x u x 2 , x 3 , x 4 ) en R 4 . Tiene 24 reordenamientos como (x 2 , x u x 3 , x 4 ) y (x 4 , 
x 3 , Xj, x 2 ). Estos 24 vectores, incluyendo x mismo, generan un subespacio S. Encuen- 
tre vectores especfficos x de modo que la dimension de S sea: a) 0, b) 1, c) 3, d) 4. 

15. v + w y v — w son combinaciones de v y w. Escriba vy w como combinaciones de 

v + w y v — w. Los dos pares de vectores el mismo espacio. /Cuando constitu- 

yen una base para el mismo espacio? 

16. Establezca si los siguientes vectores son o no linealmente independientes, resolvien- 
do cqiq + c 2 v 2 + c 3 d 3 + c 4 v 4 = 0: 

ti f 1 ! r °1 r°‘ 

10 0 1 
Ul = q , «2 = j . Vi — j , V 4 = Q . 

oj [oJ L 1 ] L 1 - 

Tambien decida si generan R 4 , intentando resolver c [iq + - • • + c 4 v 4 = (0, 0, 0, 1). 

17. Suponga que los vectores cuya independencia habra de comprobarse se escriben en los 
renglones, en vez de en las columnas de A. ^Como decide el proceso de eliminacion 
de A a U si los vectores son o no independientes? 
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18- Paradecidirsi.es.ene^sp^^^^^^— - 

tores w son las columnas de A, e rntente resoiver a* 6 
n] w = n 1 0), w 2 = (2, 2, 1), w 3 = (0, 0, 2), b = (3, 4, 5)? 

% w \ = ( d; 2 ; 0), 4 = (2, 5, 0), tn 3 = (0, 0 , 2), u, 4 = (O, 0 , O), y cualqmer bl 

Los problemas 19 a 37 son sobre los mquerimientos para nna base. 

. - ^"^nf,rvSrio^“ 

Estos vectores son una para ese ji 

de~cualquier matriz de m por n, entonces me s que n. 

20. Encuentre una base para cada uno de los siguientes subespacios de R 4 : 

a) Todos los vectores cuyas componentes son iguales. 

b) Todos los vectores tales que la suma de sus componentes es cero. 

c) Todos los vectores perpendiculares a (1, 1, 0, 0) y (1, 0, 1, IX r, 0 , 0 n 

d) El espacio columna (en R 2 ) y el espacio nulo (en R ) de U - [„ l o i oj • 

21. Encuentre tres bases distintas para el espacio columna de la matriz U anterior. Luego 
encuentre dos bases distintas para el espacio renglon de U. 

22. Suponga que iq, v 2 , . . . , v 6 son seis vectores en R 4 . 

a) Estos vectores (generan)(no generan)(podrian. generar) R . 

b) Estos vectores (son)(no son)(podrian ser) linealmente independientes. 

c) Cuatro cualesquiera de esos vectores (son)(no son)( P odrian ser) una base de R . 

d) Si esos vectores son las columnas de A, entonces Ax - b (tiene)(no tiene po 
tener) una solucion. 

,, T „ columnas de A son n vectores de R m Si son linealmente independientes, fcual es 
' el range de A? Si generan R"\ pcual es el rango? Si son una base de R , entonces 6 qu 

ocurre? 

24 Encuentre una base del piano x - 2y + 3z = 0 en R 3 - Luego encuentre una base : pa- 
' fa la interseccion de ese piano con el piano xy. Luego encuentre una base de todos 
vectores perpendiculares al piano. 

25. Suponga que las columnas de una matriz invertible A de 5 por 5 son una base de R 3 . 

d) La ecuacidn Ax = 0 s61o tiene la solucion x = 0 porque , 

b) Si b esta en R s , entonces Ax = b es resoluble porque . 

Conclusion: A es invertible. Su rango es 5. 

26. Suponga que S es un subespacio pentadimensional de R s , iFalso o verdadero? 

a) Toda base de S puede extenderse a una base de R 6 sumando un vector mas. 

b) Toda base de R 6 puede reducirse a una base de S quitando un vector. 

27. U se obtuvo a partir de A restando el renglon 1 del renglon 3: 

r- . _ 1 


ri 

3 

21 

r i 

3 

2' 

o 

II 

1 

1 

y U = o 

1 

1 

i 

3 

2 

L° 

0 

_ J _ 


Encuentre bases de los dosespacios columna. Encuentre bases de los dos espacios ren- 
glon. Encuentre bases de los dos espacios nulos. 
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28. y,Falso o verdadero? (proporcione una razon aceptable). 

d) Si las columnas de una matriz son dependientes, tambien lo son los renglones. 

b) El espacio columna de una matriz de 2 por 2 es el mismo que su espacio renglon. 

c) El espacio columna de una matriz de 2 por 2 tiene la misma dimension que su es- 
pacio renglon. 

d) Las columnas de una matriz son una base para el espacio columna. 

29. i,Para cuales numeros cy del rango de las siguientes matrices es 2? 


'1 

2 

5 

0 

5 1 Tc d\ 

0 

0 

c 

2 

2 y 8 = 

0 

0 

0 

d 

2 J t- - 1 


30. Localice los pivotes, para encontrar una base del espacio columna de 

'0 5 4 3' 

0 0 2 1 

U 0 0 0 0 ’ 

0 0 0 0 _ 

Exprese cada columna que no esta en la base como una combinacion de las columnas 
de la base. Tambien encuentre una matriz A con esta forma escalonada U, pero cuyo 
espacio columna sea diferente. 

31. Encuentre un contraejemplo de la siguiente afirmacion: Si iq, v 2 , v 3 , v 4 es una base 
del espacio vectorial R 4 , y si W es un subespacio, entonces algun subconjunto de las 
vs es una base de W. 

32. Encuentre las dimensiones de los siguientes espacios vectoriales: 

a) El espacio de todos los vectores en R 4 tales que la suma de sus componentes es cero. 

b) El espacio nulo de la matriz identidad de 4 por 4. 

c) El espacio de todas las matrices de 4 por 4. 

33. Suponga que se sabe que la dimension de V es k. Demuestre que 

a) cualesquiera k vectores independientes en V son una base; 

b ) cualesquiera k vectores que generan V son una base. 

En otras palabras, si se sabe que el numero de vectores es correcto, entonces una de las 
dos propiedades de una base implica a la segunda. 

34. Demuestre que si Y y W son subespacios vectoriales tridimensionales de R 5 , entonces 
Y y W deben tener en comun un vector diferente de cero. Sugerencia: Empiece con ba- 
ses de los dos subespacios, formando seis vectores en total. 

35. iFalso o verdadero ? 

a) Si las columnas de A son linealmente independientes, entonces Ax — b tiene exac- 
tamente una solucion para toda b. 

b) Una matriz de 5 por 7 nunca tiene columnas linealmente independientes. 

36. Si A es una matriz de 64 por 17 con rango 11, i,cuantos vectores independientes cum- 
plen Ax = 0? ^cuantos vectores independientes cumplen A T y = 0? 

37. Encuentre una base de cada uno de los siguientes subespacios de matrices de 3 por 3: 

a) Todas las matrices diagonales. 

b ) Todas las matrices simetricas (A T = A). 

c) Todas las matrices sesgadas simdtricas (A T = —A). 



_ . j AC ir|c 46 vectores ?? sob suiicioiics. 

Los problemas 38 a 42 son sobre espacios en los que los 

38. a) Encuentre todas las funciones que cumpten g- = 0. 

b) Encuentre una funcion particular que cumpla % = 3. 

c) Encuentre todas las funciones que cumplen — 3. 

tt contiene todas las combinaciones y(x) = A cos x + B cos 2x -r 
C cos 3x. Encuentre una base del subespacto que cump y( ) 

40. Encuentre n„. bane par. el eap.cio de las funciones ,»e cumpien to sigoiente: 

«) ^- 22 = 0 . 
dx 

* X r \ v (r) V (x) son tres funciones distintas de x. El espacto vectonal 
"• diiston 1, 2 , 3. Proporcione «n ejenrpto de *. 2a 0 ™ 

muestre cada posibilidad. 

42. Encuentre una base para el espacio de los poUnotnios p(x) de grade . 3. Encuentre 
una base para el subespacio de p(l) 0. 

43 . lEscriba la matriz identidad de 3 por 3 como una combm^idn 
trices permutation! Luego demuestre 

pendientes. (Su p o ngaqueunacom m PP permutaciones son una base del su- 

JSSSSS “ ?«£ A- 2 — =. ^ 

44. Repaso: ^En cuales de los siguientes incisos se muestran bases de R ? 

a) (1,2,0) y (0, 1, “D- 

b) (1, 1,-D, (2, 3, 4), ( 4 , 1,-1). (0,1. D- 

c) (1, 2, 2),( — 1, 2, 1),(0, 8, 0). 

d) (1, 2, 2),( — 1, 2, 1),(0, 8, 6). 

luble cuando [A b] cs singular. __ 

2 4 LOS CUATR0 SUBESPACIOS FUNDAMENTALES 

SESH sS5Sts=.'.-- 

-HE 

sistematico. 
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1 


El lector puede adivinar cual debe ser el procedimiento. Cuando la eliminacidn sobre 
A produce una matriz escalonada U o una reducida R, para cada uno de los subespacios aso- 
ciados con A se encuentra una base. Luego tiene que considerarse el caso extreme de ran- 
ge total: 


Cuando el rango es lo mas grande posible, r — n or = m o r = m = n, la matriz tie- 
ne una in versa izquferda B, o una in versa derecha C o una A ~ 1 por ambos lados. 

Con la ftnalidad de organizar todo el analisis, cada uno de los cuatro subespacios se abor- 
dara a su vez. Dos de ellos son conocidos y dos son nuevos. 

1. El espacio columna de A se denota por C(A). Su dimension es el rango r. 

2. El espacio nulo de A se denota por N{A). Su dimension es n — r. 

3. El espacio renglon de A es el espacio columna de A T . Es C(A T ), y es generado por los 
renglones de A. Su dimension tambien es r. 

4. El espacio nulo izquierdo de A es el espacio nulo de A T . Contiene a todos los vecto- 

res y, tales que A T y = 0, y se escribe N(A T ). Su dimensidn es . 

La cuestion sobre los dos ultimos subespacios es que provienen de A T . Si A es una ma- 
triz de m por n, es posible ver cuales espacios “huespedes” contienen a los cuatro subespa- 
cios, al observar el numero de componentes: 

El espacio nulo N(A) y el espacio renglon C(A T ) son subespacios de R". 

El espacio nulo izquierdo A r (A T ) y el espacio columna C(A) son subespacios de R™. 

Los renglones tienen n componentes y las columnas tienen m. Para una matriz sencilla 


A — U — R — 


1 0 0 
0 0 0 ’ 


el espacio columna es la recta que pasa por [ ‘ ] . El espacio renglon es la recta que pasa por 
[10 Of. Esta en R 3 . El espacio nulo es un piano en R 3 y el espacio nulo izquierdo es una 
recta en R 2 : 

’°1 PI roi 

N(A) contiene 1 y 0 , (V(A T ) contiene 

Oj |_iJ 

Observe que todos los vectores son vectores columna. Incluso los renglones estan traspues- 
tos, y el espacio renglon de A es el espacio columna de A T . Nuestro problema es relacionar 
los cuatro espacios para U (despuds de la elimination) con los cuatro espacios para A: 


Ejemplo 

basico 


proviene de 


Como novedad, los cuatro espacios se consideraran en un orden mas interesante. 

3. El espacio renglon de A Para cada matriz escalonada como U, el espacio renglon es evi- 
dente. Contiene a todas las combinaciones de los renglones, como ocuixe con cualquier es- 
pacio renglon, aunque aquf el tercer renglon no contribuye a nada. Los dos primeros 
renglones son una base del espacio renglon. Una regia semejante es vdlida para toda ma- 
triz escalonada U o R, con r pivotes y r renglones diferentes de cero: los renglones dife- 
rentes de cero son una base, y la dimensidn del espacio renglon es r. Esto facilita tratar 
con la matriz original A. 
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2M El espacio renglon de A tiene la misma dimension r que e ^ 

U, y tiene las mismas bases, porque los espacios renglon de Ay U (y R) son igu - • 

T a ra 7 on es aue cada operacion elemental deja sin cambio el espacio renglon. Los renglo- 
nes ^ 1/ son combinaciones de los renglones originates en A. En consecuencia, el espacio 
renglon de U no contiene nada nuevo. A1 mismo tiempo, debidc > a que cada paso puede m- 
vertirse nada se pierde; los renglones de A pueden recuperarse de U. Es cierto que ; los 
glones de A y V son distintos, pero las combinaciones de los renglones son identic . 

‘^bsTetue no se empezo con los « renglones de A, que generan elespetcio , mnglon, 
v one se eliminan m-r de ellos para tenmnar con una base. Segun 2L, hubiera pod! 
cerseloaSor. Sin embargo, podrfa ser dificil decidir 

les eliminar, por lo qne fue mas facil considerar los renglones de U diferentes de cero. 

7 El espacio nulo de A La eliminacion simplifica un sistema de ecuaciones lineales 
In dones. El siste„ A, - 0 sn reduce rd sis*™ U, - ». y «« P-oc«» 

es reversible El espacio nulo de A es el mismo que el espacio nulo de U y R. S 
SrTcTSL A,- b SOU ludependieu.es. A1 elegi, to „ - r “solucoues espec.des 
de Ax = 0 se obtiene una base defmida para el espacio nulo. 

2N La dimension del espacio nulo N(A } esn-r. Las “soluciones espeq Jes’j soa 
una base- a cada variable libre se asigna el valor 1, mientras las otras variables lib . 
son 0. Asf, Ax = 0 oUx = 0oRx = 0 proporcionan las vanables pivote por sustitu- 

cion hacia atras. 

Esta es exactamente la forma en que se ha vemdo resolviendo Ux - 0. gon^las 

anterior tiene pivotes en las columnas 1 y 3. En consecuencia, sus vanables libres 
columnas segunda y cuarta, v y y. La base del espacio nulo es 

’— 3*1 

v = 1 _ 1 . v =° ^ = 

Soluciones especiales x i ~ o’ v = i 

y = u y 1 

_ 0 

Cualquier combinacidn c* + Oj tiene a c en su componeme v, y^n su componen- 

te y. La unica forma en que c l x l + c 2 x 2 - 0 es que c, c 2 , 

tores son independientes. Tambien generan el espacio nulo; la solucion completa 

,, r Acf i os n - r = 4 - 2 vectores son una base. 

2 ' El espacio nulo tambien se denomina kernel de A, y su dimension n re s la nuhdad. 

1 El espacio eolumna de A El espacio columna a veces se denomma rango^Esto es 
consistent con la idea de costumbre que se tiene respecto del contradommio como el co 
junto de todos los valores posibles/(x); x estd en el doimnio y/W esta en el contrado 
nio En nuestro caso, la funcidn es fix) = Ax. Su domimo consta de todas »enR su 
contradominio consta de todos los vectores posibles Ax, que es el espacio columna. (E 

edicion previa a esta se denomino R(A). . ft v a Estos es- 

E1 problema consiste en encontrar base para los espacios columna y • 
nacios son distintos (ssimplemente observe las matrices!) aunque su dimension es hms 

bi columnas primera y tercera de U son una base de su espacio columna. Se trata 
de let columnas que condemn a los pivotes. Cualquier otra columna es una combinacion de 
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estas dos. Ademas, lo mismo es cierto para la A original; aun cuando sus columnas son di- 
ferentes. Las columnas pivote de A son una base de su espacio columna. La segunda co- 
lumna es tres veces la primera, justo como en U. La cuarta columna es igual a (columna 3) 
— (columna 1). El mismo espacio nulo indica estas dependencias. 

Lo anterior se debe a que Ax — 0 exactamente cuando Ux = 0. Los dos sistemas son 
equivalentes y tienen las mismas soluciones. La cuarta columna de U tambidn era (colum- 
na 3) — (columna 1). Toda dependencia lineal Ax = 0 entre las columnas de A es compen- 
sada por una dependencia Ux — 0 entre las columnas de U, con exactamente los mismos 
coeficientes. Si un conjunto de columnas de A es independiente, entonces tambien lo son 
las columnas correspondientes de U, y viceversa. 

Con la flnalidad de encontrar una base del espacio columna C(A), se usa lo que ya se 
ha hecho para U. Las r columnas que contienen a los pivotes son una base del espacio co- 
lumna de U. Estas mismas r columnas se elegiran en A; 


20 , La dimension del espacio columna C(A) es igual. al rang© r, que. tarn 
a la dimension (del espacio renglon; El numero de columnas independie 
al numero de renglones independientes. Una base para C(A) se forma 
Iwiraas en A que corresponded en U, a las columnas que contienen a los 




jEl espacio renglon y el espacio columna tienen la misma dimension r! Este es uno de 
los teoremas mas importantes en algebra lineal. A menudo se abrevia como rango de los 
renglones — rango de las columnas ”, Expresa un resultado que, para una matriz aleatoria 
de 10 por 12 no es para nada evidente. Tambien dice algo sobre las matrices cuadradas: Si 
los renglones de una matriz cuadrada son linealmente independientes, entonces tambien lo 
son las columnas (y viceversa). De nuevo, esto no parece autoevidente (por lo menos, no 
para el autor). 

Para ver otra vez que la dimension del espacio columna y del espacio renglon de U es 
r, considere una situacion tfpica con rango r = 3. La matriz escalonada U ciertamente tie- 
ne tres renglones independientes: 


r d t 

* 

* 

0 

0 

°L 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


* 

* 

* 

]d 2 

* 

* 

0 

0 

d 3 

0 

0 

0 _ 


Se afirma que U tambien tiene tres columnas independientes y no mas que tres. Estas colum- 
nas solo tienen tres componentes diferentes de cero. Si puede demostrarse que las columnas 
pivote: la primera, la cuarta, y la sexta, son linealmente independientes, entonces debe haber 
una base Qpara el espacio columna de U, no el de A!) Suponga que una combinacion de es- 
tas columnas pivote produjo cero: 


Trabajando hacia arriba como de costumbre, c 3 debe ser cero porque el pivote d 3 4= 0; asf, 
c 2 debe ser cero porque el pivote d 2 A 0; y fmalmente c t = 0. Con esto se establece la in- 
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El espacio columna y el espacio renglon se vuelven evidentes despuds de la eta™a- 
cidn sobre A. A continuation se abordarti el cuarto subespacio fundamental, 
tenido silenciosameute fuerade la vista. Debido a que los tres ^ 

N(A ) v C (A r ) el cuarto espacio debe set 2V(A T ). Es el espacio nulo de la traspuesta, o et es 
e A.V, - 0 significa ,«e /A - 0. , 1 vector apatece » e, «e»- 

bro izquierdo de A. 

4. El espacio nulo izquierdo de A (= espaci. nulo de A T ) Si A » tm ten* de «. te 
„ entonces A T es de n por m. Su espacio nulo es un subespacio de R , el vector y tiene m 
sT« escribe como /A - 0. contponeo.es mu.tipltcan K» de 

A para producir el renglon cero: 


La dimension de este espacio nulo N(A r ) es «cil de encontrar. Para cualquier matriz, 
el numero de variables pivote mas el numero de variables libres debe corresponder a nu- 
l Para A, era r + (n — r) = n. En otras palate, el tango te l» 

nulidades igual a n: 

dimension de C(A) + dimension de N(A) = numero de columnas. 

Esta ley se aplica igualmente a A T , que tiene m columnas. A T es tan buena matriz como A. 
Pero la dimension de su espacio columna tambien es r, de modo que 

r + dimension (iV( A T )) = m. W 

2P La dimensidn del espacio nulo izquierdo N(A ) es m r. 

Las m — r soluciones de /A = 0 se esconden en alguna parte durante laetennaciom 
Los renglones de A se combinan para producir los m - r renglones cero de U. Se empieza 
con PA =TJ o con L~'PA= U. Los ultimos » - r renglones de la matnz invertible L P 
deben ser una base de las ys en el espacio nulo izquierdo, ya que multiplican a A para pro 

^^End^jemplo de™ por 4, el renglon cero era el renglon 3 - 2(rengl6n 2) + 5(renglon 
1) En consicuencia, las componentes dey son 5, -2, 1. Estaes la misma combination que 
en TH 2b 2 + 56, en el miembro derecho, lo cual lleva .0-0 como la ecuaci6n = final. 
Ese vector y es una base para el espacio nulo izquierdo, cuya dimension es m r 
2 = 1 Es el ultimo renglon de L~'P, y produce el renglon cero en U, y a menudo puede 
verse sin necesidad de calcular L~\ Cuando se esta desesperado, siempre es posible resol- 

^ Te" t^que hasta el momento, en este libro, no se ha proporcionado ningu- 
na razdn pL tener cuidado sobre iV(A T ). Es coxrecto pero no convincente si en cursivas se 
escribe q^e el espacio nulo izquierdo siempre es importante. En la siguiente ^™ se n 
jora el tema de encontrar un significado fisico para y, a partir de la ley de la comente de 

^AtSa ya se conocen las dimensiones de los cuatro espacios. Pueden resumirse en una 
tabla, y aun asf falta mucho para poder indicarias como el 


iTeorema fundamental .del agebra lineal, parte 1 

1. C(A) = espacio columna de A; dimension r. 

2. N(A) — espacio nulo de A; dimension n — r. 


Ejemplo 1 A 

1 . 
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2 Q EXISTENCIA: Rango renglon total r — m. Ax b tien &por lo menos 

SJSxpSL C Si y -I,. Silas colua-as ge*™ R" Asi. A iie.e ,»,er- 
rq rlprprhr* C tal aue AC = l m (de m por m). Esto s61o es posible si m — n. 
UNICIDAD: Rango columna total r = n. Ax = b tiene cuando mucho una so- 
toda * si y solo si las columnas son linealmente ^ 

ces A tiene una inversa izquierda B de n por m tal que BA - /„. Esto solo es posible 


En el caso de existencia, una solucion posible es x Cb, ya que entonce 
ACb = b. Sin embargo, hay otras soluciones si hay otras inversas derechas. El numero de 

soluciones cuando las columnas generan R" 1 es l o oo. __ = = Bb Per o 

En el caso de unicidad, si hay una solucion de Ax - b, debe 
ouede no haber solucion. El numero de soluciones es 0 o 1. 

Hay formulas sencillas para encontrar las mejores inversas izquierda y derecha, 

so de existir: 


Inversas por un lado 


' y C = A t (AA t )‘ 


Ejemplo 2 


Tiertamente BA = / y AC = /. Lo que no es tan cierto es que A T A y AA T son realmente m- 
vertibles En ef capimlo 3 se demostrara que A T A tiene inversa si el rango es », y AA oe- 
ne^nvers^cuMido^ el rango es Ast las formulas tienen sentido exactamente cuando el 
rango es lo mds grande posible, y se encuentran las inversas por un lado. 

Considere una matriz sencilla de 2 por 3 con rango 2: 

_ [4 0 °' 

A ~ [o 5 O' 

Debido a que r = m = 2, el teorema garantiza una inversa derecha C: 


C 31 C32 


5 


1 0 
0 1 ' 


Hav muchas inversas derechas porque el ultimo renglon de C es completamente arbitrano. 
Este es TcZ de existencia pero no de unicidad. La matriz A no tiene inversa ^quierda 
1. liltima columna do BA es c.ertmn.nt. cnco. La inve.sa fe«ch» csp.c.fica C - 
A t (AA t ) 1 elige que c 3l y c 32 sean cero. 


La mejor inversa derecha A T (AA T ) 


Esta es la seudoinversa: una forma de escoger la mejor C en la seccidn 6.3. La traspuesta 
de A, lleva a un ejemplo de una infinidad de inversas izquierdas: 

T [I 0 b n ] [4 01 , 0 -j 

0 i *23 0 0 *- 


Ahora, la que es completamente arbitraria es la ultima columna de B. La me j° r i ^' 

quierda (tambien la seudoinversa) tiene b l3 = b 23 = 0. Este es un “caso de unicidad , cuan- 
do el rango es r = n. 
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No hay variables libres, ya que n — r = 0. Si existe una solucion, es unica. El lector pue- 
de ver cuando este ejemplo tiene una solucion o no tiene solucion. 


4 

0 


0 


0 

5 


0 




es resoluble exactamente cuando b 3 = 0. 


Una matriz rectangular no puede tener tanto existencia como unicidad. Si m es diferente de 
n, entonces no puede cumplirse r = my r = n. 

Una matriz cuadrada constituye el caso opuesto. Si m = n, no puede cumplirse una pro- 
piedad sin la otra. Una matriz cuadrada tiene una inversa izquierda si y s61o si tiene una 
inversa derecha. Solo hay una inversa; a saber, B = C = A -1 . Cuando la matriz es cuadra- 
da, la existencia implica la unicidad y la unicidad implica la existencia. La condicion para 
invertibilidad es el rango total: r = m = n. Cada una de las siguientes condiciones es una 
prueba necesaria y suficiente: 


1. Las columnas generan R", de modo que Ax = b tiene por lo menos una solucion para 
toda b. 

2. Las columnas son independientes, de modo que Ax = 0 solo tiene la solucion x = 0. 

Esta lista puede hacerse mucho mas grande, especialmente si se piensa en los capftulos ul- 
teriores. Cada condicion es equivalente a cualquier otra, lo cual asegura que A es invertible. 


3. Los renglones de A generan R". 

4. Los renglones son linealmente independientes. 

5. Es posible completar la eliminacion: PA — LDU, con todos los n pivotes. 

6. El determinante de A es diferente de cero. 

7. El cero no es un valor caracterfstico de A. 

8. A t A es positiva definida. 


A continuacion se presenta una aplicacion tipica a polinomios P(t) de grado n — 1 . El 
unico de estos polinomios que se hace cero en t r„ es Pit) = 0. Ningun otro polino- 
mio de grado n — 1 puede tener n ratces. Esto es unicidad, e implica existencia: Dados va- 
lores cualesquiera b u . . . , b„, existe un polinomio de grado n — 1 que interpola estos 
valores: P(r,) = fc,-. La cuestion es que esta tratando con una matriz cuadrada; el numero n 
de coeficientes en P{t ) = x t + x 2 t + ■ ■ ■ + x n t"~ l corresponde al numero de ecuaciones: 


Interpolacion 

Pit,) = h 


1 h tf 
1 t 2 f| 

1 61 



Esta matriz de Vandermonde es de n por n y con rango total. Ax = b siempre tiene una so- 
lucion: un polinomio puede pasar por cualquier b ,• en puntos distintos t { . Despues se encon- 
trara realmente el determinante de A; no es cero. 



Matrices de rango 1 

Por ultimo llega el caso mas sencillo, cuando el rango es lo mas pequeho posible (excepto 
por la matriz cero con rango 0). Uno de los temas basicos de las matemdticas es, dado algo 
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complicado, demostrar como puede descomponerse en piezas sencillas. Para el algebra li- 
neal, las piezas sencillas son las matrices de rango 1. 


Range 1 


Cada renglon es un multiple del primer renglon, de mode que el es£ TVT/uTvTcwTco 
mensional. De hecho es posible escribir toda la matnz como el producto de un vector co 

lumna y un vector renglon: 

r 2 i ii r np i i] 

4 2 2 _ 2 
A = (columna)(renglon) g 4 4 ~ 4 

-2 -1 -1 “I 


El producto de una matriz de 4 per 1 y una matriz de 1 por 3 es una matnz de 4 por 3. 
rango de este producto es 1. A1 mismo tiempo, las columnas son todos los multiplos del 
mismo vector columna; el espacio columna comparte la dimension r - 1, y se reduce a un 

recta. 

Toda matriz con rango 1 dene la forma sencilla A = = columna por renglon. 

Todos los renglones son multiplos del mismo vector v r , y todas las columnas son multi- 
plos de u. El espacio renglon y el espacio columna son rectas: el caso mas sencillo. 

Conjunto de problemas 2.4 

1. Falso o verdadero: Si m = n, entonces el espacio renglon de A es igual al espacio co- 
lumna. Si m < n, entonces el espacio nulo tiene una dimension mayor que . 

2. Encuentre la dimension, y construya una base para los cuatro subespacios asociados 
con cada una de las siguientes matrices 

. _ fO 1 4 °1 v r, = f° 1 4 0 . 

A - n 9 8 0 y 0000 


Encuentre 


la dimension y una base para los cuatro subespacios fundamentales de 


'1 

2 

0 

r 

"1 

2 

0 

r 

0 

1 

1 

0 

y U = 0 

1 

1 

0 

1 

2 

0 

1 

1° 

0 

0 

0 


4. Describa los cuatro 


subespacios en el espacio tridimensional asociados con 


'0 1 0 

A = 0 0 1 . 

0 0 0 

5 Si el producto AB es la matriz cero, AB = 0, demuestre que el espacio columna aso- 
ciado de B esta contenido en el espacio nulo de A. (Tambien, el espacio renglon de A 
esta en el espacio nulo izquierdo de B, ya que cada renglon de A multiphca B para ob- 
tener un renglon cero.) 
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6 . Suponga que A es cualquier matriz de m por n de rango r. £En que condiciones sobre 
estos mimeros 

a) A tiene una in versa por ambos lados: AA~‘ = A~*A = 7? 

b) Ax = b tiene una infinidad de soluciones para toda bl 

7. iPor que no existe ninguna matriz cero cuyos espacios renglon y nulo contengan a (1 , 

1, 1)? 

8 . Suponga que la {mica solucion de Ax = 0 (m ecuaciones en n incognitas) es x = 0. 

i,Cual es el rango y por que? Las columnas de A son linealmente . 

9. Encuentre una matriz de 1 por 3 cuyo espacio nulo conste de todos los vectores en R 3 
tales que X; + 2x 2 + 4x 3 = 0. Encuentre una matriz de 3 por 3 con el mismo espacio 
nulo. 

10. Si Ax = b siempre tiene por lo menos una solucion, demuestre que la unica solucion 
de A r y — 0 es y — 0. Sugerencia: ^Cual es el rango? 

11. Si Ax = 0 tiene una solucion diferente de cero, demuestre que A r y = /falla en ser re- 
soluble para algunos miembros derechos/. Construya un ejemplo de A y /. 

12. Encuentre el rango de A, y escriba la matriz como A = uv r : 


'1 

0 

0 

3 1 [2 

-2 

0 

0 

0 

o y A = 

-6 

2 

0 

0 

6 J L 



13. Si se proporcionan a, b, c con a =£ 0, escoja d de modo que el rango de 


sea 1 . iCuales son los pivotes? 

14. Encuentre una inversa izquierda y/o una inversa derecha (cuando existan) para 


1 1 0 
0 1 1 


1 0 
M = 11 

0 1 


a b 
0 a 


15. Si las columnas de A son linealmente independientes (A es de m por n), entonces el 

rango es , el espacio nulo es , y existe una inversa . 

16. (Una paradoja ) Suponga que A tiene una inversa derecha B. Asf, AB = I conduce a 
A t AB = A t o B = (A T A)“ I A T . Sin embargo, satisface BA = /; es una inversa izquier- 
da. ^Cual paso no esta justificado? 

17. Encuentre una matriz A cuyo espacio renglon sea V, y una matriz B cuyo espacio nu- 
lo sea V, si V es el subespacio generado por 


18. Encuentre una base de cada uno de los cuatro subespacios de 


0 

1 

2 

3 

4 1 

" 1 

0 

0 I 

0 

1 

2 

4 

6 = 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

2 J 

0 

1 

1 J 


0 12 3 4 
0 0 0 1 2 
0 0 0 0 0 
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19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 


Si A tiene los mismos cuatro subespacios fundamentales que B, £es cierto que A cBl 

a) Si el rango de una maixiz de 7 por 9 es 5, ^cuales son las dimensiones de los cua- 
tro subespacios? ^Cudnto es la suma de los cuatro subespacios? 

b) Si el rango de una matriz de 3 por 4 es 3, ^cuales son el espacio columna y el es- 
pacio nulo izquierdo? 

Construya una matriz con la propiedad requerida, o explique por que no es posible. 

a) El espacio columna contiene a i , o , el espacio renglon contiene a | 2 j , j^ 5 j • 

L°J [u 

b) El espacio columna tiene como base a i , el espacio nulo tiene como base a 2 j . 

c) La dimension del espacio nulo = 1 + dimension del espacio nulo izquierdo. 

d ) El espacio nulo izquierdo contiene a [ 3 ] el espacio rengldn contiene a [i] • 

e) Espacio renglon = espacio columna, espacio nulo A espacio nulo izquierdo. 

Sin elimination, encuentre las dimensiones y bases de los cuatro subespacios de 


'0 

3 

3 

3' 

’1 

r 

A = 0 

0 

0 

0 

y B = 4 

4 

0 

1 

0 

1 

[_5 

5 


Suponga que una matriz A de 3 por 3 es invertible. Escriba bases de los cuatro subes- 
pacios de A, y tambien para la matriz de 3 por 6 B = [A A]. 

^Cudles son las dimensiones de los cuatro subespacios de A, B, y C, si / es la matriz 
idenddad de 3 por 3, y 0 es la matriz cero de 3 por 2? 


A — [l 0] y 


I l 
0 T 0 T 


c = [0]. 


iCuales subespacios son iguales para las siguientes matrices de tamanos distintos? 


d) [A] 


Demuestre que el rango de estas tres matrices es el mismo: r. 

Si los elementos de una matriz de 3 por 3 se escogen aleatoriamente entre 0 y 1 , <,cud- 
les son las dimensiones mas probables de los cuatro subespacios? <,Que ocurre si la 
matriz es de 3 por 5? 

(Importante) A es una matriz de m por n con rango r. Suponga que hay miembros de- 
rechos b para los cuales Ax = b no tiene solucion. 

a) i,Cuales desigualdades (< o s) deben ser ciertas entre m, n, y r? 

b ) ^Como se sabe que A T y — 0 tiene una solution diferente de cero? 

Construya una matriz con (1, 0, 1) y (1, 2, 0) como una base para su espacio ren- 
glon y su espacio columna. ^Por que esta base no puede ser una base del espacio 
renglon y del espacio nulo? 

Sin calcular A, encuentre bases de los cuatro subespacios fundamentales: 


A = 


1 0 0 
6 10 
9 8 1 


12 3 4 
0 12 3 
0 0 12 


2.4 Los cuatro subespacios fundamentales 
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subespacios permanecen igual? Si y = (1, 2, 3, 4) esta en el espacio nulo izquierdo de 
A, escriba un vector en el espacio nulo izquierdo de la nueva matriz. 

31. Explique por que v = (1,0, —1) no puede ser un renglon de A y tambien estar en el 
espacio nulo. 

32. Describa los cuatro subespacios de R 3 asociados con 


‘0 

1 

o' 

r 1 

1 

o' 

A = 0 

0 

1 

y I + A = 0 

1 

1 

0 

0 

0 

_0 

0 

1 


33, (Espacio nulo izquierdo) Sume la columna extra b, y reduzca A a forma escalonada: 


"1 2 3 b x 

[A b] = 4 5 6 b 2 

7 8 9 b 3 


12 3 bx 

0 -3 -6 b 2 - 4b x 
0 0 0 bi-2b 2 +bi 


Una combination de los renglones de A produjo ei renglon cero. iQue combination 
es? (Observe b 3 — 2 b 2 + i>, en el miembro derecho.) ^Cuales vectores estan en el es- 
pacio nulo de A T , y cuales estan en el espacio nulo de A? 

34. Siga el metodo del problema 33 para reducir A a forma escalonada, y busque los ren- 
glones cero. La columna b indica cuales combinaciones de los renglones se tomaron. 


'1 2 bi' 

a) 3 4 b 2 

4 6 b 3 


'1 2 b x ' 

2 3 b 2 
2 4 b 3 
2 5 b 4 


A partir de la columna b despues de la elimination, lea m — r vectores de la base en 
el espacio nulo izquierdo de A (combinaciones de renglones que proporcionan cero). 

35. Suponga que A es la suma de dos matrices de rango 1: A = uv T + wz T - 

a) ^Cuales vectores generan el espacio columna de A? 

b) ^Cuales vectores generan el espacio renglon de A? 

c) El rango es menos de 2 si o si . 

d) Calcule A y su rango, si u = z = (1, 0, 0) y v = w = (0, 0, 1). 

36. Sin multiplicar las matrices, encuentre bases de los espacios renglon y columna de A: 


1 2 
A = 4 5 

2 7 


3 0 3 
1 1 2 


iComo se sabe a partir de estas formas que A no es invertible? 

37. ^Falso o verdadero? (Segun corresponda, proporcione una razon o un contraejemplo.) 

a) A y A t tienen el mismo numero de pivotes. 

b) Ay A r tienen el mismo espacio nulo izquierdo. 

c) Si el espacio renglon es igual al espacio columna, entonces A T = A. 

d) Si A t = —A, entonces el espacio renglon de A es igual al espacio columna. 
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38. Si AS = 0, las columnas de B estan en el espacio nulo de A. Si estos vectores estan en 
R n , demuestre que rango(A) + rango(£) s n. 

39. /Es posible completar un juego de “gato” (tic-tac-toe) (5 unos y 4 ceros en A) de mo 
do que rango(A) = 2, pero que en ningiin lado se tenga una jugada ganadora. 

40. Construya una matriz de 2 por 3 de range 1. Copie la figura 2.5, y ponga un vector en 
cada subespacio (dos en el espacio nulo). <,Cuales vectores son ortogonales . 

41. Vuelva a dibujar la figura 2.5 para una matriz de 3 por 2 de rango r = 2. <,Cual subes- 
pacio es Z (solo el vector cero)? La parte del espacio nulo de cualquier vector renR 

es X n = . 


Z5 3RAFICAS Y REDES 

No estoy muy contento con la matriz de 3 por 4 en la section previa. Desde un punto de 
vista teorico, era bastante satisfactoria; los cuatro subespacios eran calculates y sus di- 
mensiones r n - r, r, m - r e ran diferentes de cero. Sin embargo, el ejemplo no fue pro- 
ducto de una verdadera aplicacion. No mostro cuan fundamentales realmente son estos 

subespacios. secern ^ ^ ^ de matrices rectangu iares con dos yentajas. Son 

sencillas y son importantes. Son matrices de incidencia de grdficas, y cada elemento es 1 
- 1, o 0. Lo extraordinario es que lo mismo es cierto de L, U y vectores de la base para los 
cuatro subespacios. Estos subespacios desempenan un papel central en la teona de redes. 
Se recalca que el termino “grafica” no se refiere a la grafica de una funcion (como una pa- 
rabola para y = x 2 ). Hay un segundo significado, completamente distmto, mas proximo a 
las ciencias de la computation que al calculo, que es facil explicar. Esta seccion es optio- 
nal, pero constituye una oportunidad para ver en accion a las matrices rectanguiares, asi co 
mo la forma en que la matriz simetrica cuadrada A A aparece al final. 

Una grafica consta de un conjunto de vertices o nodos y un conjunto de aristas que 
unen a los nodos. La grafica de la figura 2.6 tiene 4 nodos y 5 anstas. No tone una -arista 
entre los nodos 1 y 4 (y las aristas de un nodo hacia si mismo estan prohibidas). Esta gr 
fica es dirigida, debido a la flecha que hay en cada arista. 

La matriz de incidencia arista-nodo es de 5 por 4, con un renglon para cada ansta. 
Si la arista va del nodo j al nodo k, entonces ese renglon tiene 1 en la columna jy 
en la columna k. La matriz de incidencia A se muestra junto a la grafica (aunque tambien 
podrfa recuperarse la grafica si solo se contara con A). El renglon 1 muestra la ansta d 
nodo 1 al nodo 2. El renglon 5 proviene de la quinta ansta, que va del nodo 3 al nodo 4. 


2 [-110 O' 

-10 10 
arista 4 A— 0—1 1 0 

0-101 

4 [ 0 0 - 1 

nodo 12 3 4 

Figura 2.6 Grafica dirigida (5 aristas, 4 nodos, 2 circuitos) y su matriz de incidencia A. 


arista 1 



arista 5 
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indica que arista entra y que arista sale. Las aristas 2 y 3 entran, la arista 5 sale (con el sig- 
no menos). Algunas veces A se denomina matriz conectividad o matriz topologia. Cuando 
la grafica tiene m aristas y n nodos, A es de m por n (y normalmente m > n). Su traspues- 
ta es la matriz de incidencia “nodo-arista”. 

Cada uno de los cuatro subespacios fundamentales tiene un significado en tdrminos de 
la grafica. Es posible hacer algo de dlgebra lineal, o escribir sobre voltajes y corrientes. 
jHaremos ambas cosas! 

Espacio nulo de A; ^Existe una combinacidn de columnas que proporcione Ax = 0? 
Normalmente, la respuesta se obtiene a partir de la elimination, aunque aquf viene a pri- 
mera vista. La suma de las columnas es la columna cero. El espacio nulo contiene a x = 
(1, 1, L l),ya que Ax = 0. La ecuacion Ax = b no tiene una solution (mica (en caso de te- 
ner alguna solution). Cualquier “vector constante” x = (c, c, c, c) puede sumarse a cual- 
quier solution particular de Ax — b. La solution completa tiene esta constante arbitraria c 
(como la 4-C cuando se integra en calculo). 

Esto tiene un significado si se piensa que x lt x 2 , x 3 , x 4 son los potenciales (voltajes) 
en los nodos. Las cinco componentes de Ax proporcionan las diferencias de potential a tra- 
ves de las cinco aristas. La diferencia a traves de la arista 1 es x 2 — x t , proveniente del ± 1 
en el primer renglon. 

La ecuacion Ax = b solicita: Dadas las diferencias b s , encontrar los potencia- 
les verdaderos x t x 4 . jPero esto es imposible de hacer! Todos los potenciales pueden 

aumentarse o disminuirse por la misma constante c, y las diferencias permanecen sin cam- 
bio, lo cual confirma que x = (c, c, c, c) esta en el espacio nulo de A. Estos son los unicos 
vectores en el espacio nulo, ya que Ax = 0 significa igual potencial a traves de cada arista. 
El espacio nulo de esta matriz de incidencia es unidimensional. El rango es 4 - 1 = 3. 

Espacio columna: y,Para cuales diferencias b u . . . , b 5 es posible resolver Ax = b ? Para 
encontrar una prueba directa, considere la matriz. El renglon 1 mas el renglon 3 es igual al 
renglon 2. En el miembro derecho se requiere + b 3 = b 2 , o ninguna solution es posi- 
ble. De manera semejante, el renglon 3 mds el renglon 5 es igual al renglon 4. El miembro 
derecho debe satisfacer b 3 + b 5 — b 4 , para que la elimination llegue a 0 = 0. Repitiendo, 
si b esta en el espacio columna, entonces 

b\ ~ b 2 + b 3 — 0 y b 3 — b 4 + b 5 = 0. (1) 

Continuando la investigation, tambien se encuentra que los renglones 1+4 son iguales a 
los renglones 2 + 5. Pero esto no es nada nuevo: al restar las ecuaciones en (1) en realidad 
se obtiene b x + b 4 = b 2 + b 5 . Hay dos condiciones sobre las cinco componentes, ya que 
la dimension del espacio columna es 5 — 2. Estas condiciones provienen de la elimination, 
pero aquf tienen un significado sobre la grafica. 

Circuitos'. La ley del voltaje de KirchhofF establece que la suma de las diferencias de po- 
tencial alrededor de un circuito debe ser cero. Alrededor del circuito superior en la figura 2.6, 
las diferencias satisfacen (x 2 — x^ + (x 3 — x 2 ) = (x 3 — x t ). Estas diferencias son b { + b 3 = 
b 2 - Para recorrer todo el circuito y regresar al mismo potencial, se requiere b 3 + b s = b 4 . 

2R La prueba para que b este en el espacio columna es la fey del voltaje de Kirch - 
hoffi La suma de las diferencias de potencial alrededor de un circuito debe ser cero. . 
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Espacio nulo izquierdo: Para resolver A T y = 0, se encuentra su significado en la grafi- 
ca. El vector y tiene cinco componentes, una para cada arista. Estos numeros representan 
corrientes que circulan a lo largo de las cinco aristas. Debido a que A es de 4 por 5, las 
ecuaciones A T y = 0 proporcionan cuatro condiciones sobre estas cinco comentes. be trata 
de condiciones de “conservacion” en cada nodo: En cada nodo, el flujo de entrada es 
igual al flujo de salida: 

_ 3 , l _ y 2 =o La corriente total hacia el nodo 1 es cero 
yx - y 3 - y 4 = 0 hacia el nodo 2 

aT >' = 0 y 2 + y 3 - y s = 0 hacia el nodo 3 

+ y s = 0 hacia el nodo 4 

La belleza de la teoria de redes es que tanto A como A T tienen papeles unportantes. 

Resolver A T y = 0 significa encontrar un conjunto de corrientes que no se amontone 
en ningun nodo. El trafico continiia circulando, y las soluciones mas sencillas son las co- 
rrientes alrededor de circuitos pequenos. Nuestra grafica tiene dos circuitos, y alrededor 
de cada circuito se envfa 1 amp de corriente: 

Vectores de circuito yj — [l ~~1 1 0 0] y y 2 “ ® ^ ^ 

Cada circuito produce un vector y en el espacio nulo izquierdo. La componente + 1 ° - 1 
indica si la corriente va en el sentido de la flecha o en contra. Las combmaciones de y , y 
y , Henan el espacio nulo izquierdo, por lo que y, y y 2 son una base (la dimension ten a 
que ser m - r = 5 - 3 = 2). De hecho, y, - y 2 = (L -1. 0, L ~1) proporciona el gran 

circuito alrededor de la parte externa de la grdfica. 

El espacio columna y el espacio nulo izquierdo estan relacionados estrechamente. El 
espacio nulo izquierdo contiene ay, = (1, -1, L 0, 0), y los vectores en el espacio colum- 
na satisfacen b x - b 2 + b 3 = 0. Asi, y T b = 0: jlos vectores en el espacio columna y en e 
espacio nulo izquierdo son perpendiculares! Esto pronto se convertira en la parte dos del 
‘Teorema fundamental del algebra lineal.” 

Espacio renglon: El espacio renglon de A contiene vectores en R 4 , pero no a todos los 
vectores. Su dimension es el rango r = 3. Con la eliminacion se encuentran tres renglones 
independientes, y tambien es posible ver la grafica. Los tres primeros renglones son depen- 
dientes (renglon 1 + renglon 3 = renglon 2, y estas aristas forman un circuito). Los ren- 
glones 1, 2, 4 son independientes porque las aristas 1,2,4 no contienen circuitos. 

Los renglones 1, 2, 4 son una base del espacio renglon. En cada renglon, la suma de 
los elementos es cero. Toda combinacion en el espacio renglon tiene la misma 

propiedad: 

/en el espacio renglon fl+f 2 + f 3 + f 4 = 0 * en el espacio nulo x = c(l, 1, 1, 1) (2) 

Nuevamente, esto ilustra el teorema fundamental: el espacio renglon es perpendicularal es- 
pacio nulo. Si f esta en el espacio renglon y x esta en el espacio nulo, entoncesf x — . 

Para A r , la ley basica de la teoria de redes es la ley de la corriente de Kirchhoff. El flu- 
jo total hacia cada nodo es cero. Los numeros/,/2,/3,/4 son fuentes de comente hacia los 
nodos. La fuente /, debe equilibrar a -y, - y 2 , que es el flujo que sale del nodo 1 (a lo lar- 
go de las aristas 1 y 2). Esta es la primera ecuacion en A T y = /. De manera semejante en os 
ottos tres nodos, la conservacion de la carga requier & flujo de entrada = flujo de salida. Lo 
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2s; Las ecuaciones A -y — f en los nodos expresan la ley de fa corriente de Kirchhoff: 

La corriente neta hacia cada nodo es cero, Flujo de entra' a = ffajo dcsaUda, 

. .Esta ley solo puede cumplirse si la corriente total proveniente , de ftiera es / 1 4-/ 2 + 
f 3 + fa = 0. Con / = 0, la ley A T y = 0 es satisfecha por una comente que recorre 
el circuito. ' L 

Arboles generadores y renglones independientes 

Toda componente de y, y y 2 en el espacio nulo izquierdo es 1 o — 1 o 0 (provenientes de 
los flujos en el circuito). jLo mismo es cierto para x = (1, 1, 1, 1) en el espacio nulo, y to- 
dos los elementos en PA = LDU\ La cuestion clave es que todo paso de la eliminacion tie- 
ne un significado para la grafica. 

El significado puede observarse en el primer paso de la eliminacion para la matriz A: res- 
te el renglon 1 del renglon 2. Esto sustituye a la arista 2 por una nueva arista “1 menos 2”; 

arista 1 

renglon 1 —110 0 

renglon 2 —10 10 

renglon 1—2 0 1—1 0 

Ese paso de la eliminacion destruye una arista y crea una nueva arista. Aquf la arista “1 — 2” 
es justo la arista 3 anterior en direccion opuesta. El siguiente paso de la eliminacion produce 
ceros en el renglon 3 de la matriz. Esto demuestra que los renglones 1, 2, 3 son dependien- 
tes. Los renglones son dependientes si las aristas correspondientes contienen un circuito. 

Al final de la eliminacion se tiene un conjunto completo de r renglones independien- 
tes. Estas r aristas constituyen un arbol: una grafica sin circuitos. Nuestra grafica tiene 
r— 3, y las aristas 1, 2, 4 forman un arbol posible. El nombre completo es arbol generador 
porque el arbol “genera” todos los nodos de la grafica. Un arbol generador tiene n — 1 aris- 
tas si la grafica es conexa, y si se incluye una arista mas se obtiene un circuito. 

En el lenguaje del algebra lineal, n — 1 es el rango de la matriz de incidencia A. La 
dimension del espacio renglon es n — 1 . El arbol generador que se obtiene de la elimina- 
cion constituye una base para el espacio renglon: cada arista del arbol corresponde a un ren- 
glon en la base. 

El teorema fundamental del algebra lineal relaciona las dimensiones de los subespacios: 
Espacio nulo: dimension 1, contiene ax = (1, . . . , 1). 

Espacio columna: dimension r = n — 1, cualesquiera n — 1 columnas son indepen- 
dientes. 

Espacio renglon: dimension r — n — 1, renglones independientes de cualquier arbol 
generador. 

Espacio nulo izquierdo: dimension m — r = m — n + 1, contiene ys de los circuitos. 

Estos cuatro espacios proporcionan la formula de Euler, que de alguna manera es el pri- 
mer teorema en topologia. Cuenta aristas de dimension cero menos aristas unidimensiona- 
les mas circuitos bidimensionales. Ahora cuenta con una demostracion del algebra lineal 
para cualquier grafica conexa: 

(# de nodos) — (# de aristas) + (# de circuitos) = ( n ) — ( m ) + (m — n + 1) = 1. (3) 
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Para an simple circuito de 10 nodos y 10 aristas, el numero de Euler es 10 10 + 1- Si 

todos y cada uno de esos 10 nodos estdn unidos a un unde'cimo nodo en el centre, enton- 

ces 11 - 20 + 10 sigue siendo 1. _ . 

Todo vector /en el espacio columna tiene x r f = fi + ■ • • + In - la ;> uma de ias 
corrientes provenientes del exterior es cero. Todo vector b en el espacio columna tiene 
v T b = 0; la suma de las diferencias de potencial es cero alrededor de todos los circuitos. 
En al°un momento, ryyse vincularan mediante una tercera ley (ley de Ohm para cada 
resistor). Primero nos quedamos con la matriz A para presenter una aplicacion que parece 
frivola pero no lo es. 

Clasificacion de los equipos de futboi 

A1 final de esta temporada, los equipos de futboi colegial son clasificados segun vanas en- 
cuestas. La clasificacion es esencialmente un promedio de opiniones, y algunas veces se 
vuelve vaga despues de las primeras doce universidades. Se desea clasificar a todos los 

equipos de acuetdo con una base mas matematica. 

El primer paso es reconocer la grafica. Si el equipo; jugo contra el equipo k, entonces 
entre ambos hay una arista. Los equipos son los nodos, y los juegos son las aristas. Hay unos 
cientos de nodos y algunos miles de aristas, a las que se asignara una direccion mediante una 
flecha que va del equipo visitante al equipo local. En la figura 2.7 se muestra parte de la t- 
cra Ivy, as! como algunos equipos serios, y tambien una universidad que no es famosa por sus 
Togros en futboi colegial. Afortunadamente para esa universidad (en donde estoy escnbien- 
do estas llneas), la grafica no es conexa. En terminos matematicos, no es posible demostrar 
que el MIT no es el numero 1 (a menos que ocurra que juegue contra alguien). 

Harvard Yale Michigan USC Texas 



Princeton Purdue Ohio State Notre Dame Georgia Tech 

Figura 2.7 Parte de la grafica de fdtbol americano colegial. 

Si el futboi fuese perfectamente consistente, a cada equipo podrfa asignarse un po- 
tencial” X:. Asi, si un equipo visitante v juega con el equipo local h, entonces ganana e 
equipo que tuviera mayor potencial. En el case ideal, la diferencia b en el resultado sena 
exactamente igual a la diferencia x h - x v en sus potenciales. ;Ni siquiera tendnan que ju- 
gar! Habria acuerdo por completo en que el mejor equipo es aquel con mayor potencia . 

Este metodo presenta dos dificultades (por lo menos). Se esta intentando encontrar un 
numero x para cada equipo, y se desea x h - x v = b t para cada juego. Esto sigmfica unos 
cuantos miles de ecuaciones y solo unos cuantos cientos de incognitas. Las ecuaciones 
x — x = b. van a un sistema lineal Ax = b, donde A es una matriz de incidencia. iodo 
juego tiene un renglon, con + 1 en la columna h, y - 1 en la columna v, con la fmalidad de 

indicar que equipos jugaron ese partido. , 

Primera dificultad: Si b no esta en el espacio columna no hay solucion. Los resultados 
deben ajustarse perfectamente o no es posible encontrar potenciales exactos. Segunda difi- 
cultad: Si A tiene vectores diferentes de cero en su espacio nulo, los potenciales x no estan 
bien determinados. En el primer caso x no existe; en el segundo, x no es unico. Quiza es- 
ten presentes ambas dificultades. 
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El espacio nulo siempre contiene el vector de Is, ya que A s61o ve las diferencias 
x h ~ x v- Para determinar los potenciales, arbitrariamente podrfa asignarse potencial cero a 
Harvard. (Estoy hablando matematicamente, no asumidndolo como un hecho). Pero si la 
grafica no es conexa, entonces toda pieza por separado de la grafica contribuye a un vec- 
tor en el espacio nulo. Incluso esta el vector con x Mrr = 1 y todos los demas Xj = 0. Es ne- 
cesario unir no solo a Harvard sino a un equipo en cada pieza. (No hay nada de injusto en 
asignar potencial cero; si todos los demas potenciales estan abajo de cero, entonces el equi- 
po unido se clasifica primero.) La dimension del espacio nulo es el numero de piezas de la 
grafica: y no habrd forma de clasificar una pieza contra otra, ya que estas no juegan par- 
tidos. 

Parece que el espacio columna es mas diffcil de describir. ^,Cuales resultados se ajus- 
tan perfectamente bien a un conjunto de potenciales? Ciertamente Ax = b es irresoluble si 
Harvard derrota a Yale, Yale derrota a Princeton y Princeton derrota a Harvard. Mas que lo 
anterior, la suma de las diferencias en los resultados de ese circuito de juegos debe ser cero. 

Ley de Kirchhoff para diferencias en los resultados b m + b YP + b PH = 0. 

fista tambidn es una ley del algebra lineal. Ax = b puede resolverse cuando b satisface las 
mismas dependencias lineales que los renglones de A. Asi, la elimination lleva a 0 = 0. 

En realidad, casi con toda certeza b no esta en el espacio columna. Los resultados de 
futboi no son tan consistentes. Para obtener una clasificacion es posible utilizar minimos 
cuadrados: hacer a Ax lo mas proximo posible de b. Eso se vera en el capftulo 3, y solo se 
menciona un ajuste. El ganador obtiene un bono de 50 e incluso 100 puntos por arriba de 
la diferencia en resultados. En caso contrario, ganar por 1 esta demasiado proximo a per- 
der por 1 . Esto hace que las clasificaciones calculadas se aproximen bastante a las encues- 
tas, y el doctor Leake (Notre Dame) proporciono un andlisis completo en Management 
Science in Sports (1976). 

Despuds de escribir esta subsection, encontre lo siguiente en el New York Times: 

En sus clasificaciones finales en 1985, la computadora ubico a Miami (10-2) en sdp- 
timo lugar, arriba de Tennessee (9-1-2). Pocos dfas despues de su publication, al de- 
partamento de deportes del Times empezaron a llegar paquetes con naranjas y cartas 
de enojo, enviados por los fanaticos descontentos de Tennessee. La irritation surgid 
del hecho de que Tennessee apabullo a Miami 35-7 en el tazdn del azucar. Las en- 
cuestas finales de AP y UPI clasificaron en cuarto lugar a Tennessee, con Miami bas- 
tante mas abajo. 

Ayer en la manana llegaron nueve envases de naranjas al muelle de carga. Fueron 
enviadas al hospital Bellevue con una advertenci'a de que la calidad y contenido de 
las naranjas era incierto. 

Tanto, para esta aplicacion del algebra lineal. 

Bedes y matematicas discretas apiicadas 

Una grdfica se vuelve una red cuando a las aristas se asignan numeros c u ... ,c m . El nu- 
mero c ; puede ser la longitud de la arista i, o su capacidad, o su rigidez (si contiene a un 
resorte), o su conductancia (si contiene un resistor). Estos numeros van en una matriz dia- 
gonal C que es de m por m. C refleja “propiedades materiales”, en contraste con la matriz 
de incidencia A, que proporciona information de las conexiones. 

Nuestra description sera en tdrminos de electricidad. Sobre la arista i, la conductancia 
es c,- y la resistencia es 1/c,-. La ley de Ohm establece que la corriente y t que pasa 
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por el resistor es proportional a la caida de tension e t . 

Ley de Ohmy, = c, e t (corriente) = (conductancia)(cafda de tensidn). 

Lo anterior tambien se escribe E = IR, caida de tension igual a la comente muldplicada 
por la resistencia. Como una ecuacion vectorial sobre todas las anstas a la vez, la ley de 

° ta pM completar el marco de referenda se requieren la ley del voltaje y la ley de la co- 
rriente de Kirchhoff: 

LVK: La suma de las caidas de tension alrededor de cada circuito es cero. 

LCK: La suma de las corrientes y, (y /•) hacia cada nodo es cero. 

La ley del voltaje perxnite asignar potenciales x„ . . . , a Ids nodos. Luego las diferen- 
cias alrededor de un circuito proporcionan una sumatona como (x 2 W + 

(x _ x s = o en la que todo se cancela. La ley de la comente prde sumar las corrientes 
hacia cada nodo por la multiplication de A T y. Si no hay fuentes de corriente extemas, la 

ley de la corriente de Kirchhoff es A T y - 0. . ., n ^ „ 

La otra ecuacion es la ley de Ohm, pero es necesano encontrar la caida de tension 
traves del resistor. Con la multiplication Ax se obtuvo la diferencia de potencial entre los 
nodos. A1 invertir los signos, -Ax proporciona la caida en potencial Parte de estajaida 
puede deberse a una bateria en la arista de intensidad b r El resto de la caida es e b 
Ax a traves del resistor: 


Ley de Ohm 


Cib - Ax) o bien C 'y + Ax - b. 


Las leyes fundamentales de equilibria combinan las leyes de Ohm y Kirchhoff en un 
problema central de las matematicas aplicadas. Estas ecuaciones aparecen en todas partes. 


Ecuaciones de equilibrio 


C~ l y + Ax = b 
A T y = /• 


Este es un sistema lineal simetrico, del cual ha desaparecido e. Las incognitas son las co- 
rrientes y y los potenciales x. Usted ve la matriz simetnca por bloques: 


Forma de bloques 


Para elimination por bloques el pivote es C \ el multiplicador es A T C, y la sustraccion 


manda a A T abajo del pivote. El resultado es 


b 

f - A T Cb' 


La ecuacion solo para x esta en el renglon inferior, con la matriz simetrica A CA. 
Ecuacion fundamental A T CAx = A r Cb — -f t 


(7) 


Luego, la sustitucidn hacia atras en la primera ecuacion produce y. Nada mistenoso: se sus- 
tituye y = Cib — Ax) en A T y = / para obtener (7). 

Observation importante Un potencial debe fijarse de antemano. x„ — 0. El n esimo no 
do esta conectado a tierra, y la n-esima columna de la matriz de incidencia ongmal se a 
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eliminado. La matriz resultante es lo que ahora se entiende por A, sus n — 1 columnas son 
independientes. La matriz cuadrada A r CA, que es la clave para resolver la ecuacion (7) pa- 
ra x, es una matriz invertible de orden n — 1 : 



Ejemplo 1 Suponga que una bateria b 3 y una fuente de corriente / 2 (y cinco resistores) conectan cua- 
tro nodos. El nodo 4 esta conectado a tierra y el potencial x 4 = 0 es fijo. 



La primera cuestion es la ley de la corriente A T y = / en los nodos 1, 2, 3: 

~yi — ys ~ ys = o — i o — l o — i 

y\ — y 2 = fi tiene A T = 1 —1 0 0 0 . 

y% + ys — >4 = o o i l—i o_ 

Para el nodo 4 no se ha escrito ninguna ecuacion, donde la ley de la corriente es y 4 + y 5 + 
f 2 = 0. Esto se concluye al haber sumado las otras tres ecuaciones. 

La otra ecuacion es C~ l y + Ax = b. Los potenciales x estan conectados a las corrien- 
tes y por la ley de Ohm. La matriz diagonal C contiene las cinco conductaneias c- t = l/R r 
El miembro derecho explica la bateria de intensidad b 3 en la arista 3. La forma de bloque 
tiene a C~ l y + Ax = b arriba de A r y = f: 

1 1 °1 T 3 ' 1 ! f 0 " 

0-1 1 y 2 0 

1 0 1 y 3 b 3 

0 0-1 y 4 = 0 

1 0 0 y s 0 

xj 0 

x 2 h 

X 3 0_ 

El sistema es de 8 por 8, con cinco corrientes y cuatro potenciales. La elimination de las 
ys reduce al sistema de 3 por 3 A T CAx = A r Cb — /. La matriz A T CA contiene los recipro- 
cos c, = 1/R, (porque en la elimination se dividen los pivotes). Tambien se muestran el 
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cuarto renglon y la cuarta colurrma, provenientes del nodo conectado a tierra, fuera de la 
matriz de 3 por 3: 


c t + c 3 + Cs —Cj 

A T CA = —Cl C\ + C2 

-c 3 -c 2 

—cs 0 


-Cs 1 — Cs (nodo 1) 

— c 2 0 (nodo 2) 

c 2 + cs + c 4 — c 4 (nodo 3) 

-c 4 c 4 + c 5 (nodo 4) 


El primer elemento esl + 1 + l.ocj + c 3 + c 5 cuando se incluye C, ya que las aristas 
1, 3, 5 tocan el nodo 1. El siguiente elemento diagonal es 1 + 1 o cq + c 2 , provenientes de 
las aristas que tocan al nodo 2. Fuera de la diagonal, las cs aparecen con signo menos. Las 
aristas hacia el nodo 4 conectado a tierra pertenecen al cuarto renglon y a la cuarta colum- 
na, que se borran una vez que la columna 4 se elimina de A (haciendo invertible a A T_ CA). 
La matriz de 4 por 4 debe cumplir que la suma de todos los renglones y todas las colum- 
nas es cero, y que (1, 1, 1, 1) debe estar en el espacio nulo. 

Observe que A T CA es simetrica. Tiene pivotes positivos y proviene del marco de re- 
ferenda basico de las matematicas aplicadas que se ilustra en la figura 2.8. 



Figura 2.8 Marco de referencia para equilibrio: fuentes b y /, tres pasos para A T CA. 



En mecanica, x y y se vuelven desplazamientos y esfuerzos. En fluidos, las incogni- 
tas son la presion y el caudal de flujo. En estadfstica, e es el error y x es el mejor ajuste 
por mfnimos cuadrados a los datos. Estas ecuaciones matriciales y las ecuaciones diferen- 
ciales correspondientes se encuentran en nuestro libro de texto Introduction to Applied 
Mathematics , y en el nuevo Applied Mathematics and Scientific Computing. (Consulte la 
pagina www . wellesleycambr idge . com . ) 

Este capitulo termina en un punto culminante: el planteamiento de un problema fun- 
damental en matematicas aplicadas. A menudo para esto se requiere mas habilidad que pa- 
ra la solucion del problema. En el capitulo 1 se resolvieron ecuaciones lineales como 
primer paso del algebra lineal. Para plantear las ecuaciones se requiere el conocimiento 
mis profundo del capitulo 2. La contribution de las matematicas, y de la gente, no es la 
computation sino la inteligencia. 

gg Conjunto de probiemas 2.5 

1. Para la grafica triangular de 3 nodos de la siguiente figura, escriba la matriz de inci- 
dencia A de 3 por 3. Encuentre una solucion de Ax — 0, y describa todos los otros vec- 
tores en el espacio nulo de A. Encuentre una solucidn de A T y = 0, y describa todos los 
otros vectores en el espacio nulo izquierdo de A. 

2. Para la misma matriz de 3 por 3, demuestre directamente a partir de las columnas que 
todo vector b en el espacio columna satisface b x + b 2 — b 3 = 0. Deduzca el mismo 
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nodo 1 *i 



nodo 2 arista 2 nodo 3 3/3 x 3 


hecho a partir de los tres renglones: las ecuaciones en el sistema Ax — b. i,Que signi- 
fica esto sobre las diferencias de potential alrededor de un circuito? 

3. Demuestre directamente a partir de los renglones que todo vector /en el espacio ren- 
glon satisface/! + f z + / 3 = 0. Deduzca el mismo hecho a partir de las tres ecuacio- 
nes A T y = /. iQue significa esto cuando las/s son corrientes hacia los nodos? 

4. Calcule la matriz A T A de 3 por 3, y demuestre que es simetrica aunque singular: ^que 
vectores estan en su espacio nulo? Al eliminar la ultima columna de A (y tambien el 
ultimo renglon de A T ) se queda con la matriz de 2 por 2 en la esquina superior izquier- 
da; demuestre que es no singular. 

5. Escriba la matriz diagonal C con elementos c 1; c 2 , c 3 en medio, y calcule A T CA. De- 
muestre nuevamente que la matriz de 2 por 2 en la esquina superior izquierda es in- 
vertible. 

6. Escriba la matriz de incidencia A de 6 por 4 para la segunda grafica en la figura. El 
vector (1, 1,1,1) esta en el espacio nulo de A, pero ahora ahf hay m - n + 1 = 3 vec- 
tores independientes que satisfacen A T y = 0. Encuentre tres vectores y, y unalos con 
los circuitos en la grafica. 

7. Si esa segunda grafica representa seis juegos entre cuatro equipos, y las diferencias en 
los resultados son b 1 , . . . , b 6 , ^cuando es posible asignar potentiates x lt . . . , x 4 de 
modo que la diferencia de potentiates coincida con las bs? Usted esta encontrando 
(a partir de las leyes de Kirchhoff o por elimination) las condiciones que hacen reso- 
luble a Ax — b. 

8. Escriba las dimensiones de los cuatro subespacios fundamentales para esta matriz de 
incidencia de 6 por 4, y una base para cada subespacio. 

9. Calcule A T A y A T CA, donde la matriz diagonal C de 6 por 6 tiene los elementos 
c L , ... , c 6 . i,Como puede afirmar a partir de la grdfica donde aparecen las cs en la dia- 
gonal principal de A T CA? 

10. Trace una grafica con aristas numeradas y dirigidas (y con nodos numerados) cuya 
matriz de incidencia es 

'-1 1 0 O' 

-10 1 0 

A 0 1 0 -1 ■ 

0 0-1 1 

Esta grafica, £es un arbol? (los renglones de A, ison independientes?) Demuestre que 
al eliminar la ultima arista se obtiene un arbol generador. Asf, los renglones restantes 
son una base de _. 
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11. Sin la dltima columna de la A precedente, y con los numeros 1, 2, 2, 1 en la diagonal 
de C, escriba el sistema de 7 por 7 

C~ l y + Ax = 0 
A T y = /. 

A1 eliminar y 1; y 2 > y 3 , >4 se queda con ties ecuaciones A T CAx = — / para x l5 x 2 , * 3 - R e " 
suelva las ecuaciones cuando / =(1,1,6). Con estas corrientes entrando en los nodes 
1 , 2 , 3 de la red, ^cuales son los potenciales en los nodos y las corrientes en las aris- 
tas? 

12. Si A es una matriz de incidencia de 12 por 7 de una grafica conexa, £cudl es su rango? 
^Cuantas variables libres hay en la solucion de Ax = bl pCudntas variables libres hay 
en la solucion de A T y = /? <Cuantas aristas deben eliminarse para obtener un arbol 

generador? 

13. En la grafica anterior con 4 nodos y 6 aristas, encuentre todos los 16 arboles genera- 
dores. 

14. Si MIT derrota a Harvard por 35 a 0, Yale empata con Harvard, y Princeton derrota a 
Yale por 7 a 6 , ^que diferencias en los resultados en los otros tres juegos (H-P, MIT-P, 
MIT-Y) permiten diferencias de potencial que coincidan con las diferencias en los re- 
sultados? Si las diferencias en los resultados se conocen en un arbol generador, enton- 
ces se conocen para todos los juegos. 

15. En nuestro metodo de clasificacion de futbol, £es necesario considerar la fuerza de la 
oposicion, o ya estd considerada? 

16. Si entre cada par de nodos hay una arista (una grafica completa), (.cuantas aristas hay? 
La grafica tiene n nodos, y no se permiten aristas de un nodo hacia si mismo. 

17. Para las dos graficas que se muestran a continuation, compruebe la formula de Euler. 
(# de nodos) - (# de aristas) + (# de circuitos) = 1 . 



f 



18. Multiplique matrices para encontrar A T A, y conjeture como provienen sus elementos 
de la grafica: 

a) La diagonal de A T A indica cuantos (cuantas) hay en cada nodo. 

b) Los elementos - 1 o 0 fuera de la diagonal indican cuales pares de nodos son 

19. iPoi que el espacio nulo de A T A contiene a (1, 1, 1, 1)? i,Cual es su rango? 

20. i,Por que una grafica con n — 6 nodos tiene m — 15 aristas? Un arbol generador que 

une a todos los seis nodos tiene _ aristas. jHay n” 2 = 6 4 arboles generadores! 

21. La matriz de adyacencia de una grafica tiene My = 1 si los nodos i y j estan unidos 
por una arista (en caso contrario My — 0). Para la grafica del problema 6 con 6 nodos 
y 4 aristas, escriba M y tambien M 2 . pPor que (M 2 )y cuenta el numero de rutas de 2 
pasos del nodo i al nodo j? 
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Se sabe c6mo una matriz mueve los subespacios alrededor cuando se multiplica por A. El 
espacio nulo se va al vector cero. Todos los vectores van hacia el espacio columna, ya que 
Ax siempre es una combination de las columnas. Pronto vera algo hermoso: que A lleva su 
espacio renglon en su espacio columna, y que sobre estos espacios de dimension res 100% 
invertible. Esta es la verdadera action de A. Parcialmente esta escondida por los espacios 
nulos y los espacios nulos izquierdos, que estdn a dngulos rectos y llevan su propio cami- 
no (hacia cero). 

Lo que importa ahora es lo que ocurre dentro del espacio, lo cual significa dentro del 
espacio n-dimensional, si A es de n por n. Esto requiere un analisis mas detallado. 

Suponga que x es un vector n-dimensional. Cuando A se multiplica por x, transforma 
ese vector en uno nuevo Ax. Esto ocurre en todo punto x del espacio n-dimensional R”. La 
matriz A transforma todo el espacio, o lo “mapea en sf mismo”. En la figura 2.9 se ilustran 
cuatro transformaciones que provienen de estas matrices: 

'c 0] 1. Un multiplo de la matriz identidad, A = cl, alarga cada vector 

^ ~ 0 c P or e l mismo factor c. Todo el espacio se dilata o contrae (o de al- 

guna forma pasa por el origen y sale por el lado opuesto, cuando 
c es negativo). 

'0 — 1 j 2. Una matriz rotacion hace girar a todo el espacio alrededor del 

A = j q origen. Este ejemplo gira 90° a todos los vectores, transformando 

cada punto (x, y) en ( —y, x). 

_ |"0 l] 3. Una matriz reflexion transforma a todos los vectores en su ima- 

A ~~ 1 0 gen especular. En este ejemplo el espejo es la recta x = y a 45°, 

y un punto como (2, 2) permanece sin cambio. Un punto como (2, 
—2) se invierte en ( —2, 2). Sobre una combinacion como v = (2, 
2) + (2, —2) = (4, 0), la matriz preserva una parte e invierte la 
otra. El resultado es Av = (2, —2) + ( —2, 2) = (0, 4). 

jEsa matriz reflexion es tambien una matriz permutacidn! Al- 
gebraicamente es tan sencillo, mandar (x, y) a (y , x), que la repre- 
sentation geometrica se oculto. 

_ "l 0" 4. Una matriz proyeccion transforma todo el espacio en un subespa- 

0 0 cio de dimensidn inferior (no invertible). El ejemplo transforma 

cada vector (x, y) en el piano hasta el punto mas proximo (x, 0) 
sobre el eje horizontal. Este eje es el espacio columna de A. El eje 
y que proyecta a (0, 0) es el espacio nulo. 

(cx,cy)S L(y. x ) / (x,y)y* 

! \ j / : 


alargamiento rotacion de 90° reflexion (espejo a 45°) proyeccion sobre el eje 
Figura 2.9 Transformaciones del piano realizadas por cuatro matrices. 
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Estos ejemplos pudieron presentarse en tres dimensiones. Hay matrices para alargax la 
Tierra, hacerla girar o reflejarla a traves del piano del ecuador (el Polo Norte se 
en el Polo Sur). Hay una matriz que proyecta todo sobre ese piano (ambos polos al centra). 
Tambien es importante reconocer que las matrices no pueden hacer todo, y que algunas 
transformaciones T(x) no son posibles con Ax. 

i) Es imposible mover el origen, ya que AO = 0 para toda matriz. 

ii) Si el vector x se va en x' , entonces 2x debe irse en 2x' . En general, cx debe irse en cx , 

ya que A(cx) = c(Ax). , . , , » 

iii) Si los vectores x y y se van en x'yy', entonces su suma x + y se debe ir en x +y, 

ya que A(x 4- y) = Ax + Ay. 


La multiplicacion de matrices impone estas reglas sobre la transformation. La segunda re- 
gia contiene a la primera (tome c = 0 para obtener AO = 0). La regia m) se vto en accion 
cuando (4, 0) se reflejd a traves de la recta a 45° Se separo en (2, 2) + (2, -2) y ambas 
partes fueron reflejadas por separado. Lo mismo puede hacerse para las proyecciones. se- 
parar, proyectar por separado, y sumar las proyecciones. Estas reglas son validas para cuai- 
quier transformacion que provenga de una matnz. 

Esta importancia les ha ganado una denomination: las transformaciones que cumplen 
las reglas i) a iii) se denominan transformaciones lineales. Las reglas pueden combmarse 
en un requerimiento: 


2T Para todos los numeros c y d y todos los vectores x y 
matrices satisface la regia de linealidad: 

A(cx + dy) = c(Ax) + d(Ay) 

Toda transformation T(x) que cumple este requerimiento es una 
lineal. 



Cuaiquier matriz Ueva de inmediato a una transformacion lineal. La pregunta mas mtere- 
sante es en la direction opuesta: iToda transformacion lineal Ueva a una matnz. El obje- 
tivo de esta section es encontrar la respuesta: sL Este es el fundamento de un metodo del 
dlgebra lineal -^mpezar con la propiedad 1) y desarrollar sus consecuencias—; esto es 
mucho mas abstracto que el metodo mas importante de este libro. Aqui se eligio empezar 
directamente con matrices, y a continuation se vera como representan transformaciones li- 

neales 

Una transformacion no necesita ir de R" al mismo espacio R". Se permite absolutamen- 
te transformar vectores en R" en vectores en otro espacio disunto R m . iEsto es exactamen- 
te lo que hace una matriz de m por n! El vector original x tiene n componentes, y el vector 
transformado Ax tiene m componentes. La regia de linealidad la cumplen igualmente las ma- 
trices rectangulares, de modo que estas tambien producen transformaciones lineales. 

A estas alturas del libro, no hay razon para detenerse. Las operaciones sobre la condi- 
tion de linealidad 1) son la suma y la multiplication por un escalar, aunque x y y no nece- 
sitan ser vectores columna en R". Estos no son los unices espacios. Por ^defimcion, 
cuaiquier espacio vectorial permite las combinaciones cx + dy, los “vectores son xy y, 
aunque en realidad pueden ser polinomios, matrices o funciones x(f) y y(t). En la medicta 
en que la transformacion cumpla la ecuacion 1), es lineal. 

Como ejemplos se toman los espacios P„, donde los vectores son polinomios p(t) de 
grado n. Se denotan como p = a 0 + a x t + ■ ■ ■ + a n t" y la dimension del espacio vecton 
es n + 1 (debido a que con el tdrmino constante, hay n 4- 1 coeficientes). 


/ 

* 
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Ejemplo 1 La operation de diferenciacion, A = d/dt, es lineal: 

Ap(f ) = — (oo A a\,t 4- • • • 4- a„t n ) = ay + • • • + na n t n ~~ x . (2) 

dt 

El espacio nulo de esta A es el espacio unidimensional de constantes: da 0 /dt = 0. El espa- 
cio columna es el espacio n-dimensional P„_ t ; el miembro derecho de la ecuacion (2) 
siempre esta en ese espacio. La suma de la nulidad (= 1) y el rango (= n) es la dimension 
del espacio original P„. 

Ejemplo 2 La integracion desde 0 hasta t tambien es lineal (Ueva P„ a P„ +1 ): 

Ap(t) = / (ao + • • • + a n t n ) dt = aot + • • • + — f" +1 . (3) 

Jo n + 1 

Esta vez no hay espacio nulo (jexcepto por el vector cero, como siempre!) pero la integra- 
cion no produce todos los polinomios en P B+1 . El miembro derecho de la ecuacion (3) no 
tiene termino constante. Probablemente los polinomios constantes sean el espacio nulo iz- 
quierdo. 

Ejemplo 3 La multiplicacion por un polinomio fijo como 2 + 3f es lineal: 

Ap(t) = (2 + 3f)(ao +•••• + a n t n ) = 2ao + • • • + 3 a n t n+x . 

De nuevo, esto transforma P„ en P„ +1 , sin espacio nulo excepto p — 0. 

En estos ejemplos (y en casi todos los ejemplos), no es diffcil comprobar la linealidad. 
Incluso, diffcilmente parece interesante hacerlo. Si hay linealidad, practicamente es impo- 
sible ignorarla. A pesar de ello, se trata de la propiedad mas importante que puede tener una 
transformacion.* Por supuesto, la mayor parte de las transformaciones no son lineales: por 
ejemplo, para elevar al cuadrado al polinomio (Ap = p 2 ), o sumar 1 (Ap = p + 1), o pre- 
servar los coeficientes positivos (A(t — t 2 ) = t). Son las transformaciones lineales, y solo 
estas, lo que lleva a las matrices. 


Transformaciones representadas por matrices 

La linealidad tiene una consecuencia crucial: Si se conoce Ax para coda vector en una ba- 
se, entonces se conoce Ax para cada vector en todo el espacio. Suponga que esta base 
consta de los n vectores x u . . . , x n . Cuaiquier otro vector x es una combination de estos 
vectores particulares (generan el espacio). Asf, la linealidad determina Ax: 

Linealidad si x = cqxi 4- • • • + c n x n entonces Ax = c^AxO + • • • + c„(Ax„). (4) 

Una vez que la transformacion T(x ) = Ax ha decidido qud hacer con los vectores de la ba- 
se, ya no tiene libertad disponible. El resto es determinado por la linealidad. El requeri- 
miento 1) para dos vectores x y y lleva a la condition 4) para n vectores x lt , x n . La 
transformacion tiene manos libres con los vectores en la base (son independientes). Una 
vez que estos se establecen, tambien se establece la transformacion de cada vector. 


*En orden de importancia, quizd en segundo Iugar este la invertibilidad. 
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EfamplQ 4 d Que transformation lineal Ueva x x y x 2 a Ax x y Ax 2 ? 


jq = se va en Ax i = 3 ; x 2 = , se va en Ax 2 — 6 . 

L°J [4J W [8 

Debe ser la multiplication T(x) = Ax por la matriz 

2 4' 

A = 3 6 . 

4 8_ 

Empezando con una base distinta (1, 1) y (2, — 1), esta misma A tambien es la linica trans- 
formation lineal con 


m [ 6 1 2 i f°l 

A ‘ = 9 y A _ = 0 . 

W j_12j L J jP- 

Luego se encuentran matrices que representan diferenciacion e integration. Primero 
debe decidirse sobre una base. Para los polinomios de grado 3 hay una election natural 
para los cuatro vectores de la base: 


Base de P 3 


Pi =1, P2 = t, p-i - t 2 . Pi, = f 3 . 


Esta base no es unica (nunca lo es), pero se requiere de una election, y esta es la mas con- 
veniente. Las derivadas de estos cuatro vectores de la base son 0, 1, 2 1, 3 f 2 : 

Action ded/dt Ap x — 0, Ap 2 = Pi, Ap 3 = 2p 2 , Apn = 3 p 3 . (5) 


“ d/df ’ actua de inmediato exactamente como una matriz, pero d cua] matriz? Suponga que 
se esta trabajando en el espacio tetradimensional de costumbre con la base de costumbre, 
los vectores de coordenadas p x = (1, 0, 0, 0), p 2 = (0, 1, 0, 0), p 3 = (0, 0, 1, 0 ),p 4 = (0, 
0, 0, 1). La matriz es decidida por la ecuacion (5): 


Matriz diferenciacion A dif = 


0 10 0 
0 0 2 0 
0 0 0 3 
0 0 0 0 


Ap x es su primera columna, que es cero. Ap 2 es la segunda columna, que es p x . Ap 3 es 2 p 2 , 
y Ap 4 es 3 p 3 . El espacio nulo contiene a p x (la derivada de una constante es cero). El espa- 
cio columna contiene a p x ,p 2 , p 3 (la derivada de una ctibica es una cuadratica). La deriva- 
da de una combination como p = 2 + f- t 2 -t 3 es decidida por la linealidad, y no hay 
nada nuevo en eso: es la forma en que todos diferenciamos. Sena absurdo memorizar la de- 
rivada de cada polinomio. 

La matriz puede diferenciar este p(t), jporque las matrices incluyen linealidad! 


'0100 
0 0 2 0 
0 0 0 3 
0 0 0 0 


1-2 1 - 3 r 
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En breve, la matriz contiene toda la informacion esencial. Si se conoce la base, y se cono- 
ce la matriz, entonces se conoce la transformation de cada vector. 

La codificacidn de la information es sencilla. Para transformar un espacio en sf mis- 
mo, basta una base. Una transformation de un espacio en otro requiere una base para cada 
espacio. 



211 Suponga que los vectores x x , ... ,x n son una base del esp: 
tores y x , ■ ■ . , y m son una base de W. Cada transformation line 
presentada por una matriz A. La y'-esima columna se encuentra a 
vector^ de la base, y escribiendo T(xJ) como una combinacior 

Columna y de A T(xj) = Axj = a xj y x + a 2j y 2 + 


Para la matriz diferenciacion, la columna 1 provino del primer vector de la base, 
p x — 1. Su derivada es cero, de modo que la columna 1 es cero. La ultima columna provi- 
no de ( d/dt)t 3 = 3Z 2 . Debido a que 3 1 2 = 0p x + 0 p 2 + 3p 3 + 0p 4 , la ultima columna con- 
tenia a 0, 0, 3, 0. La regia (6) construye la matriz, columna por columna. 

Para la integration se hace lo mismo. Ahi se va de cubicas a cuarticas, transformando 
V = P 3 en W = P 4 , por lo que se requiere una base de W. La election natural es y x = 1, 
>2 “ t, y 3 — t 2 , y 4 = ?, y 5 = f, generando los polinomios de grado 4. La matriz A es de m 
por n, o de 5 por 4. Proviene de la aplicacion de la integration a cada vector de la base de 
V: 



o bien. Ax j — y 2 . 


.... /, 


obien, Ax 4 = -y s . 


'0 0 0 O' 

10 0 0 

Matriz integracion A int = 0 | 0 0 . 

0 0 i 0 
pool. 

La diferenciacion y la integracion son operaciones inversas. O por lo menos la integracion 
seguida de la diferenciacion regresa a la funcion original. Para hacer que esto oeuiTa para 
las matrices, se requiere la matriz diferenciacion de cuarticas a cubicas, que es de 4 por 5: 


'0 

1 

0 

0 

ol 

'1 

0 

0 

2 

0 

0 . . 

1 

0 

0 

0 

3 

II 

c 

‘■0 

< 

O 

1 

0 

0 

0 

0 

4 J 

1 


La diferenciacidn es una inversa izquierda de la integration, j Las matrices rectangulares 
no pueden tener inversas por ambos lados! En el orden opuesto, Aj^^f = / no puede ser 
cierto. El producto de 5 por 5 tiene ceros en su columna 1 . La derivada de una constante 
es cero. En las otras columnas A int A dif es la identidad, y la integral de la derivada de t n 
es f". 
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Rotaciones 0, proyecciones P y reflexiones H 

Esta section empieza con rotaciones de 90°, proyecciones sobre el eje x, y reflexiones a 
traves de la recta a 45°. Sus matrices son especialmente sencillas: 






(rotacion) (proyeccion) (reflexion) 

Las transformaciones lineales subyacentes del piano x-y tambien son sencillas. Sin embar- 
go, las rotaciones a traves de otros angulos, las proyecciones sobre otras rectas, y las refle- 
xiones en otros espejos son casi tan faciles de visualizar. Siguen siendo transformaciones 
lineales, suponiendo que el origen este fijo: AO = 0. Deben estar representadas por matri- 
ces. Usando la base natural [‘] y [®] , se desea descubrir estas matrices. 


1, Rotacion En la figura 2. 10 se muestra la rotacion de un angulo 9. Tambien muestra 
el efecto sobre los dos vectores de la base. La primera va a (cos 9, sen 6), cuya longitud si- 
gue siendo 1 ; esta en la “recta 9”. El segundo vector base (0, 1 ) rota en ( - sen 9, cos 9). Por 
la regia (6), estos numeros van a las columnas de la matriz (se usa c para cos 9y s para sen 
9). Esta familia de rotaciones Q g constituye una oportunidad perfecta para probar la corres- 
pondencia entre las transformaciones y las matrices: 

■ L La inversa de O e es igual a Q- e (rotacion hacia atras por un angulo 9)2 Si. 




l EI cuadrado de Q & es igual a Q 2B (rotacion por un angulo doble)? Si. 

2 fc — jl fc — rl _ c 2 — .y 2 — 2 c 5 _ cos 29 —sen 2 9 

Qe ~~ s c s c ~ 2 cs c 2 — s 2 sen 29 cos 26 

lEI producto de Q $ y Q v es igual a Q e+V (rotacion por un angulo 9 y luego <p)2 Si. 

_ cos 9 cos<p — sen(?sen<p • • • • _ cos (9 + cp) ■ ■ ■ ■ 

QeQv — sen Q COS (p + cos9sexup • • • ■ _sen(0 + cp) ■ ■ • • 



Figura 2.10 Rotacion en un angulo 9 (izquierda). Proyeccion sobre la recta 9 (derecha). 
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El ultimo caso contiene a los dos primeros. La inversa aparece cuando ip es — 9, y el cua- 
drado aparece cuando cp es + 9. Estas tres ecuaciones fueron decididas por identidades tri- 
gonometricas (y constituyen una nueva manera de recordar estas identidades). No es 
accidental que la respuesta a las tres preguntas sea sf. La multiplicacion de matrices se de- 
fine exactamente de modo que el producto de las matrices corresponds al producto de las 
transformaciones. 

2V Suponga que A yB son transfomacioneslmealesdeyaWydeUaV.su pro- 
ducto AB empieza con un vector u en U, va a Bu en V, y termina con A Bu en W. Es- 
ta “composition” AB de nuevo es una transformacion lineal (de L a W). Su matriz 
es el producto de las matrices individuales que representan A y B. 

Para A dif A jnt , la transformacion compuesta era la identidad (y A^ A djf aniquilaron a 
todas las constantes). Para rotaciones, el orden de la multiplicacion no importa. Asf, U = 
V = W es el piano x-y, y Q e Q lp es lo mismo que Q v Q a . Para una rotacion y una refle- 
xion, el orden sf es importante. 

Norn tecnica : Para construir las matrices, se requieren bases de V y W, y luego para U y 
V. Al mantener la misma base para V, el producto de matrices va correctamente de la ba- 
se en U a la base en W. Si la transformacion A se distingue de su matriz (sea esta [A]), en- 
tonces la regia del producto 2 V se vuel ve extremadamente concisa: [AB] = [A] [B], La regia 
para multiplicar matrices, en el capftulo 1 estaba totalmente determinada por este requeri- 
miento: debe corresponder al producto de transformaciones lineales. 

2. Proyeccion En la figura 2.10 tambien se muestra la proyeccion de (1, 0) sobre la recta 
9. La longitud de la proyeccion es c = cos 9. Observe que el punto de proyeccion no es (c, 
s), como yo consideraba erroneamente; la longitud de ese vector es 1 (es la rotacion), de 
modo que es necesario multiplicar por c. De manera semejante, la longitud de la proyec- 
ci6n de (0, 1) es s, y cae en s(c, s ) = (cs, s 2 ). Asf se obtiene la segunda columna de la ma- 
triz proyeccion P : 

Proyeccion sobre la recta 0 P — 

Esta matriz no tiene inversa, porque la transformacion no tiene inversa. Los puntos sobre 
la recta perpendicular son proyectados sobre el origen; esa recta es el espacio nulo de P. 
,Los puntos sobre la recta 6 son proyectados sobre sf mismos! Proyectar dos veces es lo 
mismo que proyectar una vez, y P 2 = P: 

p 2 _ c 2 cs ~ _ c z (c 2 + s 2 ) cs(c 2 + S 2 ) _ p 

cs s 2 cs(c 2 + J 2 ) s 2 (c 2 + s 2 ) 

Por supuesto, c 2 + s 2 = cos 2 9 + sen 2 9=1. Una matriz. proyeccion es igual a su propio 
cuadrado. 

3. Reflexion En la figura 2. 1 1 se muestra la reflexion de ( 1 , 0) en la recta 9. La longitud 
de la reflexion es igual a la longitud del original, como era despues de la rotacion; sin em- 
bargo, en este caso la recta 9 permanece donde esta. La recta perpendicular invierte la direc- 
tion; todos los puntos pasan directamente a travds del espejo. La linealidad decide el resto. 

Matriz reflexion H = 


2 c 2 — 1 2 cs 

2 cs 2 s 2 — 1 
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Figura 2.1 1 Reflexion a traves de la recta 9: geometrfa y matriz. 


La matriz H posee la extraordinaria propiedad H 2 - I. Dos reflexiones devuelven el origi- 
nal. Una reflexion es su propia inversa, H = H~\ lo cual resulta evidente a partir de la geo- 
metria pero es menos evidente a partir de la matriz. Un metodo es a traves de larelacion 
de las reflexiones con las proyecciones: H = IP — l. Esto significa que Hx + x = 2 Px: la 
imagen mas el original es igual a dos veces la proyeccion. Tambien confirma que H - I: 

H 2 = (2 P - I) 2 = 4 P 2 -4 P + I = I, ya que P 2 = P. 


Otras transformaciones Ax pueden incrementar la longitud de x; el alargamiento y el 
esfuerzo cortante se encuentran en los ejercicios. Cada ejemplo tiene una matriz que lo re- 
presenta, lo cual constituye la cuestion mas importante de esta section. Sin embargo, tam- 
bien esta la cuestion de elegir una base, y se recalca que la matriz depende de la eleccion 
de la base. Suponga que el primer vector en la base esta sobre la recta 0 y que el segundo 
vector en la base es perpendicular: 

i) La matriz proyeccion es regresada por P = ^ ° j . Esta matriz se construye como 

siempre: su primera columna proviene del primer vector en la base (proyectado en 
si mismo). La segunda columna proviene del vector en la base que es proyectado en 
cero. 

ii) Para reflexiones, esa misma base proporciona H = ^ _°j .El segundo vector en la 

base es reflejado sobre su negativo para producir esta segunda columna. La matriz H 
sigue siendo 2 P — / cuando la misma base se usa para H y P . 


iii) Para rotaciones, la matriz no cambia. Estas rectas siguen rotando un angulo 9, y 
q = I”' como antes. 


Toda la cuestion de elegir la mejor base es absolutamente fundamental, por lo que en el ca- 
pftulo 5 se abordara nuevamente. El objetivo es hacer diagonal a la matriz, como se logro 
para Py H. Para hacer diagonal a Q se requieren vectores complejos, ya que todos los vec- 
tores reales estan rotados. 

Aqui se menciona el efecto que tiene sobre la matriz un cambio de base , mientras las 
transformaciones lineales permanecen igual. La matriz A (o Q, o P, o ff) se modifica a 
S~ 2 AS. Asf, una simple transformation es representada por varias matrices (mediante ba- 
ses diferentes, tomadas en cuenta por 5). La teorfa de los vectores caracterfsticos conduce 
a la formula S~ l AS, asf como a la mejor base. 
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Conjunto de problemas 2.6 

1. ^Que matriz tiene el efecto de rotar cada vector un dngulo de 90° y luego proyectar el 
resultado sobre el eje x? i Que matriz representa la proyeccion sobre el eje x seguida 
de la proyeccion sobre el eje y? 

2. El producto de 5 reflexiones y 8 rotaciones del piano x-y, ^.produce una rotation o una 
reflexion? 

3. La matriz A = j"g ° J produce un alargamiento en la direction x. Trace el cfrculo \ 

x 2 + y 2 = 1 y a su alrededor trace los puntos (2x, y) que resultan de la multiplication 
por A. iQue forma tiene esa curva? 

4. Toda recta sigue siendo recta despues de una transformation lineal. Si z esta a la mi- 
tad entre xy y, demuestre que Az esta a la mitad entre Ax y Ay. 

5. La matriz A = |j j 1 ] produce una transformation por esfuerzo cortante, que deja el 

eje y sin cambio. Bosqueje este efecto en el eje x, indicando lo que ocurre a (1, 0) y 
(2, 0) y ( — 1, 0), y como se transforma todo el eje. 

6. ^Cuales son las matrices de 3 por 3 que representan las transformaciones que 

a) proyectan cada vector sobre el piano x-y? 

b) reflejan cada vector a traves del piano x-y? 

c) rotan el piano x-y un angulo de 90°, dejando solo al eje z? 

d) rotan un angulo de 90° al piano x-y, luego al piano x-z, y luego al piano y-z? 

e ) realizan las tres rotaciones, pero cada una de un angulo de 180°? 

7. En el espacio P 3 de polinomios cubicos, ^que matriz representa d 2 /dt 2 l Construya la 
matriz de 4 por 4 a partir de la base estandar 1, t, r, t 3 . Encuentre su espacio nulo y su 
espacio columna. iQue significan estos en terminos de polinomios? 

8. De los cubicos P 3 hasta los polinomios de cuarto grado P 4 , £que matriz representa la 
multiplication por 2 4- 3 f? Las columnas de la matriz A de 5 por 4 provienen de la 
aplicacion de la transformation a 1,1, l 2 , r 3 . 

9. Las soluciones de la ecuacion diferencial d 2 u/dt 2 = u forman un espacio vectorial (ya 
que las combinaciones de soluciones siguen siendo soluciones). Encuentre dos solu- 
ciones independientes, con la finalidad de obtener una base para ese espacio solution. 

10. Con valores iniciales it = x y du/dt = y en t = 0, <,que combination de los vectores 
en la base del problema 9 resuelve «" = «? Esta transformation de valores iniciales a 
solution es lineal. ^Cual es su matriz de 2 por 2 (usando x = l,J , = 0yx = 0, y = 1 
como base de V, y su base de W)? 

11. Compruebe directamente a partir de c 2 + s 2 = 1 que las matrices reflexion satisfacen 

= I. 

12. Suponga que A es una transformation lineal del piano x-y en sf mismo. <,Que hace 
A"’(x + y) = A -I x + A~’y ? Si A esta representada por la matriz M, explique por 

que A ~ 1 estd representada por M ~ 1 . 

13. El producto ( AE)C de transformaciones lineales empieza con un vector x y produce 
u = Cx. Luego, la regia 2 V aplica AB aay Uega a ( AB)Cx . 


134 


Capitulo 2 Espacios vectoriales 


a) ; Este resultado es el mismo si se aplican por separado C, luego B y por ultimo A? 

b) ; Este resultado es el mismo si se aplica BC seguido de A? Los parentesis son mne- 

cesarios y la ley asociativa ( AB)C = MjBC) se cumple para transformaciones linea- 
les. Esta es la mejor demostracion de la misma ley para matrices. 

14. Demuestre que T 2 es una transformacidn lineal si T es lineal (de R 3 a R 3 j. 

15. El espacio de todas las matrices de 2 por 2 tiene los cuatro “vectores en la base 

'1 0] [0 ll [0 Ol [0 O' 

0 0J ’ [0 0J ’ L 1 °J ’ L° l . ’ 

Para la transformacion lineal de trasposicion, encuentre su matriz A respecto a esta ba- 
se. i,Por que A 2 = /? 

16. Encuentre la matriz permutacion cfclica de 4 por 4: (x ls x 2 , x 3 ,x 4 ) se ttansforma en 
Ax = (x 2 , x 3 , x 4 , x t ). iCual es el efecto de A 2 ? Demuestre que A = A . 

17 Encuentre la matriz A de 4 por 3 que representa un desplazamiento derecho : (x„ x 2 , 
xj) se transforma en (0, x„ x 2 , x 3 ). Tambien encuentre la matriz desplazamiento iz- 
quierdo B de R 4 de regreso a R 3 , transformando (x, . x 2 , x 3> x 4 ) en (x 2 , x 3 , x 4 ). iCuales 
son los productos AB y BA? 

18. En el espacio vectorial P 3 de todos los p(x) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + a 3 x 3 , sea S el sub- 
conjunto de los polinomios con f 0 ' p(x) dx = 0. Compruebe que S es un subespacio 
y encuentre una base. 

19. Una transformacion no lineal es invertible si T(x) = b tiene exactamente una solucion 
para toda b. El ejemplo si T(x) = x 2 no es invertible porque x 2 = b tiene dos solucio- 
nes para b positiva y ninguna solucion para b negativa. i,Cuales de las siguientes trans- 
formaciones (de los numeros reales R 1 a los numeros reales R 1 ) son invertibles? 
Ninguna es lineal, ni siquiera c). 

a) T(x) = x 3 . b) T(x)=e\ 

c ) T(x) = x + 11. d) T(x) = cosx. 

20. ^Cual es el eje y el angulo de rotacion para la transformacion que lleva (x,, x 2 , x 3 ) a 
(x 2 , X 3 , Xi)? 

21. Una transformacion lineal debe dejar fijo ai vector cero: T( 0) = 0. Demuestre esto a 

partir de T(v + w) = Tiv) + T(w) escogiendo w = . Tambie'n demuestrelo a par- 

tir del requerimiento T(cv ) = cT(v) escogiendo c = . 

22. ^Cuales de las siguientes transformaciones no son lineales? La entrada es v = (v u v 2 ). 

a) T(v)=(v 2 ,v i). b ) r(u) = (u,,ui). 

c) T(v) = (0, v\). d) T(v)=( 0,1). 

23. Si S y T son lineales con S{v) = T(v) = u, entonces iS(T(v)) = »o« 2 ? 

24. Suponga que T(v) = v, excepto que TfO, v 2 ) — (0, 0). Demuestre que esta transforma- 
cion satisface T(cv) = cT(v ) pero no T{ v + w) = T(v) + T(w). 

25. ^Cuales de las siguientes transformaciones satisfacen T(v + w) = T(v) + Tiw), y cua- 
les satisfacen T{cv ) = cT{vY>. 

a) T(v) = v/\\v\\. 
c ) T(v) = (fi, 2 u 2 , 3u 3 ). 


b ) T(v) - Vi + v 2 + v 3 . 

d) T{v) — la mayor componente de v. 


0 i i 7 3 8 
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26. Para las siguientes transformaciones de V = R 2 en W = R 2 , encuentre T(T(v)). 

a) T(v) = —v. 

b) T(v) = v +(1, 1). 

c ) T{v) = 90° rotacion = (— 1 > 2 , tq). 

- , (V\ + V 2 Vi + V 2 

d) T{v) = proyeccion = ^ — — — , — — — 

27. La transformacion “cfclica” T se define por T(v u v 7 , v 3 ) = (v 7 , v 3 , v,). ;Cudl es 
T(T(T(v)))? i,Cual es r IOO (u)? 

28. Encuentre el contradominio y el kernel (estos terminos son nuevos para designar el es- 
pacio columna y el espacio nulo) de T. 

a) T(vi,v 2 ) = (v 2 ,vi). b ) T(vi,v 2 ,v 3 ) = (v lt v 2 ). 

c ) T( vi,v 2 ) = (0,0). d) T(v u v 2 ) = (vi,vi). 

29. Una transformacion lineal de V a W tiene una inversa de W a V cuando el contrado- 
minio es todo W y el kernel s61o contiene a v = 0. ^Por que estas transformaciones 
no son invertibles? 

a) T(v u v 2 ) =(v 2 ,v 2 ) W = R 2 . 

b) T(vi,v 2 ) = (vi,v 2 ,vi + v 2 ) W = R 3 . 

c) T(v l ,v 2 )=v l W = R*. 

30. Suponga que una T lineal transforma (1, 1) en (2, 2) y (2, 0) en (0, 0). Encuentre T(v) 
cuando 

a) v = (2, 2). b) v = (3, 1). c) v = ( — 1, 1). d) v = (a,b). 

Los problemas 31 a 35 pueden ser mas dificiles. El espacio de entrada V contiene a to- 
das las matrices M de 2 por 2. 

31. M es cualquier matriz de 2 por 2yA=jj 4 j-L a transformacion lineal T se define 

como T(M) = AM. ^Cuales reglas de la multiplicacion de matrices muestran que T es 
lineal? 

32. Suponga que A = 3 g j . Demuestre que la matriz identidad I no esta en el contra- 
dominio de T. Encuentre una matriz M diferente de cero tal que 77 Af ) = AM es cero. 

33. Suponga que T transpone a toda matriz M. Intente encontrar una matriz A que haga 
A/W = M T para toda M. Demuestre que ninguna matriz A puede hacer lo anterior. Pa- 
ra los profesores: i,Esta es una transformacidn lineal que no proviene de una matriz? 

34. La transformacion T que transpone a toda matriz es definitivamente lineal. ^Cuales de 
las siguientes propiedades adicionales son ciertas? 

a) T 2 = transformacion identidad. 

. b) El kernel de T es la matriz cero. 

c) Todas las matrices estan en el contradominio de T. 

d) T{M) = —M es imposible. 

35. Suponga que T(M) = ^ o] [^] [o ?]• Encuentre una matriz con T(M) # 0. 

Describa todas las matrices con T(M) = 0 (el kernel de I) y todas las matrices de sa- 
lida T(M) (el contradominio de T) . 
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Los problemas 36 a 40 son sobre cambio de base. 

36. a) ^Que matriz transforma (1, 0) en (2, 5) y (0, 1) en (1, 3)? 

b ) iQue matriz transforma (2, 5) en (1, 0) y (1, 3) en (0, 1)? 

c) ^Por que ninguna matriz transforma (2, 6) en (1, 0) y (1, 3) en (0, 1)? 

37. a) ^Que matriz M transforma (1, 0) y (0, 1) en (r, t) y ( s , u)2 

b) iQue matriz N transforma (a, c) y (b, d) en (1, 0) y (0, 1)? 

c) i,Que condition sobre a, b, c, d hace imposible el inciso b)l 

38. a) ^Como My N del problema 37 producen una matriz que transforma ( a , c) en ( r , t) 

y ( b , d ) en (s, «)? 

b ) iQue matriz transforma (2, 5) en (1, 1) y (1, 3) en (0, 2)? 

39. Si se conservan los mismos vect ores en la base pero se escriben en otro orden, la ma- 
triz de cambio de base M es una matriz . Si los vectores en la base se preservan 

en orden pero se cambian sus longitudes, entonces M es una matriz . 

40. La matriz que transforma (1, 0) y (0, 1) en (1, 4) y (1, 5) es M = . La combina- 

tion a(l, 4) + Ml, 5) igual a (1, 0) tiene (a, &) = (,). ^Como se relacionan estas coor- 
denadas de (1, 0) con M o M~ l ? 

41. ^Cuales son las tres ecuaciones para A, B, C si la parabola Y = A + Bx + Cx 2 es igual 
a 4 en x = a, 5 en x ~ b, y 6 en x = c? Encuentre el determinante de la matriz de 3 
por 3. ^Para que numeros a, b, c es imposible encontrar esta parabola F? 

42. Suponga que v h v 2 , v 3 son vectores caracterfsticos para T. Esto significa que T{v,) = 
A . t Vi para i — 1, 2, 3. t,Cudl es la matriz para T cuando las bases de entrada y de salida 
son las us? 

43. Toda transformation lineal invertible puede tener a I como su matriz. Para la base de 
salida se elige w t = T(v t ). <,Por que T debe ser invertible? 

44. Suponga que T es una reflexion a traves del eje x y que S es una reflexion a traves del 
eje y. El dominio V es el piano x~y. Si v = (x, y), i,cual es S(T(u))? Encuentre una des- 
cription mas sencilla del producto ST. 

45. Suponga que T es una reflexion a traves de la recta a 45°, y que S es una reflexion a 
traves del eje y. Si v = (2, 1), entonces T(v) = (1,2). Encuentre S(T(v)) y T(S(v)). Con 
esto se demuestra que en general ST i= TS. 

46. Demuestre que el producto ST de dos reflexiones es una rotation. Multiplique estas 
matrices reflexion para encontrar el angulo de rotation: 


cos 29 

sen 2 9 

cos 2a 

sen 2a 

sen 2 9 

—cos 20 

sen2a 

—cos 2a 


47. La matriz de Hadamard de 4 por 4 esta integrada completamente por + 1 y — 1 : 



Encuentre H 1 y escriba v = (7, 5, 3, 1) como una combination de las columnas de H. 

48. Suponga que se tienen dos bases v x , .... v n y uq, . . . , w„ de R". Si un vector tiene coe- 
ficientes b t en una base y c ; en la otra base, ^cual es la matriz de cambio de base en 


• rf > 'i&c. $$ 
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& = Me? Empiece con - nep. akgeht*na 

b\V\ + • ■ ■ A-b n v n = Vb = CiWi + ■ ■ ■ +c n w n = Wc. 

Su respuesta represents T(v) = v con base de entrada de vs y base de salida de ws. De- 
bido a que las bases son distintas, la matriz no es I. 

49. iFalso o verdadero? Si se conoce T(v) para n vectores diferentes de cero en R n , enton- 
ces se conoce T(v) para cada vector en R". 

50. (Recomendado) Suponga que todos los vectores x en el cuadrado unitario 0 < x x £ 1, 
0 £ r 2 - 1 se transforman en Ax (A es de 2 por 2). 

a) ^Cual es la forma de la region transformada (toda Ax)? 

b) i,Para que matrices A esta region es cuadrada? 

c) ^Para que matrices A es una recta? 

d) i,Para que matrices A la nueva area sigue siendo 1 ? 
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2.1 Encuentre una base para los siguientes subespacios de R 4 : 

a) Los vectores para los cuales x t = 2x 4 . 

b) Los vectores para los cuales + x 2 + x 3 = 0 y x 3 + x 4 = 0. 

c) El subespacio generado por (1, 1, 1, 1), (1, 2, 3, 4), y (2, 3, 4, 5). 

2.2 Proporcione una base para describir un subespacio bidimensional de R 3 que no con- 
tenga ninguno de los vectores de coordenadas (1,0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). 

2.3 ^Falso o verdadero? Proporcione un contraejemplo si es falso: 

a) Si los vectores x, x m generan un subespacio S, entonces dim S — m. 

b ) La intersection de dos subespacios de un espacio vectorial no puede ser vacia. 

c) Si Ax = Ay, entonces x = y. 

d) El espacio renglon de A tiene una base unica que puede calcularse reduciendo A 
a forma escalonada. 

e ) Si una matriz cuadrada A tiene columnas independientes, tambi^n A 2 tiene co- 
lumnas independientes. 

2.4 iCual es la forma escalonada U de A? 

f 1 2 0 2 f 

A = -1 -2 1 1 0 . 

L 1 2-3-7 — 2_ 

^.Cuales son las dimensiones de sus cuatro subespacios fundamentales? 

2.5 Encuentre el rango y el espacio nulo de 


0 

0 

f 

r° 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

y B — 0 

0 

1 

2 

1 

1 

1 

[1 

1 

1 

0 
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2.6 Encuentre bases para los cuatro subespacios fundamentales asociados con 

n 2i ro oi ^ ri i o oi 


0 10 1 ' 


2.7 ^Cual es la solution mas general d e n + u + w = l, u — w = 2? 

2.8 a) Construya una matriz cuyo espacio nulo contenga al vector x = (1, 1,2). 

b) Construya una matriz cuyo espacio nulo izquierdo contenga a y = (1,5). 

c) Construya una matriz cuyo espacio columna sea generado por (1, 1, 2) y cuyo 
espacio renglon sea generado por (1, 5). 

d) Si se tienen tres vectores cualesquiera en R 6 y tres vectores cualesquiera en R 3 , 
^existe alguna matriz de 6 por 5 cuyo espacio columna es generado por los pri- 
meros tres y cuyo espacio renglon es generado por los segundos tres? 


2.9 En el espacio vectorial de matrices de 2 por 2, 

a) ie 1 conjunto de matrices con rango 1 es un subespacio? 

b) t,que subespacio es generado por las matrices permutation? 

c) ^que subespacio es generado por las matrices positivas (todos los a tj > 0)? 

d) £que subespacio es generado por las matrices invertibles? 

2.10 Invente un espacio vectorial que contenga a todas las transformaciones lineales de 
R" a R". Defina una regia para la suma. ^Cual es la dimension del espacio vecto- 
rial? 


2.11 a) Encuentre el rango de A, y proporcione una base de su espacio nulo. 

'1 1 [1 2 0 1 2 f 

2i 002200 

A LU 211 0 0 0 0 0 1 ' 
324 lj L° 00000 


b) Los 3 primeros renglones de U son una base del espacio renglon de A: /also o 
verdadero? 

Las columnas 1, 3, 6 de U son una base del espacio columna de A: //also o ver- 
dadero? 

Los cuatro renglones de A son una base del espacio renglon de A: /'also o ver- 
dadero? 

c) Encuentre tantos vectores b linealmente independientes como sea posible para 
los cuales Ax = b tenga una solucion. 

d) En la elimination sobre A, ^que multiplo del tercer renglon se resto para elimi- 
nar el cuarto renglon? 

2.12 Si A es una matriz de n por n — 1, y su rango es n — 2, ^cual es la dimension de su 
espacio nulo? 

2.13 Use elimination para encontrar los factores triangulares en A = LU, si 

a a a a 

, a b b b 
A = , 

a b c c 

abed 

^Que condiciones deben imponerse a los numeros a , b, c, d para que las columnas sean li- 
nealmente independientes? 
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2.14 i,Los vectores (1, 1, 3), (2, 3, 6), y (1, 4, 3) son una base de R 3 ? 

2.15 iQue se sabe de C(A) cuando el numero de soluciones de Ax = b es 

a) 0 o 1, dependiendo de b. 

b ) oo, independientemente de b. 

c ) 0 o oo, dependiendo de b. 

d) 1, sin importar b. 

2.16 En el ejercicio anterior, jeomo esta relacionado r con my n en cada ejemplo? 

2.17 Si x es un vector en R”, y x T y = 0 para toda y, demuestre que x = 0. 

2.18 Si A es una matriz de n por n tal que A 2 = A y rango A = n, demuestre que A = I. 

2.19 iQue subespacio de matrices de 3 por 3 es generado por las matrices elementales 
Eg, con Is en la diagonal y cuando mucho un elemento diferente de cero debajo de 
la diagonal? 

2.20 ^Cuantas matrices permutation de 5 por 5 hay? /on linealmente independientes? 
^Generan el espacio de todas las matrices de 5 por 5? No es necesario que las escri- 
ba todas. 

2.21 ^Cual es el rango de la matriz de n por n con todos los elementos igual a 1? pQue 
puede decir sobre la “matriz de tablero de ajedrez”, con ay = 0 cuando i + j es par, 
ay = 1 cuando i + j es impar? 

2.22 a) pQue condiciones deben imponerse a b para que Ax = b tenga una solucion, pa- 

ra las siguientes Ay bl 

'1 2 0 3 ] \b{ 

A=0000 y b ~ bx . 

2 4 0 ij \b~}_ 

b ) Encuentre una base para el espacio nulo de A. 

c) Encuentre la solucion general de Ax = b, cuando exista una solucicm. 

d) Encuentre una base para el espacio columna de A. 

e) iCual es el rango de A T ? 

2.23 iComo puede construirse una matriz que transforme los vectores de coordenadas e h 
e 2 , e 3 en tres vectores dados tq, v 2 , v 3 ? i,Cudndo es invertible esa matriz? 

2.24 Si e u e 2 , e 3 estan en el espacio columna de una matriz de 3 por 5, /sta tiene inver- 
sa izquierda? ^Tiene inversa derecha? 

2.25 Suponga que T es una transformation lineal sobre R 3 que transforma cada punto ( u , 
v, w) en (u + v + w, u 4- v, u). Describa lo que T~ l hace al punto (x, y, z). 

2.26 iFalso o verdadero ? 

a) Todo subespacio de R 4 es el espacio nulo de alguna matriz. 

b) Si A tiene el mismo espacio nulo que A T , entonces la matriz debe ser cuadrada. 

c) La transformation que manda x a mx + b es lineal (de R 1 a R 1 ). 


2.27 Encuentre bases para los cuatro subespacios fundamentales de 


'1 2 0 3' 

0 2 2 2 

Al 0000 
0 0 0 4 


'll 

y a 2 = l [ i 
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2.28 a) Si los renglones de A son linealmente independientes (A es de m por n), entonces 

el rango es , el espacio columna es y el espacio nulo izquierda es . 

b) Si A es de 8 por 10 con un espacio nulo bidimensional, demuestre que Ax — b 
puede resolverse para toda b. 

2.29 Describa las transformaciones lineales del piano x-y que estan representadas con la 
base estandar (1, 0) y (0, 1) por las matrices 


1 0 ' 

2 1J ’ 


2.30 a) Si A es cuadrada, demuestre que el espacio nulo de A 2 contiene al espacio nulo 

de A. 

b) Tambien demuestre que el espacio columna de A 2 esta contenido en el espacio 
columna de A. 

2.31 ^Cuando se cumple A 2 = 0 para la matriz A = uv T de rango 1? 

2.32 a) Encuentre una base para el espacio de todos los vectores en R 6 con x t + x 2 = 

*3 + X 4 = X 5 + X 6 . 

b) Encuentre una matriz cuyo espacio nulo sea ese subespacio. 

c ) Encuentre una matriz cuyo espacio columna sea ese subespacio. 

2.33 Suponga que las matrices PA = LXJ son 


'0 

1 

0 

o' 

r 

1 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

1 


0 

0 

1 

0_ 

. 



T 

0 

0 



0 

1 

0 



1 

1 

1 



2 

1 

0 


a) i,Cual es el rango de A? 

b ) (,Cual es una base para el espacio renglon de A? 

c) (Falso o verdadero ?: Los renglones 1, 2, 3 de A son linealmente independientes. 

d) <^CuaI es una base para el espacio columna de A? 

e) i,Cual es la dimension del espacio nulo izquierdo de A? 

f) t,Cual es la solucion general de Ax = 0? 


! 

i 
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Ortogonalidad 


3.1 VECTORES Y SUBESPACIOS 0RT0G0NALES 

Una base es un conjunto de vectores independientes que genera un espacio. Geometrica- 
mente, es un conjunto de ejes coordenados. Un espacio vectorial se define sin estos ejes, 
aunque cada vez que pienso en el piano x-y, en el espacio tridimensional o en R", ahf es- 
tan los ejes. iSuelen ser perpendiculares! Los ejes coordenados producto de la imagination 
practicamente siempre son ortogonales. Al elegir una base, se tiende a elegir una ortogo- 
nal. 

Uno de los fundamentos del algebra lineal es el concepto de base ortogonal. Se re- 
quiere una base para convertir construcciones geometricas en calculos algebraicos, y se 
necesita una base ortogonal para que estos calculos sean sencillos. Especializacion mas 
detallada hace casi optima la base: los vectores deben tener longitud 1. Para una base or- 
tonormal (vectores unitarios ortogonales) se encuentra que 

1. la longitud ||x|| de un vector; 

2. la prueba x T y = 0 para vectores perpendiculares; y 

3. como crear vectores perpendiculares a partir de vectores linealmente independientes. 

Mas que justamente vectores, los subespacios tambien pueden ser perpendiculares. Se 
descubrira, de manera tan hermosa y simple que sera una delicia ver, que los subespacios 
fundamentales se encuentran a dngulos rectos. Estos cuatro subespacios fundamentales 
son perpendiculares por pares, dos en R m y dos en R". Esto completara el teorema funda- 
mental del algebra lineal. 

El primer paso es encontrar la longitud de un vector , que se denota por ||x|| , y en 
dos dimensiones proviene de la hipotenusa de un triangulo rectangulo (vease la figura 
3.1a). El cuadrado de la longitud fue proporcionado hace mucho tiempo por Pitagoras: 
||x|l 2 =x? +xf. 


( 0 , 0 , 3 ). 


( 0 , 2)1 j ( 1 , 2 ) „ , |2 


x\\ 2 = x\ 4- x\ + x\ 


- 7 2 5 = u + 2 2 ; v - : 

/ 14 = l 2 H- 2 2 + 3 2 ' / ' ; 

(1, 0, Op- 2, 0) tiene longitud s/S 

a) b ) 

Figura 3.1 Longitud de los vectores (x 1; x 2 ) y (x 1; x 2 , x 3 ). 


^(1,2,3) tiene longitud s/lA 
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En el espacio tridimensional, x — (x x , x 2 , x 3 ) es la diagonal de una caja (vease la figu- 
ra 3,. lb). Su longitud proviene de dos aplicaciones de la formula de Pitagoras. El caso bi- 
dimensional se ocupa de (x l , x 2 , 0) = (1, 2, 0) a traves de una base. Esto forma un angulo 
recto con el lado vertical (0, 0, x 3 ) = (0, 0, 3). La hipotenusa del tri angulo en negritas (nue- 
vamente PitSgoras) es la longitud ||xl| que se busca: 

Longitud en 3 dimensiones ||x|| 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 y ||x|| = \J x\ + xf + xf. 

La extension a x = (x,, , x„) en n dimensiones es inmediata. Por el teorema de Pi- 

tagoras multiplicado por n - 1 veces, la longitud de ||x)| en R" es la raiz cuadrada positi- 
va de x T x: 


Longitud al cuadrado 


■2 + ' " +X 2 = X T X. 

■ ■ - V - 


La suma de cuadrados corresponde a x T x, y la longitud de x = (1, 2, —3) es ^/^4: 


x T x = [l 2 -3] 2 = l 2 +2 2 +(-3) 2 = 14. 

-3 


Vectores ortogonales 

iComo decidir si dos vectores x y y son perpendiculares? ^Cual es la prueba de ortogona- 
lidad en la figura 3.2? En el piano generado porx y y, estos vectores son ortogonales en el 
supuesto de que formen un triangulo rectangulo. Volvamos a a 2 + b 2 = c 2 : 

Lados de un triangulo rectangulo ||x|| 2 + |jy|| 2 = [|x — y[[ 2 . (2) 

Al aplicar la formula de la longitud (1), esta prueba de ortogonalidad en R" se vuelve 

(*? + ‘ ’ ‘ +x l) + (y? + • * • +y%) = (*i ~ y \ ) 2 + • • • +(x„ - y n ) 2 . 

El miembro derecho contiene un termino -2x t y t extra de cada (x* - y,) 2 : 

miembro derecho = (x? + • • • + x 2 ) - 2{x x yi + • • • + x„y„) + (yf + • • • + y 2 ). 

Se tiene un triangulo rectangulo cuando la suma de los terminos del producto cruz x t yi es 
cero: 

Vectores ortogonales x T y = xiyi + • • • +x„y„ = 0. (3) 

Esta sumatoria es x T y = X x,- y,- = y T x, el vector rengldn x T multiplicado por el vector co- 
lumna y: 


Producto interno x T y = [x x 



= x x y x + ■ ■ ■ + x n y n . 


(4) 
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Figura 3.2 Triangulo rectangulo con 5 + 20 = 25. Angulo con luiea punteada 100°, an- 
gulo con Itnea discontinua 30°. 

Algunas veces este numero se denomina producto escalar o producto punto, y se denota por 
(x, y) o x • y. Aqu£ se usara el nombre de producto interno y se preservara la notation x T y. 

3A El producto interno x T y es cero si y solo si x y y son Vectores ortogonales. Si 
x T y > 0, su angulo es menor que 90°. Si x r y < 0, su angulo es mayor cue 90°. 

La longitud al cuadrado es el producto interno de x consigo mismo: x T x = x 2 + • • • +. 
x 2 = |jx|| 2 . El unico vector con longitud cero — el unico vector que es ortogonal a si 
mismo — es el vector cero. Este vector x = 0 es ortogonal a cada vector en R". 

Ejemplo 1 (2, 2, —1) es ortogonal a (— 1, 2, 2). La longitud de cada uno es ^/4 + 4 + 1 = 3. 

Hecho util : Si los vectores diferentes de cero v x , ... ,v k son mutuamente ortogonales 
(cada vector es perpendicular a los demas), entonces estos vectores son linealmente in- 
dependientes. 

Demostracion Suponga que c,n 1 + ■ • • + c k v k = 0. Para demostrar que c l debe ser cero, 
se toma el producto interno de ambos miembros con v x . Debido a la ortogonalidad de las 
us, se queda con un solo termino: 

vfchui + ■ • • +c k v k ) = civjvi = 0. (5) 

Los vectores son diferentes de cero, de modo que ujui ^ 0 y en consecuencia c x = 0. 
Lo mismo se cumple para cada c,-. La unica combinacion de las us que produce 0 tiene a 
todas las c x — 0: j independence ! ■ 

Los vectores coordenados e x , , e n en R” son los vectores ortogonales mas impor- 
tantes. Estos son las columnas de la matriz identidad. Constituyen la base mas sencilla de 
R", y son vectores unitarios : la longitud de cada uno es ||e,|| = 1 . Apuntan a lo largo de los 
ejes de coordenadas. Si estos vectores se rotan, el resultado es una nueva base ortonor- 
mal: un nuevo sistema de vectores unitarios mutuamente ortogonales. En M 2 se tiene cos 2 
9 + sen 2 0=1: 

Vectores ortonormales en R 2 v , = (cos 9, sen 0) y v 2 = (—sen 0, cos 0). 
Subespacios ortogonales 

A continuation se abordara la ortogonalidad de dos subespacios. Cada vector en un subes- 
pacio debe ser ortogonal a cada vector en el otro subespacio. Los subespacios de R 3 pue- 
den tener dimension 0, 1, 2, o 3. Estos subespacios est&n representados por rectas o pianos 
que pasan por el origen, y en casos extremos, solo por el origen o todo el espacio. El 
subespacio {0} es ortogonal a todos los subespacios. Una recta puede ser ortogonal a otra 
recta, o puede ser ortogonal a un piano, pero un piano no puede ser ortogonal a un piano. 
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Debo admitir que el muro frontal y el muro lateral de una habitacion se ven como pia- 
nos perpendiculares en R 3 . Pero segun nuestra definicidn, ;no es asf! Hay reetas v y w en 
los muros frontal y lateral que no se encuentran a angulos rectos. La recta que corre a lo 
largo de la arista pertenece a ambos muros, y ciertamente no es ortogonal a sf misma. 

3B Dos subespacios V y W del mismo espacio R" son ortogonales si cada vector 
r en V es ortogonal a cada vector w en W: v T w = 0 para toda v y w. 

Ejjemplo 2 Suponga que V es el piano generado por iq = (1, 0, 0, 0) y v 2 = (1, 1, 0, 0). Si W es el 
piano generado por w = (0, 0, 4, 5), entonces w es ortogonal a ambos vectores us. La rec- 
ta W es ortogonal a todo el piano V. 

En este caso, con subespacios de dimensiones 2 y 1 en R\ hay espacio para un tercer 
subespacio. La recta L que pasa por z = (0, 0, 5, -4) es perpendicular a V y W. Asf, la su- 
ma de las dimensiones es 2 -I- 1 + 1 = 4. iQue espacio es perpendicular a los tres, V, W, 

y l? 


Los importantes subespacios ortogonales no se presentan accidentalmente, y se pre- 
sentan por pares. De hecho, los subespacios ortogonales son inevitables: \Son los espacios 
fundamentales l El primer par lo constituyen el espacio nulo y el espacio renglon. Estos 
son subespacios de R": los renglones tienen n componentes, como el vector x en Ax = 0. 
Es necesario demostrar, usando Ax = 0, que los renglones de A son ortogonales al vector 
x en el espacio nulo. 


3£ Teorema fundamental de or 
pacio nulo (en R n ). El espacio co ! 


i El espacio renglon es ortogon; 
Tina es ortogonal al espacio nulo izquierdo (e 



Primera demostracion Suponga que x es un vector en el espacio nulo. Entonces Ax = 0, y 
este sistema de m ecuaciones puede escribirse como renglones de A que multiplican a x: 


Todo renglon es 
ortogonal a x 

Ax = 

■ • • renglon 1 
• • • renglon 2 


V 

x-i 

__ 

o o' 



■ • ■ renglon m • • • 


X„ 


A 


La cuestion importante ya esta presente en la primera ecuacion: el renglon 1 es orto- 
gonal a x. Su producto intemo es cero: esa es la ecuacion 1. Todo miembro derecho es ce- 
ro, de modo que x es ortogonal a todo renglon. En consecuencia, x es ortogonal a toda 
combination de los renglones. Cada x en el espacio nulo es ortogonal a cada vector en el 
espacio renglon, de modo que N(A) ± C(A T ). 

El otro par de subespacios ortogonales proviene de A r y = 0, o y T A = 0: 


y T A 


yi 


c 

0 

1 

u 

m 

n 


c 

0 

1 
u 
m 
n 


0], 


(7) 


El vector y es ortogonal a cada columna. La ecuacion asf lo indica, a partir de los ceros en 
el miembro derecho. En consecuencia, y es ortogonal a toda combinacion de las columnas. 



) 
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Es ortogonal al espacio columna, y se trata de un vector tfpico en el espacio nulo izquier- 
do: N(A r ) A. C(A) . Esto es lo mismo que la primera mitad del teorema, con A sustitui- 
da por A t . ■ 

Segunda demostracion El contraste con esta “demostracidn libre de coordenadas” debe ser 
de utilidad para el lector. Constituye un metodo de razonamiento mas “abstracto”. Me gus- 
tarfa saber cual de las dos demostraciones es mas clara y mejor comprendida. 

Si x esta en el espacio nulo, entonces Ax = 0. Si v esta en el espacio renglon, es una 
combinacion de los renglones: v — A T z para algun vector z. Asf, en una Ifnea: 

Espacio nulo _L Espacio renglon V T X = ( A T zfx = z T Ax = z T 0 = 0. (8) 
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Ejemplo 3 


Suponga que el rango de A es 1 , de modo que su espacio columna y su espacio renglon son 
reetas: 


Matriz de rango 1 



3' 

6 

9 


Los renglones son multiplos de (1, 3). El espacio nulo contiene ax = (—3, 1), que es orto- 
gonal a todos los renglones. El espacio nulo y el espacio renglon son reetas perpendicula- 
res en R 2 : 


[1 



y 


[2 6 ] 


= 0 y 





= 0 . 


En contraste, los otros dos subespacios estan en R 3 . El espacio columna es la recta que pa- 
sa por (1,2, 3). El espacio nulo izquierdo debe ser el piano y y + 2y 2 + 3y 3 = 0. Esta ecua- 
cion es exactamente el contenido de y r A = 0. 


Los dos primeros subespacios (las dos reetas) tienen dimensiones 1 + 1 = 2 en el es- 
pacio R 2 . El segundo par (recta y piano) tienen dimensiones 1 + 2 = 3 en el espacio R 3 . 
En general, el espacio renglon y el espacio nulo tienen dimensiones cuya suma es r + (n- 
r) — n. La suma de las dimensiones del otro par es igual a r + (m - r) = m. Esta ocurrien- 
do algo mas que la ortogonalidad, por lo que pido paciencia al lector para abordar otra cues- 
tion adicional: las dimensiones. 

Con toda certeza es verdad que el espacio nulo es perpendicular al espacio renglon, 
aunque esta no es toda la verdad. N(A) contiene a todo vector ortogonal al espacio ren- 
glon. El espacio nulo fue formado a partir de todas las soluciones de Ax = 0. 

DEFINICI0N Dado un subespacio V de R", el espacio de todos los vectores ortogonales 
a V se denomina complement© ortogonal: de V. Se denota por V x = “V perp.” 


Con esta terminologfa, el espacio nulo es el complemento ortogonal del espacio ren- 
glon: N(A) — (C(A t )) j -. Al mismo tiempo, el espacio religion contiene a todos los vec- 
tores que son ortogonales al espacio nulo. Un vector z ho puede ser ortogonal al espacio 
nulo sino fuera del espacio renglon. Al agregar z como un renglon extra de A se agranda el 
espacio renglon, aunque se sabe que hay una formula fija r + (n - r) = n: 

Formula de la dimension dim(espacio renglon) + dim(espacio nulo) = numero de 
columnas. 


Todo vector ortogonal al espacio nulo esta en el espacio renglon: C(A T ) = (N(A)) X . 
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El mismo razonamiento apEcado a A T produce el resultado dual: El espacio nulo iz- 
quierdo N{A T ) y el espacio columna C(A ) son complementos ortogonales. La suma de sus 
dimensiones es igual a (m - r) + r = m. Esto completa la segunda mitad del teorema fun- 
damental del algebra lineal. La primera mitad proporciono las dimensiones de los cuatro 
subespacios, incluyendo el hecho de que rango renglon = rango columna. Ahora se sabe 
que estos subespacios son perpendiculares. Mas que eso, los subespacios son complemen- 
tos ortogonales. 

3D Teorema fundamental del algebra lineal, parte II \ 

:: El espacio nulo es el complemento ortogoncd del espacio xengldn en R”. {8 

El espacio nulo izquierdo es el complemento ortogonal del espacio columna en R m . JV 

Para repetir, el espacio renglon contiene todo lo que es ortogonal al espacio nulo. El espa- 
cio columna contiene todo lo que es ortogonal al espacio nulo izquierdo. Esta es solo una 
oracion, escondida a medio libro, pero ; decide cuales ecuaciones pueden resolverse\ Si se 
mira directamente, Ax = b requiere que b este en el espacio columna. Si se mira indirecta- 
mente. Ax = b requiere que b sea perpendicular al espacio nulo izquierdo. 

3E Ax = b es resoluble si y solo si y T b — 0 siempre que y r A — 0. 

El metodo directo fue “b debe ser una combinacion de las columnas”. El metodo indirecto 
es “b debe ser ortogonal a cada vector ortogonal a las columnas”. Esto no se ve como una 
mejorfa (para plantearlo en terminos suaves). Pero si sdlo uno o dos vectores son ortogona- 
les a las columnas, resulta mucho mds facil comprobar estas una o dos condiciones y T b = 
0. Un buen ejemplo es la ley del voltaje de Kirchhoff en la seccion 2.5. Verificar cero alre- 
dedor de los circuitos es mucho mas facil que reconocer combinaciones de las columnas. 

Cuando la suma de los miembros izquierdos de Ax =b es cero, entonces los miem- 
bros derechos tambien tienett que cumplir lo siguiente : 

X\ — x 2 — b\ 1—10 

X 2 xj — b 2 es resoluble si y solo si b\ + b 2 + b 2 = 0. Aquf A = 0 1 — 1 . 

x 2 — X\ = b 2 —10 1 

Esta praeba b l + b 2 + b 3 = 0 hace que b sea ortogonal a y = (1, 1, l)enel espacio nulo 
izquierdo. Por el teorema fundamental, \b es una combinacion de las columnas! 

La matriz y los subespacios 

Se recalca que V y W pueden ser ortogonales sin ser complementos. Sus dimensiones tam- 
bien pueden ser pequenas. La recta V generada por (0, 1, 0) es ortogonal a la recta W ge- 
nerada por (0, 0, 1), pero V no es W x . El complemento ortogonal de W es un piano 
bidimensional, y la recta es solo parte de W x . Cuando las dimensiones estan correctas, los 
subespacios ortogonales son necesariamente complementos ortogonales. 

Si W = V x , entonces V = W x y dim V + dim W — n. 

En otras palabras, V xx = V. Las dimensiones de V y W estan correctas, y todo el espacio 
R" se ha descompuesto en dos partes perpendiculares (vease la figura 3.3). 
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Al separar R" en dos partes ortogonales, cada vector se separa en x = v + tt>. El vec- 
tor v es la proyeccion sobre el subespacio Y. La componente ortogonal w es la proyeccion 
de x sobre W. En la siguiente seccion se muestra como encontrar estas proyecciones de x. 
Estas conducen a lo que quiza es la figura mas importante del libro (vease la figura 3.4). 

En la figura 3.4 se resume el teorema fundamental del algebra lineal. Ilustra el verda- 
dero efecto de una matriz: lo que ocurre al interior de la multiplicacion Ax. El espacio nu- 
lo es llevado al vector cero. Todo Ax esta en el espacio columna. Nada se manda al espacio 
nulo izquierdo. La verdadera accion es entre el espacio renglon y el espacio columna, y el 
lector vera esto al anaEzar un vector tfpico x. Este contiene una “ componente del espacio 
renglon” y una “componente del espacio nulo”, con x = x r + x n . Cuando esto se multipE- 
ca por A, se trata de Ax = Ajc r + Ax„: 


La componente del espacio nulo se va en cero: Ax n = 0. 

La componente del espacio renglon se va al espacio columna: Ax r = Ax. 

Por supuesto, todo va al espacio columna: la matriz no puede hacer otra cosa. He intenta- 
do hacer los espacios renglon y columna del mismo tamano, con dimension igual r. 


3F Del .espacio rengldn al espacio columna, A en realidad es invertible. Cada vector 
b en el espacio columna proviene exactamente de un vector x r en el espacio renglon. 
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Demostracion Todo b en el espacio columna es una combination Ax de las columnas. De 
hecho, b es Ax n con x r en el espacio renglon, ya que la componente del espacio nulo da 
Ax n = 0. Si otro vector x' r en el espacio renglon proporciona Ax' = b , entonces A{x r — 
x’ r ) — b — b = 0. Esto coloca a x r — x' en el espacio nulo y en el espacio rengldn, lo cual 
lo hace ortogonal a st mismo. En consecuencia, es cero, y x r — x'. Exactamente un vector 
en el espacio renglon es Uevado a b. g 

Toda matriz transforma su espacio renglon sobre su espacio columna. 


Sobre estos espacios r-dimensionales, A es invertible. Sobre su espacio nulo, A es cero. 
Cuando A es diagonal, se observa que la submatriz invertible preserva los r no ceros. 

A t va en direction opuesta, de R m a R" y de C(A) de vuelta a C(A T ). Por supuesto, ;la 
traspuesta no es la inversa! A T mueve correctamente los espacios, pero no los vectores in- 
dividuates. Este honor corresponde a A~ l en caso de existir, y solo existe si r = m — n. No 
puede pedirse que A -1 regrese todo un espacio nulo a partir del vector cero. 

Cuando A'" 1 no existe, el mejor sustituto es la seudoinversa A + . Esta matriz invierte A 
donde es posible hacerlo: A + Ax = x para x en el espacio renglon. Sobre el espacio nulo iz- 
quierdo, nada puede hacerse: A + y = 0. Ast, A 4 invierte A cuando esta es invertible, y dene 
el mismo rango r. Una formula para A + depende de la descomposicion del valor singular, 
tema para el cual antes se requiere saber algo sobre valores caracterfsticos (o singulares). 


Conjunto de probiemas 3.1 

1. Encuentre las longitudes y el producto intemo de x = (1, 4, 0, 2) y y = (2, —2, 1, 3). 

2. Proporcione un ejemplo en R 2 de vectores linealmente independientes que no sean or- 
togonales. Tambien, proporcione un ejemplo de vectores ortogonales que no sean in- 
dependientes. 

3. Dos rectas en el piano son peipendiculares cuando el producto de sus pendientes es 
— 1. Aplique este hecho a los vectores x = (xj, x 2 ) y y — (y lf y 2 ), cuyas pendientes son 
x 2 /x 1 y y 2 /y x , para deducir nuevamente la condition de ortogonalidad x T y = 0 . 

4. Como puede saberse si el i-esimo renglon de una matriz invertible B es ortogonal a la 
j-esima columna de B~ l , si i ¥* p. 

5. De los siguientes vectores, v v V 2 , v 3 , v 4 £que pares son ortogonales? 



r 


'4 


f 


T 


2 


0 


-1 


1 

u, = 

-2 

, V2 — 

4 

, v 3 = 

-1 

. V 4 = 

1 


1 


0 


-I 


1 


6. Encuentre todos los vectores en R 3 que son ortogonales a (1, 1, 1) y (1, — 1,0). Escri- 
ba una base ortonormal a partir de estos vectores (vectores unitarios mutuamente or- 
togonales). 

7. Encuentre un vector x ortogonal al espacio renglon de A, un vector y ortogonal al es- 
pacio columna, y un vector z ortogonal al espacio nulo: 


A = 


1 

2 

3 


2 

4 

6 


1 

3 

4 




; 


'• 


f 

j 

I 


i 

; 


| 

. 


! 

| 

' 

j 


I 


i 


j 


8. Si V y W son subespacios ortogonales, demuestre que el unico vector que tienen en 
comun es el vector cero: VOW = {0}. 

9. Encuentre el complemento ortogonal del piano generado por los vectores (1, 1, 2) y 
(1,2, 3), considerando que son los renglones de A y resolviendo Ax = 0. Recuerde que 
el complemento es toda una recta. 

10. Escriba una ecuacion homogenea en tres incognitas cuyas soluciones sean la combi- 
nacidn lineal de los vectores (1, 1, 2) y (1, 2, 3). Esta es el inverso del ejercicio pre- 
vio, aunque en realidad ambos probiemas son el mismo. 

11. A menudo, el teorema fundamental se plantea en forma de la altemativa de Fredholm-. 
Para Ay b cualesquiera, uno y s61o uno de los siguientes sistemas tiene una solution: 

i) Ax = b. 

ii) A T y = 0, y T b ^ 0. 

Ya sea que b este en el espacio columna C(A) o que en N(A T ) exista una y tal que 
y r b A 0. Demuestre que esto es contradictorio, ya que ambos i) y ii) tienen soluciones. 

12. Encuentre una base para el complemento ortogonal del espacio renglon de A: 


Separe x = (3, 3, 3) en una componente del espacio renglon x r y una componente del 
espacio nulo x„. 

13. Ilustre la action de A r mediante una figura que corresponda a la figura 3.4, mandan- 
do C(A) de vuelta al espacio renglon y el espacio nulo izquierdo a cero. 

14. Demuestre quex — y es ortogonal ax +• y si y solo si ||x|| = ||y||. 

15. Encuentre una matriz cuyo espacio renglon contenga a (1, 2, 1) y cuyo espacio nulo a 
(1, —2, 1), o demuestre que no puede existir una matriz asf. 

16. Encuentre todos los vectores que son perpendiculares a (1, 4, 4, 1) y (2, 9, 8, 2). 

17. Si V es el complemento ortogonal de W en R", ^existe una matriz con espacio ren- 
glon V y espacio nulo W? Empiece con una base de V, y obtenga tal matriz. 

18. Si S = {0} es el subespacio de R 4 que solo contiene al vector cero, ,jcual es S x ? Si S 
es generado por (0, 0, 0, 1), <,cual es S x ? ^Cual es (S 2- ) 2- ? 

19. iPor que sonfalsas las siguientes afirmacionesl 

a) Si V es ortogonal a W, entonces V 2 - es ortogonal a W x . 

b) V es ortogonal aWyW ortogonal a Z hace que V sea ortogonal a Z. 

20. Sea S un subespacio de R". Explique el significado de (S x ) x = S, y por que es ver- 
dadera. 

21. Sea P el piano en R 2 con ecuacion x + 2y - z = 0. Encuentre un vector perpendicu- 
lar a P. iQue matriz tiene al piano P como espacio nulo y que matriz tiene a P como 
su espacio renglon? 

22. Sea S el piano de R 4 que contiene a todos los vectores con x x + x 2 + x 3 + x 4 = 0. En- 
cuentre una base para el espacio S x que contenga a todos los vectores ortogonales a S. 
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23. Construya una matriz no simetrica de 2 por 2 con rango 1 . Copie la figura 3.4 y escri- 
ba un vector en cada subespacio. /.Que vectores son ortogonales? 

24. Vuelva a dibujar la figura 3.4 para una matriz de 3 por 2 con rango r — 2. ^Cual subes- 

pacio es Z (solo el vector cero)? La parte del espacio nulo de cualquier vector x en R 2 
es x n = . 

25. Construya una matriz con la propiedad requerida o escriba una razon que explique por 
que es imposible hacerlo. 

r n r 2 l rr 

a) El espacio columna contiene a 2 y -3 , el espacio columna contiene a i . 


a) El espacio columna contiene a 2 y -3 I el espacio columna contiene a 


1 2 1 

b) El espacio renglon contiene a 2 y -3 , el espacio nulo contiene a i . 

-n f n fo' 

c) a x = i tiene una solucion y A T o = o . 

ij [oj [o_ 

d) Cada renglon es ortogonal a cada columna ( A no es la matriz cero). 

e) La suma de las columnas es una columna de Os y la suma de los renglones es un 
renglon de Is. 

26. Si AB = 0, entonces las columnas de B estan en las (los) de A. Los renglones de 

A estan en las (los) de B. ^Por que Ay B no pueden ser matrices de 3 por 3 con 

rango 2? 

27. a) Si Ax = b tiene una solucion y A T y = 0, entonces y es perpendicular a . 

b) Si A T y = c tiene una solucion y Ax = 0, entonces x es perpendicular a . 

28. El siguiente es un sistema de ecuaciones Ax — b sin solucion: 

x + 2y + 2z = 5 
2x + 2y + 3z = 5 
3x + 4y + 5z = 9. 

Encuentre numeros y { , y 2 y y 3 que multipliquen las ecuaciones de modo que sumen 
0=1. qEncontro un vector y, en cual subespacio? El producto intemo y r b es 1 . 

29. En la figura 3.4, £c6mo se sabe que Ax r es igual a Ax? ^Como se sabe que este vector 
esta en el espacio columna? Si A = ^ } i]y x = [o]> t,c u al es x r ? 

30. Si Ax esta en el espacio nulo de A T , entonces Ax = 0. Razon: Ax tambien esta en el ____ 

de A y los espacios son . Conclusion: A r A tiene el mismo espacio nulo que A. 

31. Suponga que A es una matriz simetrica (A T = A). 

a) ^Por que su espacio columna es perpendicular a su espacio nulo? 

b) Si Ax = 0 y Az — 5z, ^cudles subespacios contienen a los “vectores caracterfsticos” 
x y z? Las matrices simetricas tienen vectores caracterfsticos perpendicuiares 
(consulte la seccidn 5.5). 

32. (Recomendado) Dibuje la figura 3.4 con la finalidad de mostrar cada subespacio para 

, _ fl 2] _ _ [l O' 

A |3 6 J Y B [3 0 ‘ 

33. Encuentre las piezas x r y x„, y trace idoneamente la figura 3.4, si 

_1 _1 1 T21 

A=0 0 y x = 

0 0 i- u J 
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Los problemas 34 a 44 son sobre subespacios ortogonales. 

34. Escriba bases de los espacios ortogonales V y W en las columnas de las matrices V y 
W. iPor que V T W = matriz cero ? Esto corresponde a v r w — 0 para vectores. 

35. El piso y la pared no son subespacios ortogonales porque comparten un vector dife- 
rente de cero (a lo largo de la recta en que se unen). [Dos pianos en R 3 no pueden ser 
ortogonales! Encuentre un vector en ambos espacios columna C(A) y C(B ): 


'1 

2 

'5 

4l 

1 

3 y 

B — 6 

3 . 

1 

2 

5 

!j 


Este es un vector Ax y tambien Bx ■ Piense en la matriz [A 13) de 3 por 4. 

36. Extienda el problema 35 a un subespacio p-dimensional V y un subespacio q-dimen- 
sional W de R”. i,Qu6 desigualdad sobre p + q garantiza que V se corta con W en un 
vector diferente de cero? Estos subespacios no pueden ser ortogonales. 

37. Demuestre que cada y en 1V(A T ) es perpendicular a cada Ax en el espacio columna, 
usando la abreviatura para matrices de la ecuacion (8). Empiece con A r y = 0. 

38. ^Si S es el subespacio de R 3 que solo contiene al vector cero, ^cual es S x ? Si S es ge- 
nerado por (1, 1, 1), ^cual es S 3 -? Si S es generado por (2, 0, 0) y (0, 0, 3), £cual es S 3 -? 

39. Suponga que S s61o contiene a (1, 5, 1) y a (2, 2, 2) (no es un subespacio). Entonces 

S x es el espacio nulo de la matriz A = . S 3 - es un subespacio aun cuando S no lo 

sea. 

40. Suponga que L es un subespacio unidimensional (una recta) en R 3 . Su complemento 

ortogonal L 3 - es el (la) perpendicular a L. Luego, (L 3 *) 3 - es un (una) per- 
pendicular aL 3 . De hecho, (L 3 -) 3 - es lo mismo que . 

41. Suponga que V es todo el espacio R 4 . Entonces V 3 solo contiene al vector . Asf, 

(V 3- ) 3- es . De modo que (V 3 -) 3 - es lo mismo que . 

42. Suponga que S es generado por los vectores (1, 2, 2, 3) y (1, 3, 3, 2). Encuentre dos 
vectores que generen a S 3 . Esto es lo mismo que resolver Ax = 0 ipara cual A? 

43. Si P es el piano de los vectores en R 4 que satisfacen x ( + x 2 + x 3 + x 4 = 0, escriba 
una base de P 3 . Escriba una matriz cuyo espacio nulo sea P. 

44. Si un subespacio S esta contenido en un subespacio V, demuestre que S 3 contiene a V 3 . 

Los problemas 45 a 50 son sobre columnas y renglones perpendicuiares. 

45. Suponga que una matriz de n por n es invertible: AA~‘ = I. Entonces, la primera co- 
lumna de,A~* es ortogonal al espacio generado por ^cuales renglones de A? 

46. Encuentre A T A si las columnas de A son vectores unitarios, todos mutuamente perpen- 
dicuiares. 

47. Construya una matriz A de 3 por 3 sin elementos cero cuyas columnas sean mutua- 
mente perpendicuiares. Calcule A T A. ^Por que es una matriz diagonal? 

48. Las rectas 3x + y = b x y 6x + 2y = b 2 son _. Son la misma recta si .. En ese 

caso, (b x , b 2 ) es perpendicular al vector . El espacio nulo de la matriz es la recta 

3x -I - y — . Un vector particular en ese espacio nulo es . 
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49. iPot que es falsa cada una de las siguientes afirmaciones? 

a) (1, 1, 1) es perpendicular a (1, 1, —2), de modo que los pianos x + y+ r = Oy 
x + y — 2z = 0 son subespacios ortogonales. 

b ) El subespacio generado por (1, 1, 0, 0, 0) y (0, 0, 0, 1, 1) es el complemento orto- 
gonal del subespacio generado por (1, — 1, 0, 0, 0) y (2, —2, 3, 4, —4). 

c) Dos subespacios que solo se cortan en cero son ortogonales. 

50. Encuentre una matriz con v = (1, 2, 3) en el espacio renglon y en el espacio colum- 
na. Encuentre otra matriz con v en el espacio nulo y en el espacio columna. ^En cua- 
les pares de subespacios puede no estar u? 

51. Suponga que A es de 3 por 4, que B es de 4 por 5, y que AB = 0. Demuestre que ran- 
go(A) + rango(.B) < 4. 

52. El comando N = null(A) produce una base del espacio nulo de A. Ast, el comando 

B = null(A/') produce una base para el de A. 

3.2 C0SEN0S Y PR0YECCI0NES S0BRE RECTAS 

Los vectores con x T y = 0 son ortogonales. Ahora se quiere permitir productos intemos dis- 
tintos de cero , y angulos que no sean rectos. Se desea relacionar los productos intemos con 
los angulos, y tambien con las traspuestas. En el capitulo 1 la traspuesta se construyo dan- 
dole la vuelta a una matriz como si fuese algun tipo de panqud. Es necesario mejorar lo an- 
terior. 

Algo es inevitable: el caso ortogonal es el mas importante. Suponga que se desea en- 
contrar la distancia de un punto b a la recta en direccion del vector a. En esa recta se bus- 
ca el punto p mas proximo a b. La clave esta en la geometrfa: la recta que une b con p (la 
recta discontinua en la fxgura 3.5) es perpendicular a a. Este hecho permite encontrar 
la proyeccion p. Aun cuando a y b no sean ortogonales, el problema de la distancia auto- 
maticamente supone ortogonalidad. 



Figura 3.5 La proyeccion p es el punto (sobre la recta que pasa por a) mas proximo a b. 

La situation es la misma que cuando se tiene un piano (o con cualquier subespacio S) 
en vez de una recta. De nuevo, el problema es encontrar el punto p en ese subespacio que 
sea el mas proximo a b. Este punto p es la proyeccion de b sobre el subespacio. Una rec- 
ta perpendicular de b a S corta al subespacio en p. Geometricamente, asi se obtiene la dis- 
tancia entre puntos b y subespacios S. Sin embargo, hay dos preguntas que es necesario 
plantear: 
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1. Esta proyeccion, ^realmente se presenta en aplicaciones prdcticas? 

2. Si se tiene una base del subespacio S, y,hay una formula para la proyeccion pi 

Ciertamente, las respuestas son sr. Este es exactamente el problema de la solucion por 
minimos cuadrados de un sistema sobredeterminado. El vector b representa los datos pro- 
venientes de experimentos o cuestionarios, y contiene demasiados errores para ser encon- 
trado en el subespacio S. Cuando se intenta escribir b como una combination de los 
vectores de la base de S, no es posible hacerlo, ya que las ecuaciones son inconsistentes, y 
Ax — b no tiene solucion. 

El metodo de minimos cuadrados selecciona a p como la mejor option para sustituir 
a b. No puede haber duda sobre la importancia de esta aplicacion. En economla y estadls- 
tica, los minimos cuadrados introducen el andlisis de regresion. En geodesia, el departa- 
mento de agrimensura de Estados Unidos abordo 2.5 millones de ecuaciones en 400 000 
incognitas. 

Una formula para p es facil cuando el subespacio es una recta. Entonces b se proyec- 
tara sobre a de varias formas, y la proyeccion p se relacionara con varios productos inter- 
nos y angulos. La proyeccion sobre un subespacio de dimension mayor es por mucho el 
caso mas importante; corresponde a un problema de minimos cuadrados con varios para- 
metros, y se resolvera en la section 3.3. Las f6rmulas son incluso mas sencillas cuando se 
produce una base ortogonal de S. 


Productos internos y cosenos 

A continuation se abordara el analisis de los productos intemos y los angulos. Pronto se 
verS que no es el angulo, sino el coseno del angulo, el que esta relacionado directamente 
con los productos intemos. Se acude a la trigonometrla en el caso bidimensional para en- 
contrar la relation. Suponga que los vectores ay b forman angulos a y jS con el eje x (vea- 
se la figura 3.6). 



Figura 3.6 Coseno del angulo Q — P-a usando productos intemos. 

La longitud ||a|| es la hipotenusa del triangulo OaQ. Asl, el seno y el coseno de a son 

a 2 «i 

sen a = , cos a = - — - . 

INI II a II 

Para el angulo /3, el seno es ib 2 /ii*|h y el coseno es &i/||&j|. El coseno de 9 — fi - a provie- 
ne de una identidad inolvidable: 


cos 9 = cos P cos a + sen ft sen a = 


a\b\ + a%b 2 

Hall II ill " 


Formula del coseno 


( 1 ) 
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El numerador en esta formula es exactamente el producto intemo de ay b. Esto es propor- 
tional a la relation entre a r b y cos 9: 

36 El coseno del angulo- entre dos vectores a y b cualesquiera diferentes de cero es 

a r b 

Coseno de 0 cos 9'= — . (2) 



Esta formula es dimensionalmente conecta: si se duplica la longitud de b, entonces tanto 
el numerador como el denominador se duplican, y el coseno permanece sin cambio. A1 in- 
vertir el signo de b, por otra parte, se invierte el signo de cos 6 y el angulo cambia por 1 80 °. 

Hay otra ley de trigonometrfa que conduce directamente al mismo resultado. No es tan 
inolvidable como la formula de la ecuacion (1), aunque relaciona las longitudes de los la- 
dos de cualquier triangulo: 

Ley de los cosenos || b - a\\ 2 = ||b|| 2 + ||a|| 2 - 2||*|| ||a|| cos0. (3) 

Cuando 6 es un angulo recto, se acude al teorema de Pitagoras: \\b — all 2 = llb|| 2 4- ||a|| 2 . 
Para cualquier angulo 9, la expresion jj b — a|| 2 es (b — a) T (b - a), y la ecuacion (3) se con- 
vierte en 

b T b — 2a r b 4 a T a = b T b 4 a T a — 2\\b\\ ||<pz |{ cos 9. 

Al cancelar b'b y a T a en ambos miembros de esta ecuacion, se reconoce la formula (2) pa- 
ra el coseno: a T b = ||u|| ||£j|| cos 9- De hecho, esto demuestra la formula del coseno en n 
dimensiones, ya que solo es necesario preocuparse sobre el triangulo piano Oab. 


Proyeccion sobre una recta 

Ahora se desea encontrar el punto proyeccion p. Este punto debe ser algun multiplo 
p — xa del vector dado a: cada punto sobre la recta es un multiplo de a. El problema es 
calcular el coeficiente x . Todo lo que se requiere es el hecho geometrico de que la recta 
desde b al punto mas proximo p = xa es perpendicular al vector a: 

„ T A A a T b 

(b — xa) ± a, o bien a (b — xa) = 0, o bien x = . (4) 

a 1 a 

Asf se obtiene la formula para el numero x y la proyeccion p: 

3H La proyeccion del vector b sobre la recta en la direction de a es p =xa: 

„ aJb 

Proyeccion sobre una recta p = xa = ~^a. (5) 


Esto permite volver a trazar la figura 3.5 con una formula correcta para p (vease la figure 3.7). 

Lo anterior conduce a la desigualdad de Schwarz en la ecuacion (6), que es la desi- 
gualdad mas importante en matematicas. Un caso especial es el hecho de que las medias 
aritmeticas | (x 4 y) son mas grandes que las medias geometricas Jxy. (Esto es equiva- 
lente -consulte el problema 1 al final de esta section— a la desigualdad del triangulo para 
vectores.) Parece que la desigualdad de Schwarz surge casi accidentalmente de la afirmacion 
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1 



Figure 3.7 Proyeccion p de b sobre a, con cos 9 


Op _ a T b 
~Ob ~ Hall 11611 


de que ||e|| 2 = \\b — p\\ 2 en la figure 3.7 no puede ser negativa: 


b —a 

a 1 a 


■■ b T b - 2- 


T ( b T b)(a T a ) - ( a T b ) 2 

a a = : > 0. 


Lo anterior indica que (b T b)(a T a) > ( a T b ) 2 , y luego se toman las raices cuadradas: 


os los vectores satisfacen la desigualdad de Schwarz , que es |cos 8 \ =£ 1 en 


Desigualdad de Schwarz Wb\ < ||n|| 


^•ooyKV.-v.ySMaS 


Segun la formula (2), la razon entre cFb y ||a|| ||fc|| es exactamente |cos 6\. Debido a que 
todos los cosenos estan en el intervalo -1 < cos 9 s 1, esto constituye otra demostracion 
de la ecuacion (6): la desigualdad de Schwarz es lo mismo que |cos 9 \ S 1. De alguna ma- 
nera es una demostracion que se entiende mas facilmente debido a que los cosenos son bas- 
tante conocidos. Cualquier demostracion esta bien en R", aunque debe observar que la aquf 
proporcionada provino directamente del calculo de \\b — p\\ 2 . Esto permanece no negativo 
cuando se introducen nuevas posibilidades para las longitudes y los productos intemos. El 
nombre de Cauchy tambidn esta ligado a esta desigualdad \a t b\ £ ||a|| ||i>||, iy los rusos se 
refieren a ella como la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniakowsky! Los historiadores 
expertos en matematicas parecen coincidir en que la reclamation de Buniakowsky es legf- 
tima. 

Una observation final sobre |a T fc| £ ||a|| ||i>||. La igualdad se cumple si y solo si b es 
un multiplo de a. El angulo es 9 = 0° o 9 = 180° y el coseno es 1 o -1. En este caso b es 
identico a su proyeccion p, y la distancia entre b y la recta es cero. 


Ejemplo 1 


Proyectar b = (1, 2, 3) sobre la recta que pasa por a = ( 1, 1, 1) para obtener x y p: 

„ _ a T b _ 6 _ 
a T a 3 

La proyeccidn es p = xa = (2, 2, 2). El angulo entre ay b tiene 



vn 

Vl4 


y tambien 


a T b __ 6 

II a || ||b|[ V3VI4' 


La desigualdad de Schwarz |a T b| £ ||a|| ||fc|| es 6 < V3VT4. Si 6 se escribe como ,/36 . 
esto es lo mismo que V36 < V42- El coseno es menor que 1, ya que b no es paralelo a a. 
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Matriz proyeccion de range 1 

La proyeccion de b sobre la recta que pasa por a esta en p = a(a 7 b/a T a). Esta es nuestra 
fdrmula p = xa, aunque aquf se ha escrito con un leve giro: El vector a aparece antes que 
el numero x = a r b/a T a. Detras de este cambio aparentemente trivial hay una razdn. La 
proyeccion sobre una recta es llevada a cabo por una matriz proyeccion P, y escrita en es- 
te nuevo orden puede verse de que se trata. P es la matriz que multiplica aby produce p: 


de modo que la matriz proyeccion es P — 


Esto es una columna multiplicada por un renglon —una matriz cuadrada— dividida entre 
el numero a T a. 


Ejemplo 2 La matriz que proyecta sobre la recta que pasa por a = (1, 1, l)es 


r ri 1 l-i 

X i 1 3 3 3 

P = i 1 [1 1 1] = I | 

3 1 J 3 3 3 

L J L 3 3 3- 

Esta matriz tiene dos propiedades que seran consideradas como tfpicas de las proyecciones: 

1. P es una matriz simetrica. 

2. Su cuadrado es ella misma: P 2 = P. 

P 2 b es la proyeccidn de Pb, iy Pb ya esta en la recta! Asf, P 2 b = Pb. Esta matriz P tam- 
bien constituye un gran ejemplo de los cuatro subespacios fundamentales: 

El espacio columna consta de la recta que pasa por a = (1, 1, 1). 

El espacio nulo consta del piano perpendicular a a. 

El rango es r = 1 . 

Toda columna es un multiple de a, asf como tambien lo es Pb = xa. Los vectores que pro- 
yectan hacia p = 0 son especialmente importantes. Satisfacen a T b = 0 -son perpendicula- 
res a a y su componente a lo largo de la recta es cero. Estan en el espacio nulo = piano 
perpendicular. 

En realidad, este ejemplo es demasiado perfecto. Tiene el espacio nulo ortogonal al es- 
pacio columna, que se ha vuelto loco. El espacio nulo debe ser ortogonal al espacio ren- 
glon. Pero como P es simetrica, sus espacios renglon y columna son el mismo. 

Observacion sobre la escalacion La matriz proyeccion aa T la T a es igual a a si se duplica: 


2 proporciona P 
2 


2 [2 2 2 ] 


como antes. 


La recta que pasa por a es la misma, y eso es todo lo que le importa a la matriz proyeccidn. 
Si la longitud de a es 1, el denominador es a T a = 1 y la matriz es justo P = aa T . 
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Ejemplo 3 Proyectar sobre la “direction 8” en el piano x-y. La recta pasa por a — (cos 9, sen 9) y la 
matriz es simetrica con P 2 = P: 


;] [< -j 


Aquf, c es cos 9, s es sen 8 y c 2 + s 2 = 1 en el denominador. Esta matriz P se descubrio en 
la section 2.6 sobre transfomiaciones lineales. Ahora, P se conoce en cualquier numero de 
dimensiones. Se recaica que produce la proyeccion p : 

Para proyectar b sobre a, es necesario multiplicar la matriz proyeccion P:p = Pb. 


Traspuestas de productos internes 

Por ultimo, los productos intemos se relacionan con A T . Hasta el momenta. A 1 es simple- 
mente la reflexion de A a traves de la diagonal principal: los renglones de A se convierten 
en las columnas de A T , y viceversa. El elemental en el renglon i, columna; de A es el ele- 
mental 0, 0 de A: 

Traspuesta por reflexion (A T ),y = (A);,, 

Hay un significado mas profundo de A T . Su estrecha relation con los productos intemos 
constituye una nueva y mucho mas “abstracta” definition de la traspuesta: 

3J La traspuesta A T puede definirse mediante la siguiente propiedad: el producto 
intemo de Ax con y es igual al producto intemo de x con A r y. Formalmente, esto sig- 
nifica simplemente que 

(Ax) T y = x T A T y = x T (A T y). (8) 

Esta definition constituye otra (mejor) manera de comprobar la formula (AB) T = B T A r . La 
ecuacion (8) se aplica dos veces: 

Primero se mueve A y luego se mueve B ( ABx) 7 y = ( Bx) T (A T y ) = x T (B T A T y). 

La traspuesta se da vuelta en orden inverso sobre el lado derecho, justo como hacen las 
inversas en la formula (AB) -1 = B^'A" 1 . Se hace mention nuevamente que estasjios 
formulas se encuentran para producir la extraordinaria combination (A -1 ) T = (A )~ . 


Conjunto de problemas 3.2 

a) Dados dos numeros positivos cualesquiera xyy, escoja el vector b igual a ( s/x, Jy ), 
y escoja a = ( Jy, J~£). Aplique la desigualdad de Schwarz para comparar la media 
aritmetica \ (x + y) con la media geometrica x fxy . 

b) Suponga que se empieza con un vector que va del origen al punto x, y que luego se 
suma un vector de longitud ||y|| que une x con x + y. El tercer lado del triangulo va 
del origen a x + y. La desigualdad del triangulo establece que esta distancia no 
puede ser mayor que la suma de las dos primeras distancias. 
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2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10. 
11 . 

12 . 

13 . 


II* +y II < 11*11 + ||y||. 

Despues de elevar al cuadrado ambos miembros, y desarrollar ( x + y) T (x + y), reduz- 
ca lo anterior a la desigualdad de Schwarz. 

Compruebe que la longitud de la proyeccion en la figura 3.7 es Up II = ||&|| cos#, 
aplicando la formula (5). 

pQud multiplo de a = (1, 1, 1) esta mas proximo al punto b = (2, 4, 4)? Tambien en- 
cuentre el punto mas proximo a a sobre la recta que pasa por b. 

Explique por que la desigualdad de Schwarz se vuelve igualdad cuando ay b estan so- 
bre la misma recta que pasa por el origen, y solo en ese caso. iQue ocurre si estan en 
lados opuestos del origen? 

En n dimensiones, pque angulo forma el vector (1, 1, . . . , 1) con los ejes de coorde- 
nadas? ( ',Cual es la matriz proyeccion P sobre ese vector? 

La desigualdad de Schwarz puede demostrarse en una lmea si a y b se normalizan de- 
lante del tiempo para que sean vectores unitarios: 


i« T «- 


- \ -IMIli’ll. 


i,Cual de los problemas previos justifica el paso de en medio? 

Escoja el vector correcto b en la desigualdad de Schwarz para demostrar que 

(ai + ■ ■ ■ +a n ) 2 < n(a\ + • • • +<z 3 ). 


^Cuando se cumple la igualdad? 

La molecula de metano CH 4 esta dispuesta como si el atomo de carbono estuviese en 
el centro de un tetraedro regular con cuatro atomos de hidrogeno en los vertices. Si los 
vertices estan en (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), y (0, 1, 1) -observe que la longitud de 
todas las seis aristas es a/ 2, de modo que el tetraedro es regular—, ^cual es el coseno 
del angulo formado por los rayos que van del centro ( |, |, j) a los vertices? (El angu- 
lo de enlace en sf mide aproximadamente 109.5°, un viejo conocido de los qutmicos.) 

Eleve al cuadrado la matriz P — aa T /a r a, que proyecta sobre una recta, y demuestre 
que P 2 = P. ((Observe el mimero a T a en medio de la matriz aa T aa T \) 

La matriz proyeccion P, £es invertible? i,Por que? 

a) Encuentre la matriz proyeccion P x sobre la recta que pasa por a = * y tambien 

la matriz P 2 que proyecta sobre la recta perpendicular a a. L - 

b) Calcule P x + P 2 , P\P%, y explique. 

Encuentre la matriz que proyecta todo punto en el piano sobre la recta x + 2y = 0. 

Demuestre que la traza d e P = aa T /a T a -que es la suma de sus elementos diagona- 
ls— siempre es igual a 1. 
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14. y,Cudl matriz P proyecta todo punto de R 3 sobre la recta de interseccion de los pianos 
x+y+f=0yx— t = 0? 

15. Demuestre que la longitud de Ax es igual a la longitud de A T x si /L4 T = A r A. 

16. Suponga que P es la matriz proyeccidn sobre la recta que pasa por a, 

a) /Por que el producto intemo de x con Py es igual al producto intemo de Px con y? 

b) iSon iguales los dos angulos? Encuentre sus cosenos si a = (1, 1, — 1), x = (2, 0, 
l),yy = (2,1,2). 

c) y,Por que el producto intemo de Px con Py siempre es el mismo? ^Cual es el angu- 
lo entre Px y Pyl 

En los problemas 17 a 26 se piden proyecciones sobre rectas. Tambien los errores 
e = b -p, y las matrices P. 

17. Proyecte el vector b sobre la recta que pasa por a. Compruebe que e es perpendicular 


18. Trace la proyeccion de b sobre a y tambien calculela a partir de p 


a) b — 


f 

= k ' 


19. En el problema 17, encuentre la matriz proyeccion P = aa r /a'a sobre la recta que pa- 
sa por cada vector a. En ambos casos, compruebe que P 2 = P. Multiplique Pb en ca- 
da caso para calcular la proyeccion p. 

20. Construya las matrices proyeccion P x y P 2 sobre las rectas que pasan por cada vector 
a del problema 18. /Es cierto que (P x + P 2 ) 2 — P i + P-p- Esto seria cierto si P x P 2 = 
0. 

Para los problemas 21 a 26, consulte las figuras que se muestran a continuacion. 



Problemas 21 a 23 



PiP 2 o,x L 

Problemas 24 a 26 


21. Construya las matrices proyeccion aa T la T a sobre las rectas que pasan por a t = (— L 
2, 2) y a 2 = (2, 2, - 1). Multiplique estas matrices proyeccion, y explique por que su 
producto P\P 2 es lo que es. 
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22. Proyecte * — (1, 0, 0) sobre las rectas que pasan por a x y a 2 del problema 21 y tam- 
bien sobre a 3 = (2, —1, 2). Sume las tres proyecciones p x + p 2 + p 3 . 

23. Continuando con los problemas 21 y 22, encuentre la matriz proyeccion P 3 sobre a 3 = 
(2, — 1, 2). Compruebe que P x + P 2 + P 3 = I. ;La base a x , 02 , a 3 es ortogonal! 

24. Proyecte el vector * = (1,1) sobre las rectas que pasan por a, = (1, 0) y a 2 = (1, 2). 
Trace las proyecciones p x y p 2 y sume p x + p 2 . La suma de las proyecciones no es b 
porque las as no son ortogonales. 

25. En el problema 24, la proyeccion de b sobre el piano de a! ya 2 es igual a b. Encuentre 

P = A(A T A) -1 A T para A = [cq a 2 ] = 2 ]- 

26. Proyecte a x = (1, 0) sobre a 2 = (1, 2). Luego proyecte el resultado de vuelta sobre a x . 
Trace estas proyecciones y multiplique las matrices proyeccion P X P 2 : i,Esta es una 
proyeccion? 

3.3 PROYECCIONES Y MINIMOS CUADRAD0S 

Hasta el momento, Ax = b tiene una solucion o no. Si b no esta en el espacio columna C{A), 
entonces el sistema es inconsistente y la elimination gaussiana fracasa. Casi seguramente, 
esta falla ocurre cuando hay muchas ecuaciones y s61o una incognita: 

Mas ecuaciones 2x = b x 

que incognitas: 3x = t> 2 

i,no hay solucion? 4 X = b 3 . 


ino nay solucion? 4 X - b 3 . 

Este sistema es resoluble cuando la razon entre b x , b 2 y b 3 es 2:3:4. La solucion x existe so- 
lo si b estd sobre la misma recta que la columna a = (2,3, 4). 

A pesar de su irresolubilidad, las ecuaciones inconsistentes se presentan todo el tiem- 
po en la practica. j Es necesario resolverlas! Una posibilidad es determinar x con base en 
una parte de ese sistema e ignorar el resto; esto es diffcil de justificar si todas las m ecua- 
ciones vienen de la misma fuente. En vez de esperar que en algunas ecuaciones no haya 
error y que en otras el error sea grande, es mucho mejor escoger la x que minimiza un error 
promedio E en las m ecuaciones. 

El “promedio” mas conveniente proviene de la suma de los cuadrados : 


Error al cuadrado 


• b x f + (3x - b 2 f + (4x 


Si hay una solucion exacta, el error minimo es E = 0. En el caso mas probable en que b no 
sea proporcional a a, la grafica de E 2 es una parabola. El error minimo esta en el punto mds 
bajo, donde la derivada es cero: 


— 2[(2x — b x )2 + (3x - * 2 )3 + (4x - * 3 )4] = 0. 

Ai despejar x, la solucidn por minimos cuadrados de este sistema modelo ax = * se deno- 
ta por x : 


Solucion por minimos cuadrados x = 


2*i + 3*2 + 4*3 a T b 


2 2 4- 3 2 -h 4 2 

En el numerador se reconoce a T b, y en el denominador, a T a. 

El caso general es el mismo. ax = b se “resuelve” al minimizar 

E 2 = II ax - *|| 2 = (a x x - b x ) 2 + • • • + ( a m x - b m ) 2 . 



u h i v i?. n ; 


ACIONAt 

3.3 Proyecciones y minimos cuadrados 


La derivada de E 2 es cero eri'el ptifite i i?Vti“'' 

(a x x — *i)fli 4- • • • +(a m x — b m )a m = 0. 

Se esta minimizando la distancia de * a la recta que pasa por a, y en calculo se obtiene 
la misma respuesta, x = (a x b x + ■ ■ ■ +a m b m )/( a\ + • • • +a 2 ), que se obtuvo antes con 
la geometrfa: 

3K La solucion por minimos cuadrados de un 


Puede darse cuenta de que seguimos regresando a la interpretacion geometrica de un 
problema de minimos cuadrados: minimizar una distancia. Al igualar a cero la derivada de 
E 2 , el calculo confirma la geometrfa de la seccidn previa. El vector error e que une b con 
p debe ser perpendicular a a: 


Ortogonalidad deaye a T (b — xa) = a T b — 


-a T a = 0. 


Como observation al margen, observe el caso degenerado a = 0. Todos los multiplos 
de a son cero, y la recta es solo un punto. En consecuencia, p = 0 es el unico candidate pa- 
ra la proyeccion. Sin embargo, la formula para x se convierte en una expresion 0/0 sin sen- 
tido, y correctamente refleja el hecho de que ? esta completamente indeterminado. Todos 
los valores de x proporcionan el mismo error E = ||Qx — *||, de modo que E 2 es una recta 
horizontal en vez de una parabola. La “seudoinversa” asigna el valor definitivo x = 0, que 
es una election mas “simetrica” que cualquier otra. 


Problemas de minimos cuadrados con varias variables 

Ahora ya estamos listos para dar un paso importante: proyectar b sobre un subespacio -en 
vez de hacerlo simplemente sobre una recta. Este problema se presenta de Ax = * cuando 
A es una matriz de m por n. En vez de una columna y una incognita x, ahora la matriz tie- 
ne n columnas. El numero m de observaciones sigue siendo mayor que el numero n de in- 
cognitas, por lo que es de esperar que Ax = b sea inconsistente. Quizd no haya una eleccion 
de x que se ajuste perfectamente a los datos b. En otras palabras, probablemente el vector 
* no sea una combination de las columnas de A; esta fuera del espacio columna. 

De nuevo el problema es escoger x con la finalidad de minimizar el error, y de nuevo 
esta minimiza tion se hace en el sentido de minimos cuadrados. El error es E = ||Ax - *||,y 
es exactamente la distancia de b al punto Ax en el espacio columna. Buscar la solucion 
por minimos cuadrados x, que minimiza E, es lo mismo que ubicar el punto p — Ax que 
esta mas proximo a * que cualquier otro punto en el espacio columna. 

Para determinar x puede usarse geometrfa o calculo. En n dimensiones es preferible 
utilizar geometrfa; p debe ser la “proyeccion de b sobre el espacio columna . El vector 
error e = b — Ax debe ser perpendicular a ese espacio (vease la figura 3.8). Encontrar 
x y la proyeccion p = Ax es tan fundamental que se hace de dos maneras: 

1. ' Todos los vectores perpendiculares al espacio columna estan en el espacio nulo iz- 
quierdo. Asl, el vector error e — b — Ax debe estar en el espacio nulo de A : 

A t (* — Ax) =0 o bien A T Ax = A T b. 
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columna 


se combinan en 
A T e = A T (b — Ax) — 0 


columna a 2 


Figura 3.8 Proyeccion sobre el espacio columna de una matriz de 3 por 2. 


2. El vector error debe ser perpendicular a cada columna a 


Esto es nuevamente A J (b -Ax) = 0 y A 7 Ax = A r b. El metodo del calculo consis- 
te en tomar derivadas parciales de E 2 = (Ax - b) r (Ax - b). Asf se obtiene lo mismo 
que 2 A 7 Ax - 2 A 7 b = 0. La forma mas rapida es multiplicar la ecuacion irresoluble Ax 
~ b P or A T . Con todos estos metodos equivalentes se obtiene una matriz de coeficientes 
cuadrada A r A. Es simetrica (jsu traspuesta no es AA T !) y es la matriz fundamental de este 
capftulo. 

En estadfstica, las ecuaciones A T Ax = A 7 b se conocen como ecuaciones normales. 


Ecuaciones normales A 7 Ax=A 7 b. (1) 

jA T A es invertible exactamente cuando las columnas de A son linealmente indepen- 
dientes! Asf, 

Mejor estimation x x = (A 7 A)~ l A 7 b. ’ (2> 

La proyeccidn de b sobre el espacio columna es el punto mas proximo A x : 

Proyeccion p = Ax = A(A T A) _i A 7 b. (3) 


Se escoge un ejemplo en donde nuestra intuition es tan buena como las formulas: 


Ax = b no tiene solution 

A T Ax = A r b proporciona la mejor x. 


Ambas columnas terminan con un cero, de modo que C(A) es el piano 
cio tridimensional. La proyeccidn de b = (4, 5, 6) es p = (4, 5, 0); las - 
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permanecen igual pero z = 6 desaparece. Este hecho lo confirman las ecuaciones normales: 


1 1 0 ' 
2 3 0 


x = {A 7 A) l A 7 b 


-5] [1 1 O' 

2 2 3 0 


Proyeccion 


En este caso especial, lo mejor que puede hacerse es resolver las dos primeras ecuaciones 
de Ax = b- Asf, x t = 2 y x 2 = 1 . Es seguro que el error en la ecuacion 0x x + 0x 2 = 6 es 
el 6. 

Observacion 1 Suponga que b esta realmente en el espacio columna de A: es una combi- 
nacion b = Ax de las columnas. Entonces, la proyeccion de b sigue siendo b: 




El punto p mas proximo es justo b mismo, lo cual es evidente. 

Observacion 2 En el otro extremo, suponga que b es perpendicular a cada columna, de 
modo que A 7 b = 0. En este caso b se proyecta al vector cero: 

b en el espacio nulo izquierdo p = A(A T A) -1 A 7 b = A(A T A)~’0 = 0. 

Observacion 3 Cuando A es cuadrada e invertible, el espacio columna es todo el espacio. 
Cada vector se proyecta en sf mismo, p es igual a b, y x = x: . 

Si A es invertible p = A(A 7 A)~ 1 A 7 b = AA _1 (A T ) _I A 7 b = b. 

Este es el unico caso en que es posible separar (A T A) -1 , y escribirla como A -! (A T ) *. 
Cuando A es rectangular esto no es posible. 

Observacion 4 Suponga que A solo tiene una columna, que contiene a a. Entonces la ma- 
triz A 7 A es el numero a 7 a y x es a 7 b/a T a. Se regresa a la primera formula. 


La matriz producto cruz A 1 A 

La matriz A T A es ciertamente simetrica. Su traspuesta es (A T A) T = A T A Tr , que es A 7 A de 
nuevo. Su elemento ij (y el elemento j, i ) es el producto intemo de la columna i de A con 
la columna j de A. La cuestion clave es la invertibilidad de A T A, y por fortuna 



Ciertamente, si Ax = 0, entonces A 7 Ax = 0. Los vectores x en el espacio nulo de A tambien 
estan en el espacio nulo de A 7 A. Para ir en la otra direccion, debe empezarse suponiendo 
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que A t Ax = 0, y tomar el producto intemo con x para demostrar que Ax = 0: 

x r A r Ax = 0, obien, ||Ax|| 2 =0, obien. Ax =0. 

Los dos espacios nulos son identicos. En particular, si las columnas de A son independien- 
tes (y solo * = 0 esta en su espacio nulo), entonces lo mismo es cierto para A r A: 

3 IV! Si A tiene columnas independientes, entonces A r A es cuadrada, simetrica e in- 
vertible. 

Despues se demostrara que A T A tambie'n es positiva definida (todos los pivotes y los valo- 
res caracterfsticos son positivos). 

Este caso es por mucho el mas comun e importante. La independencia no es tan diff- 
cil en un espacio m-dimensional si m > n. Esto se supone de aquf en adelante. 


Matrices proyeccion 

Se ha demostrado que el punto mas proximo a 6 es p = A{ A T A) A T b . Esta formula ex- 
presa en terminos matriciales la construccion de una recta perpendicular de b al espacio 
columna de A. La matriz que proporciona P es una matriz proyeccion, denotada por P: 

Matriz proyeccion P = A( A r A)~ l A T , (4) 

Esta matriz proyecta cualquier vector b sobre el espacio columna de A.* En otras palabras, 
p — Pb es la componente de b en el espacio columna, y el error e = b - Pb es la compo- 
nente en el complemento ortogonal. (j/— P tambien es una matriz proyeccion! Proyecta b 
sobre el complemento ortogonal, y la proyeccion es b — Pb.) 

En breve, se tiene una formula matricial para separar cualquier b en dos componentes 
perpendiculares. Pb esta en el espacio columna C(A), y la otra componente (I-P)b esta en 
el espacio nulo izquierdo N(A T ), que es ortogonal al espacio columna. 

Las matrices proyeccion pueden entenderse geome'trica y algebraicamente. 


3N La matriz proyeccion P = A(A T 
i) Es igual a su cuadrado: P 2 - P 
ii) Es igual a su traspuesta: P T = i 
Al reves, cualquier matriz simetrica con 



Demostracion Es facil ver por que P 2 — P. Si se empieza con cualquier b, entonces Pb 
esta en el subespacio sobre el que se esta proyectando. Cuando se vuelve a proyectar na- 
da cambia. El vector Pb ya esta en el subespacio, y P(Pb') sigue siendo Pb. En otras pala- 
bras, P 2 = P. Dos o tres o cincuenta proyecciones proporcionan el mismo punto p que la 
primera proyeccion: 


A{A T Ar‘A T A(A T Ar 


A(A T Ar 


Puede haber an riesgo de contusion con las matrices permutacion, que tambien se denotan por P, aunque el ries- 
go debe ser pequeno, y trataremos que nunca aparezcan ambas en la misma pdgina. 
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Para demostrar que P tambien es simetrica, se toma su traspuesta. Las traspuestas se 
multiplican en orden invertido, y se usa la simetrfa de (A T A)~\ para regresar a P: 

P T = (a t ) t ((A t A)' 1 ) t A t = A((A t A) t )“‘A t = A(A t A)~'A t = P. 

Para la conversa, a partir de P 2 = P y P T = P es necesario deducir que Pb es la pro- 
yeccion ortogonal de b sobre el espacio columna de P. El vector error b - Pb es ortogo- 
nal al espacio. Para cualquier vector Pc en el espacio, el producto interior es cero: 

{ b - PbfPc = b T {I - P) T Pc — b T ( P — P 2 )c = 0. 

Asf, b - Pb es ortogonal al espacio, y Pb es la proyeccion sobre el espacio columna. ■ 

Ejemplo 1 Suponga que A es verdaderamente invertible. Si es de 4 por 4, entonces sus cuatro colum- 
nas son independientes y su espacio columna es todo R 4 . ^Cual es la proyeccion sobre to- 
do el espacio ? Es la matriz identidad. 

P = A(A T Ar‘A T = AA~ i (A t )~ , A t = /. (5) 

La matriz identidad es simetrica, 7 2 = I, y el error b - lb es cero. 

La cuestion con todos los otros ejemplos es que lo que ocurrio en la ecuacion (5) no 
se permite. Para repetir: No es posible invertir las partes por separado A T y A cuando estas 
matrices son rectangulares. La que es invertible es la matriz A T A. 

Ajuste de dates por minimos cuadrados 

Suponga que se realiza una serie de experimentos, y se espera que la salida b sea una fun- 
cion lineal de la entrada t. Se busca una Knea recta b — C + Dt. Por ejemplo: 

1. En instantes diferentes se mide la distancia a un satelite en su camino a Marte. En es- 
te caso t es el tiempo y b es la distancia. A menos que el motor este encendido o la gra- 
vedad sea intensa, el satelite se movera casi a velocidad eonstante v: b = b 0 + vt. 

2. En una estructura se hace variar la carga, y se mide el movimiento que esto produce. 
En este experimento t es la carga y b es la lectura en el medidor de deformation. 
A menos que la carga sea tan grande que el material se vuelva plastico, en la teorfa de 
la elasticidad es normal una relation lineal b = C + Dt. 

3. El costo de production de t libros como este es casi lineal, b = C + Dt, con la edition 
y la composition en C y luego la impresion y la encuademacion en D. Asf, C es el cos- 
to de preparation y D es el costo por cada libro adicional. 

^Como calcular C y Z>? Si no hay error experimental, entonces dos mediciones de b 
determinan la recta b = C + Dt. Pero si hay error, es necesario estar preparado para “pro- 
mediar” los experimentos y eneontrar una recta optima. jEsta recta no debe confundirse 
con la recta que pasa por a sobre la cual se proyecto b en la section previa! De hecho, ya 
que hay dos incognitas por determinar: C y D, ahora se proyecta sobre un subespacio bidi- 
mensional. Un experimento perfecto debe proporcionar una C y una D perfectas: 


166 


Capftulo 3 Ortogonalidad 


C + Dt\ — b\ 

C + Dt 2 = b 2 

. ( 6 ) 

C + Dt m = b m . 

Este es un sistema sobredeterminado, con m ecuaciones y s61o dos incognitas. Si hay erro- 
res presentes, el sistema no tiene solution. A tiene dos columnas, y x = (C, D): 

bi 

b z 

o bien, Ax = b. (7) 


La mejor solucion (C, D) es la x que minimiza el error al cuadrado E 2 : 

Minimizar E 1 = || b — Ax || 2 = (b\ — C — Dt x ) 2 + • • • +(b m — C — Dt m ) 2 . 

El vector p = Ax esta lo mas prdximo posible a b. De todas las rectas b = C + Dt, se es- 
ta eligiendo la que mejor se ajusta a los datos (vease la figura 3.9). En la grafica, los erro- 
res son las distancias verticales b — C — Dt a la recta (;no son distancias perpendiculares!) 
Son las distancias verticales las que se elevan al cuadrado, se suman, y minimizan. 



a) b ) 


Figura 3.9 La aproximacion por una recta corresponde a la proyeccidn p de b. 

Ejemplo 2 En la figura 3.9a se muestran tres mediciones b u b 2 , b 2 . 

b = 1 en t = — 1, b = 1 en t = 1, b ~ 3 en t — 2. 

i 

Observe que no se requiere que los valores t = - 1, 1,2 sean equidistantes. El primer pa- j 

so es escribir las ecuaciones que se cumplirian si una recta pudiera pasar por todos los 

tres puntos. | 
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Entonces C + Dt coincidirfa exactamente con b: 


C - D = 1 

Ax — b es C + Z> = 1 o bien 
C 4- 2D = 3 




Si estas ecuaciones Ax = b pudieran resolverse, no habrfa errores. No es posible resolver- 
las porque los puntos no estan en una recta. En consecuencia, se resuelven por minimos 
cuadrados: 


A r Ax = A r b es 




La mejor solucion esC = |,D = |,yla mejor recta es | 4- it. 


Observe las hermosas relaciones entre las dos figuras. El problema es el mismo pero 
el arte lo muestra distinto. En la figura 3.9 b, b no es una combination de las columnas 
(1, 1, 1) y (—1, 1, 2). En la figura 3.9, los tres puntos no estan sobre una recta. ;Los mmi- 
mos cuadrados sustituyen los puntos b que no estan sobre una recta por puntos p que sf es- 
tan! Al no ser posible resolver Ax = b, se resuelve Ax = p. 

La recta f + ft tiene alturas |, ™ y y en los instantes de medicion -1, 1, 2. Estos 
puntos estan sobre una recta. En consecuencia, el vector p = (f . y, y ) esta en el espa- 
cio columna. Este vector es la proyeccidn. La figura 3.9 b esta en tres dimensiones (o en m 
dimensiones si hay m puntos) y la figura 3.9a esta en dos dimensiones (o en n dimensio- 
nes si hay n par&metros). 

Al restar p de b, los errores son e = (|, — ~ ). Estos son los errores verticales en la 
figura 3.9a, y son las componentes del vector discontinue de la figura 3.9 b. Este vector 
error es ortogonal a la primera columna (1, 1, 1), ya que | — | 4- 1 = 0. Es ortogonal a la 

segunda columna (—1, 1, 2) porque — | — f + f = 0. Es ortogonal al espacio columna, 
y esta en el espacio nulo izquierdo. 

Pregunta: Si las mediciones b = (|, — f, |) fuesen estos errores, y,cual serfa la mejor 
recta y el mejor 3c ? Respuesta: La recta cero, que es el eje horizontal, y x = 0. Proyeccidn 
a cero. 

Facilmente pueden resumirse las ecuaciones para ajustar una recta. La primera colum- 
na de A contiene a los Is y la segunda columna a los tiempos t t . En consecuencia, A r A con- 
tiene a la suma de los Is y los t t , asf como a tf: 


30_ Lay mediciones b x , ... ,b m estan dadas a puntos distintos t x , ... , t m . Asf, la rec- 
ta C + Dt que minimiza E 2 proviene de minimos cuadrados: 


A~b o bien. 


e,1 rei fEH 


E<i E>?J loj [E-Aj- 


Observacion Las matematicas de los minimos cuadrados no estan limitadas a ajustar los 
datos por rectas. En muchos experimentos no hay razon para esperar una relation lineal, y 
no tendrfa sentido buscar una. Suponga que se manipula material radiactivo. La salida b es 
la lectura de un contador Geiger en varios instantes t. Podrfa saberse que se esta trabajan- 
do con una mezcla de dos productos qufmicos, de los cuales se conocen sus vidas medias 
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(o tasas de desintegracion), aunque se ignora la cantidad que se esta manipulando de cada 
producto. Si estas dos cantidades desconocidas son C y D, entonces las lecturas del conta- 
dor Geiger se comportanan como la suma de dos exponenciales (y no como una recta): 

b = Ce- X ' + De” 1 *. (8) 

En la practica, el contador Geiger no es exacto. En vez de ello, se toman lecturas 
b x ,...,b m en los instantes t x , . . . , t m , y la ecuacion (8) se cumple aproximadamente: 

Ce~ Xh + De'*'' » b x 
Ax = b es : 

Ce~ x,m + De~' x ‘ m b m . 

Si hay mas de dos lecturas, m > 2, entonces con toda probabilidad no es posible re- 
solver para Cy D- Sin embargo, el principio de mfnimos cuadrados proporciona valores 
optimos C y D. 

La situacion seria completamente diferente si se conocieran las cantidades C y D, y 
estuviera intentandose descubrir las tasas de desintegracion Xy/t. Este es un problema de 
mCnimos cuadrados no lineales, y es mas diffcil. Sin embargo, aun se forman E 2 , y la su- 
ma de los cuadrados de los errores, y se minimizan. Pero igualar a cero las derivadas no 
proporciona ecuaciones lineales para las X y p. optimas. En los ejercicios solo se conside- 
ran mmimos cuadrados lineales. 


Mfnimos cuadrados ponderados 

Un problema sencillo de mfnimos cuadrados es estimar x del peso de un paciente a partir 
de dos observaciones, x = b x y x — b 2 . A menos que b x = b 2 , la situacion supone resolver 
un sistema inconsistente de dos ecuaciones en una incognita: 



Hasta el momento, b x y b 2 se han aceptado como igualmente confiables. Se buscaba el va- 
lor x que minimizaba E 2 = (x — bi) 2 + (x — bi) 2 : 



El x optimo es el promedio. La misma conclusion se obtiene a partir de A r Ax = A T b ■ De 
hecho, A t A no es una matriz de 1 por 1, y la ecuacion normal es 2x = b x + b 2 . 

Ahora se supone que dos observaciones no son confiables en la misma medida. El va- 
lor x = b x puede obtenerse a partir de una escala mas precisa, o bien, en un problema es- 
tadfstico, de una muestra mas grande, que x = b 2 . A pesar de ello, si b 2 contiene alguna 
information, no es aconsejable depender totalmente de b x . El compromiso mas sencillo es 
asignar valores distintos wf y u>|, y escoger x w que minimice la suma ponderada de cua- 
drados'. 


Error ponderado E 2 = w x (x — b x ) 2 + w\(x — b 2 ) 2 . 


Si w x > w 2 , entonces a b x se asigna mayor importancia. El proceso de minimization (de- 
rivada = 0) intenta con mayor ahfnco hacer pequeno a (x - b x ) 2 : 
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En vez del promedio de b x y b 2 (para w x = w 2 = 1), x w es un promedio ponderado de 
los datos. Este promedio esta mas proximo de b x que de b 2 . 

El problema normal de mfnimos cuadrados que llevaba a x w proviene de cambiar 
Ax = b al nuevo sistema WAx = Wb. Con esto, la solucion cambia de x a x w .L& matriz 
W T W se voltea sobre ambos lados de las ecuaciones normales ponderadas: 


La solucion por mmimos cuadrados de WAx — Wb es x w : 


Ecuaciones normales ponderadas: ( yt T W T WA)x v 


r W T Wb. 


iQae ocurre con la representation de b proyectada en A?? La proyeccion Ax w sigue 
siendo el punto en el espacio columna mas proximo a b. Pero la expresion “mas proximo” 
adquiere un nuevo significado cuando la longitud implica a W. La longitud ponderada de x 
es igual a la longitud ordinaria de Wx. Perpendicularidad ya no significa y T x = 0; en el nue- 
vo sistema la prueba es (Wy) T (Wx) = 0. La matriz W r W aparece en medio. En este nuevo 
sentido, la proyeccion Axw y el error b — Ax w nuevamente son peipendiculares. 

El ultimo parrafo describe todos los productos internos : provienen de matrices inver- 
tibles W. Solo implican a la combination simetrica C = W T W. El producto interno de x y 
y es y T Cx. Para una matriz ortogonal W = Q, cuando esta combination es C = Q r Q = I, 
el producto intemo no es nuevo o diferente. La rotation del espacio deja sin cambio al pro- 
ducto intemo. Cualquier otra W cambia la longitud y el producto intemo. 


Para cualquier matriz invertible W, estas reglas definen un nuevo producto intemo y una 
nueva longitud: 

Ponderado por IE (x, y) w = (Wy) J {Wx) y \\x\\w = \\Wx\\. (10) 


Debido a que W es invertible, a ningun vector se asigna la longitud cero (excepto al vector 
cero). Todos los productos intemos posibles — que dependen linealmente de x y y — son po- 
sitives cuando x = y # 0, y se encuentran de esta manera, para alguna matriz C — W T W. 

En la practica, la cuestion importante es la eleccion de C. La mejor respuesta provie- 
ne de los expertos en estadfstica, originalmente de Gauss. Puede saberse que el error me- 
dio es cero. Este es el “valor esperado” del error en b, \ aunque en realidad se espera que el 
error no sea cero! Tambien es posible conocer el promedio del cuadrado del error; esta es 
la varianza. Si los errores en las b x son independientes entire sf, y sus varianzas son of, en- 
tonces los pesos correctos son u), = 1/a, . Una medicion mas precisa, que significa menor 
varianza, obtiene un mayor peso. 

Ademas de tener confiabilidad desigual, las observaciones pueden no ser indepen- 
dientes. Si los errores vienen por parejas -las encuestas para presidente no son indepen- 
dientes de las encuestas para senador, y ciertamente tampoco de las encuestas para 
vicepresidente— entonces W tiene terminos fuera de la diagonal. La mejor matriz no ses- 
gada C = W T W es la inversa de la matriz de covarianza, cuyo elemento i.j es el valor es- 
perado de (error en b t ) multiplicado por (error en bj). Entonces, la diagonal principal de C ~ 1 
contiene a las varianzas of, que son el promedio de (error en bi) 2 . 

Suponga que dos companeros en una partida de bridge conjeturan (despues de pujar) la 
cantidad de picas que tienen. Para cada conjetura, los errores —1,0, 1 pueden tener la mis- 
ma probabilidad, i . Asf, el error esperado es cero y la varianza es | : 

E{e) = f(-l) + i(0) + |(1) =0 
E(e 2 ) = i(-l) 2 + i(0) 2 + i(l) 2 = f. 


I 
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Las dos conjeturas son dependientes, porque estan basadas en la misma puja, pero no son 
identicas, porque los companeros tienen manos distintas. Considere que la posibilidad de 
que los companeros tengan muchas picas o tengan pocas picas es cero, pero que la posi- 
bilidad de errores opuestos es | . Entonces £’(e l e 2 ) = 5 ( — 1). y la inversa de la matriz de 
covarianza es W r W : 


E(e f) E(eie 2 ) 

E(e x e 2 ) E(e\) 


Esta matriz va en medio de las ecuaciones normales ponderadas. 


Conjunto de probiemas 3.3 

1. Encuentre la mejor solucion por minimos cuadrados x de 3x = 10, 4x = 5. ^Cual es 
el error E 2 que se minimiza? Compruebe que el vector error ( 10 — 33t , 5 — 43c) es 
perpendicular a la columna (3, 4). 

2. Suponga que los valores b x = 1 y b 2 — 7 multiplicados por t, = 1 y f 2 = 2 son ajus- 
tados por una recta b = Dt que pasa por el origen. Resuelva D — 1 y 2D = 1 por mi- 
nimos cuadrados. Dibuje la mejor recta. 

3. Resuelva Ax — b por minimos cuadrados, y encuentre p = Ax si 


Compruebe que el error b - p es perpendicular a las columnas de A. 

Escriba E 2 = II Ax — b\\ 2 e iguale a cero sus derivadas respecto de u y v, si 

"l 0 l r fl* 

A = 0 1 , x = U , b = 3 . 

11 W 4 


Compare las ecuaciones resultantes con A t A3c = A J b, confirmando que el calculo, 
asi como la geometna, proporcionan las ecuaciones normales. Encuentre la solucion 
x y la proyeccion p = Ax . ^Por que p = bl 

5. El siguiente sistema no tiene solucion: 

'1 -1] frl [4 

Ax = 1 0 33 = 5 = b. 

1 lj [9 

Dibuje y resuelva un ajuste por una recta que lleve a la minimizacion de la cuadratica 
(C — D — 4) 2 4 ■ (C — 5) 2 + (C + D — 9) 2 . i,Cual es la proyeccion de b sobre el 
espacio columna de A? 

6. Encuentre la proyeccion de b sobre el espacio columna de A: 


1 1 
1 -1 , 
-2 4 
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Separe benp + q, con p en el espacio columna y q perpendicular a este espacio. <f,Cual 
de los cuatro subespacios contiene a ql 

7. Encuentre la matriz proyeccion P sobre el espacio generado por a x = (1, 0, 1) y a 2 = 
( 1 , 1 , - 1 ). 

8 . Si P es la matriz proyeccion sobre un subespacio fc-dimensional S de todo el espacio 
R”, ^cual es el espacio columna de P, y cudl es su rango? 

9. a) Si P = P T P, demuestre que P es una matriz proyeccion. 
b) ^Sobre que subespacio proyecta la matriz P — 0? 

10. Si los vectores a x , a 2 , y b son ortogonales, y,cuales son A T A y A x fe? y,Cudl es la pro- 
yeccion de b sobre el piano de a x y a 2 ? 

11. Suponga que P es la matriz proyeccion sobre el subespacio S y que Q es la matriz pro- 
yeccion sobre los complementos ortogonales S x . / Cuales son P + Q y PQ2 Demues- 
tre que P — Q es su propia inversa. 

12. Si V es el subespacio generado por (1, 1, 0, 1) y (0, 0, 1, 0), encuentre 

a) Una base para el complemento ortogonal V x . 

b ) La matriz proyeccion P sobre V. 

c) El vector en V mas proximo al vector = (0, 1,0, — 1) en V x . 

13. Encuentre el mejor ajuste por una recta (minimos cuadrados) de las mediciones 

b = 4 en t = —2, b = 3 en t — — 1, 

b — 1 en t = 0 , b = 0 en t = 2 . 

Luego encuentre la proyeccion de b = (4, 3, 1, 0) sobre el espacio columna de 

'1 — 2 " 

A = 1 - 1 

A 1 0 ' 

\ 2 _ 

14. Los vectores a x — (1, 1,0) ya 2 = (1, 1, 1) generan un piano en R 3 . Encuentre la ma- 
triz proyeccion P sobre el piano, y encuentre un vector b diferente de cero que sea pro- 
yectado en cero. 

15. Si P es la matriz proyeccion sobre una recta en el piano x-y, dibuje una figura para des- 
cribe el efecto de la “matriz reflexion” H = / - 2 P. Explique geometrica y algebrai- 
camente por que H 2 — I. 

16. Demuestre que si la longitud de u es uno, entonces la matriz P = uu r de rango 1 es 
una matriz proyeccion: tiene las propiedades i) y ii) enunciadas en 3N. Si se escoge 
u = a/ \\a || , P se convierte en la matriz proyeccidn sobre la recta que pasa por a, y Pb 
es el punto p =xa. Las proyecciones de rango 1 corresponden exactamente a probie- 
mas de minimos cuadrados en una incognita. 

17. cQue matriz de 2 por 2 proyecta el piano x-y sobre la recta de 45° x + y = 0? 

18. Se quiere ajustar un piano y — C + Dt + Ez para los cuatro puntos 

y=3 en t — 1, z — 1 y =6 en t = 0, z = 3 

y = 5 en t = 2, z = 1 y = 0 en t — 0, z — 0. 
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a) Encuentre 4 ecuaciones en 3 incognitas para hacer pasar un piano por los puntos 
(en caso de que tal piano exista). 

b ) Encuentre 3 ecuaciones en 3 incognitas para la mejor solucion por mi'nimos cua- 
drados. 

19. Si P c — A(A T A)~ 1 A t es la proyeccion sobre el espacio columna de A, ^cual es la pro- 
yeccion P R sobre el espacio renglon? (jNo es Pj !) 

20. Si P es la proyeccion sobre el espacio columna de A, ^cual es la proyeccion sobre el 
espacio nulo izquierdo? 

21. Suponga que L t es la recta que pasa por el origen en la direction de cq y que Lj es la 
recta que pasa por b en la direction de a 2 . Para encontrar los puntos mas proximos x l a l 
y b + x 2 a 2 sobre las dos rectas, escriba las dos ecuaciones para x t y x 2 que minimizan 
||jci«i -x 2 a 2 -fc||. Resuelva para x si cq = (1, 1, 0), a 2 = (0, 1, 0), b = (2, 1, 4). 

22. Encuentre la mejor recta C + Dt para ajustar b = 4, 2, — 1, 0, 0 en los instantes t = 
-2, -1,0, 1,2. 

23. Demuestre que el mejor ajuste por minimos cuadrados a un conjunto de mediciones 
>j, . . . , y m por una recta horizontal (una funcion constante y — Q es su promedio 

C = yi + " ‘ +ym 
m 

24. Encuentre el mejor ajuste por una recta a las siguientes mediciones, y dibuje su solucion: 

y — 2 en f = -1, y = 0 en t = 0, 

y — — 3 en t = 1, y = — 5 en ( = 2. 

25. Suponga que en vez de, por medio de una recta, los datos del problema 24 se ajustan 

por una parabola: y = C + Dt + Et 2 . En el sistema inconsistente Ax — b proveniente 
de las cuatro mediciones, ^cuales son la matriz de coeficientes A, el vector desconoci- 
do x, y el vector de datos £>? No es necesario calcular x. 

26. Bajo tortura, una persona de la Edad Media fue alargada las longitudes L = 5, 6, y 7 
pies bajo fiierzas aplicadas de F = 1, 2, y 4 toneladas. Suponga la ley de Hooke L = 
a + bF para encontrar por minimos cuadrados la longitud normal a de la persona. 

En los problemas 27 a 31 se presentan los conceptos basicos de la estadistica: la base 
de los minimos cuadrados. 

27. (Recomendado) Este problema proyecta b = (b x , ... , b m ) sobre la recta que pasa por 
a = (1, . . . , 1). Se resuelven m ecuaciones ax = b en 1 incognita (por minimos cua- 
drados). 

a) Resuelva a 1 ax = a T b para demostrar que x es la media (el promedio) de las bs. 

b) Encuentre e = b — ax, la varianza ||e|| 2 , y la desviacion estandar ||e||. 

c ) La recta horizontal b = 3 es la mas proxima a b = (1, 2, 6). Compruebe que p = 
(3, 3, 3) es perpendicular ae,y encuentre la matriz proyeccion P. 

28. Pnmera suposicion detrds de los minimos cuadrados: La media de cada error de me- 
dicion es cero. Multiplique los 8 vectores error b - Ax = (±1. ±1. ±1) por 
(A T A) 1 A t para demostrar que el promedio de los 8 vectores x — x tambien es cero. 
La estimation x es insesgada. 

29. Segunda suposicion detras de los minimos cuadrados: Los m enures e t son indepen 
dientes de la varianza a 2 , de modo que el promedio (b - Ax){ b - Ax) T es cr 2 /. Multi- 
plique por la izquierda por (A T A) _l A T y por la derecha por A(A T A) _1 para demostrar 
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que el promedio de (x— xhx— x) T es cr 2 (A T A) -1 . Esta es la fundamental matriz de 
covarianza para el error en x. 

30. Un doctor toma 4 lecturas del ritmo cardiaco de una persona. La mejor solucion de 
x = b x , . . . , x = <b 4 es el promedio x de b x , . . . , i 4 . La matriz A es la columna de Is. 
En el problema 29 se proporciona el error esperado (x — x) 2 como cr 2 (A T A)“' 1 = 
. A1 promediar, la varianza cae desde o 2 hasta c^M. 

31. Si se conoce el promedio x 9 de 9 numeros b x ,...,b 9 , y,cuan rapido puede eneontrarse 
el promedio x l0 con un numero mas b 10 ? La idea de minimos cuadrados recurrentes es 
evitar la suma de 10 numeros. <(Que coeficiente de % proporciona correctamente x 10 ? 

Xio = j^bxo + % - + • - • +b w ). 

En los problemas 32 a 37, use cuatro puntos b = (0, 8, 8, 20) para producir ideas nuevas. 

32. Con b = 0, 8, 8, 20 en t = 0, 1, 3, 4, escriba y resuelva las ecuaciones normales 
A J Ax = A T b ■ Para la mejor recta como en la figura 3.9a, encuentre sus cuatro altu- 
ras Pi y sus cuatro errores e,. ^CuSl es el valor minimo E 2 = e\ + e\ + e\ + e}l 

33. (La recta C + Dt pasa por los ps). Con b — 0, 8, 8, 20 en los tiempos t = 0, 1, 3, 4, 
escriba las cuatro ecuaciones Ax = b (inresoluble). Cambie las mediciones a p — 1,5, 
13, 17 y encuentre una solution exacta de Ax = P ■ 

34. Compmebe que e = b -p = (— 1, 3, -5, 3) es perpendicular a ambas columnas de A. 
^Cual es la distancia mas corta ||e|| de b al espacio columna de A? 

35. Para la parabola mas proxima b = C + Dt + Et 2 a los mismos cuatro puntos, es- 
criba las ecuaciones irresolubles Ax = b en tres incognitas x = (C, D, £). Escriba las 
tres ecuaciones normales A T Ax = A T b (no se requiere su solucion). Ahora se esta 
ajustando una parabola a los cuatro puntos; y,que ocurre en la figura 3.9 b? 

36. Para la cubica mas proxima b = C + Dt + Et 2 + Ft 3 a los mismos cuatro puntos, 
escriba las cuatro ecuaciones Ax = b. Resuelvalas por elimination. AJhora, esta cubi- 
ca pasa exactamente por los puntos. ^Cuales son p y el 

37. El promedio de los cuatro tiempos es t = j(0 + 1 + 3 + 4) = 2.. El promedio de 
las cuatro bs es b = |(0 + 8 + 8 + 20) = 9. 

a) Compruebe que la mejor recta pasa por el panto central (t, b ) = (2, 9) • 

b ) Explique por que C + D? = b proviene de la primera ecuacidn en A T Ax = A T b, 

38. iQue ocurre con el peso ponderado x w = {w 2 b\ + w\b 2 )/ (w 2 + w 2 ) si el primer pe- 
so uq tiende a cero? La medicidn iq es completamente desconfiable. 

39. A partir de m mediciones independientes b x , ... ,b m del pulso de una persona, pon- 
deradas por uq, .... w m , ^cual es el promedio ponderado que sustituye a la ecuacion 
(9)? La respuesta es la mejor estimation cuando las varianzas estadfsticas son 

or 2 = 1 / wj. 

40. Si W — j^Q ° j , encuentre el producto intemo de x = (2, 3) y y = (1, 1), asi como 
la longitud W de x. iQae recta de vectores es Vf-perpendicular a y? 

41. Encuentre la solucion ponderada por minimos cuadrados x w de Ax = b: 
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10] [0 [2 0 0 

A = 1 1 b = 1 W = 0 1 0 . 

_! 2j LiJ 1° 0 l . 

Compruebe que la proyeccion Ax w sigue siendo perpendicular (;en el producto inter- 
no Wl) al error b — Axw 

42. a) Suponga que usted adivina la edad de su profesor, cometiendo errores e = — 2, — 1, 
5, con probabilidades j, I. Compruebe que el error esperado E(e ) es cero, y 
encuentre la varianza E(e 2 3 ). 

b) Si tambien el profesor adivina (o intenta recordar), cometiendo errores —1, 0, 1, 
con probabilidades |, ^que pesos u>, y w 2 proporcionan la confiabilidad de 
su conjetura, asf como la confiabilidad de la conjetura del profesor? 

3.4 BASES ORTOGOIMALES Y GRAR/i-SCHMIDT 

En una base ortogonal, todos los vectores son perpendiculares entre sf. Los ejes de coorde- 
nadas son mutuamente ortogonales. Esta situacion es casi optima, y la unica mejorfa es fa- 
cil de realizar: cada vector se divide entre su longitud con la finalidad de hacerlo un vector 
unitario. Asf se cambia una base ortogonal a una base ortonormal de qs: 


3P Los vectores q u . . . ,q n son ortono, 

r _ / 0 siempre que / ^ j, 

CIi D ~~ 1 1 siempre que i = j, proporcionando la normalization. 

Una matriz con columnas ortonormales se denomina Q. 


El ejemplo mas importante es la base estdndar. Para el piano x-y, los ejes mas cono- 
cidos e x = (1, 0) y <? 2 = (0, 1) no sdlo son perpendiculares, sino que tambien son horizon- 
tal y vertical, respectivamente. Q es la matriz identidad de 2 por 2. En n dimensiones, la 
base estandar e x , ... ,e n nuevamente consta de las columnas de Q = /: 


Base 

estandar 


;Esta no es la unica base ortonormal! Es posible rotar los ejes sin modificar los angulos rec- 
tos a los que se cortan. Estas matrices rotacion constituyen ejemplos de Q. 

Si se tiene un subespacio de R", los vectores estandar e t pueden no estar en ese subes- 
pacio. Sin embargo, el subespacio siempre tiene una base ortonormal, que puede construir- 
se en forma sencilla a partir de cualquier base dada. Esta construction, que transforma un 
conjunto sesgado de ejes en un conjunto perpendicular, se denomina ortogonalizacion de 
Gram-Schmidt. 

En resumen, los tres topicos fundamentales de esta section son: 


1. La definition y las propiedades de las matrices ortogonales Q. 

2. La solution de Qx = b, ya sea de n por n o rectangular (mfnimos cuadrados). 

3. El proceso de Gram-Schmidt y su interpretation como una nueva factorization A = QR. 


3.4 Bases ortogonales y Gram-Schmidt 


Matrices ortogonales 

3(2 Si Q (cuadrada c -eci ene columnas ortonormales, entonces Q T Q = If 


Columnas. ' : 
. ortonormales 


<?i <?2 q n 


‘1 0 - 0 

0 I • 0 

0 0 - 1 


a) 


Una matriz ortogonal es una matriz cuadrada con columnas ortonormales.’ Por 
tanto, <2 t es Q~~ l . Para matrices cuadradas ortogonales, la traspuesta es la im mti . 

Cuando el renglon i de Q x multiplica a la columna j de Q, el resultado es qjq, = 0. 
Sobre la diagonal, donde i — j, se tiene qjq ; = 1. Esta es la normalizacion a vectores uni- 
tarios de longitud 1. 

Observe que Q T Q = / incluso si Q es rectangular. Pero entonces Q r es solo una inver- 
sa izquierda. 


Ejemplo 1 


send cosd 


i T = = 


cosP senfl 
-sen# cos# 


Q hace girar a todo vector un angulo #, y 0 T lo hace girar de regreso un angulo — #. Resul- 
ta evidente que las columnas son ortogonales, y son ortonormales porque sen 2 # + cos 2 
# = 1. La matriz Q x es justo una matriz tan ortogonal como lo es Q. 

Ejemplo 2 Cualquier matriz permutation P es una matriz ortogonal. Ciertamente, las columnas son 
vectores unitarios y ortogonales, ya que el 1 aparece en un sitio distinto en cada columna: 
La traspuesta es la inversa. 


"0 

1 

o' 

0 

0 

r 

Si P = 0 

0 

1 entonces P~ l 

= P r — 1 

0 

0 

1 

0 

0 

_0 

1 

0 


Una P antidiagonal, con P l3 = P 2 i — P 31 = D lleva los ejes x-y-z en los ejes z-y-x: 
un sistema “derecho” en un sistema “izquierdo”. Portanto, hubiera sido erroneo sugerir 
que cada Q ortogonal representa una rotacion. Tambien se permite una reflexion. 

P — [ j 0 ] refleja cada punto (x, y) en (y, x), su imagen especular a traves de la recta a 
45°. Geometricamente, una Q ortogonal es el producto de una rotacion y una reflexion. 

Queda por abordar una propiedad compartida por las rotaciones y las reflexiones, y de 
hecho, por cualquier matriz ortogonal. No es compartida por las proyecciones, que no son 
ortogonales y ni siquiera invertibles. Las proyecciones reducen la longitud de un vector, 
mientras que las matrices ortogonales poseen una propiedad que es la mas importante y ca- 
racterrstica de todas: 


'Matriz ortonormal hubiera sido un mejor nombre, pero ya es demasiado tarde para cambiar. Tambidn, no hay una 
denomination aceptada para una matriz rectangular con columnas ortonormales. Seguimos escribiendo Q. pero 
no se denominara “matriz ortogonal" a menos que sea cuadrada. 
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3R La multiplication por cualquier Q preserva las longitudes: 

Longitudes sin cambio \\Qx\\ = ||.*|| para todo vector x. (2] 
Tambien preserva productos intemos y angulos, ya que (Qx) r (Qy) =x r Q r Qy = 


La preservation de longitudes proviene directamente de Q T Q = /: 

|] Qxf = || x || 2 debido a que ( Qx) J (Qx ) = x T Q 1 Qx = x 7 x. (3) 

Cuando el espacio se gira o refleja, se preservan todos los productos intemos y las longi- 
tudes. 

A continuation se abordara el calculo en que se utiliza la propiedad especial Q 7 = 
<2 _1 . Si se tiene una base, entonces cualquier vector es una combination de los vectores de 
la base. Esto es excepcionalmente simple para una base ortonormal, lo cual sera un con- 
cepto clave detras de las series de Fourier. El problema es encontrar los coeficientes de los 
vectores de la base : 

b se escribe como una combinacion b = x x q x + x x q x + — 4- x n q n . 

Para calcular x x hay un truco evidente. Ambos lados de la ecuacion se multiplican por qj. 
En el miembro izquierdo esta qjb. En el miembro derecho todos los terminos desapare- 
cen (porque qjqj =0) excepto el primer termino. Lo que queda es 

qjb = x x qjq x . 

Debido a que qjq i = 1, se ha encontrado que x x = qjb. De manera semejante, el segun- 
do coeficiente es Xz = qjb ; este termino permanece cuando se multiplica por qj. Los otros 
terminos desaparecen por la ortogonalidad. Cada pieza de b tiene una formula sencilla, y 
al recombinar las piezas se recupera b: 


■ Todo vector b es igual a 


(qjb)q! + (qjb)q 2 •+-••• + (qjb)q n . 


No puedo resistir escribir esta base ortonormal en una matriz cuadrada Q. La ecuacion 
vectorial x x q x + ■ ■ • +x n q n = b es identica a Qx = b. (Las columnas de Q multiplican a 
las componentes de x). Su solution es x = Q~ l b. Pero como Q ~ 1 = O 7 -aquf es donde en- 
tra la ortonormalidad— la solution tambien es x = Q^b: 


Las componentes de x son los productos intemos qjb, como en la ecuacion (4). 

La forma matricial tambien muestra lo que ocurre cuando las columnas no son orto- 
normales. Expresar b como una combination x x a x + • • • +x n a n es lo mismo que resolver 
Ax = b. Los vectores de la base se van en las columnas de A. En ese caso, se requiere A -1 , 
lo cual cuesta trabajo. En el caso ortonormal sdlo se requiere Q r . 

Observation 1 La razon a T b/a T a ya aparecio antes, cuando b se proyecto sobre una rec- 
ta. Aquf a es q x , el denominador es 1 y la proyeccion es (qjb)q x . Por tanto, se tiene una 
nueva interpretation de la formula (4): Todo vector b es la suma de sus proyecciones uni- 
dimensionales sobre las rectos que pasan por las qs. 


3.4 Bases ortogonales y Gram-Schmidt 
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Debido a que estas proyecciones son ortogonales, el teorema de Pitagoras sigue siendo 
valido. El cuadrado de la hipotenusa sigue siendo la suma de los cuadrados de las compo- 
nentes: 

||£>|| 2 = ( qjbf + (qjb) 2 + • • • +(qjb) 2 que es IIG T F|| 2 . (6) 


Observacion 2 Debido a que Q r = Q~J tambien se tiene que QQ T = /. Cuando Q vie- 
ne antes que Q T , la multiplicacidn toma los productos intemos de los renglones de Q. (Pa- 
ra Q t Q eran las columnas.) Ya que el resultado es nuevamente la matriz identidad, se Uega 
a una conclusion sorprendente: Los renglones de una matriz cuadrada son ortonormales 
siempre que lo sean las columnas. Los renglones apuntan en direcciones completamente 
distintas a las de las columnas, y geometricamente no veo por que estan obligados a ser or- 


tonormales, pero lo son. 

Columnas ortonormales 
Renglones ortonormales 


'1/V3 l/\/2 1/V6‘ 

Q = 1/V5 0 -2/V6 • 

1/ V3 -1/V2 1/V6. 


Matrices rectangulares con columnas ortonormales 


Este capftulo es sobre Ax = b, cuando A no necesariamente es cuadrada. Para Qx - b aho- 
ra se admite la misma posibilidad: puede haber mas renglones que columnas. Los n vecto- 
res ortonormales q t en las columnas de Q tienen m> n componentes. Asi, Q es una matriz 
de m por n y no es de esperar poder resolver Qx — b de manera exacta. Se resuelve por mi- 
nimos cuadrados. 

Si hay justicia, las columnas ortonormales deben hacer mas sencillo el problema. Fun- 
ciono para matrices cuadradas, y ahora funcionara para matrices rectangulares. La clave 
consiste en observar que se sigue teniendo Q T Q = /■ Asi, Q' sigue siendo la inversa iz- 
quierda de Q. 

Para mfnim os cuadrados, esto es todo lo que se necesita. Las ecuaciones normales se 
presentaron al multiplicar Ax = b por la matriz traspuesta, para obtener A 7 Ax = A l: b. 
Ahora las ecuaciones normales son Q 7 Qx = Q Y b. jPero Q r Q es la matriz identidad! En 
consecuencia, x -- Q 7 b, ya sea que Q es cuadrada y si x es una solution exacta, o si Q 
es rectangular y se requieren rrunimos cuadrados. 



3S Si las columnas de Q son 
facilita: 


b sistema rectangular sin solucion para ca 

Q r b ecuacion normal para el mejor x donde 
Q 7 b Xj es qjb. 

Qx la proyeccion de b es (qjb)q\ + • • • +(, 
Q Q 7 b la matriz proyeccion es P = QQ T - 


Las ultimas formulas son como p — Ax y P — A(A 7 A) 1 A 7 . Cuando las columnas son 
ortonormales, la “matriz producto cruz” A T A se convierte en Q 7 Q — I- La parte dificil de 
los mfnimos cuadrados desaparece cuando los vectores son ortonormales. Las proyeccio- 
nes sobre los ejes no se presentan por pares, y p es la suma p = (qjb)qi + • ■ • +(q n b)q n . 

Se recalca que estas proyecciones no reconstruyen b. En el caso cuadrado m = n si lo 
hacfan. En el caso rectangular m > n no lo hacen. Proporcionan la proyeccion p y no el 
vector original b, que es todo lo que puede esperarse cuando hay mas ecuaciones que in- 
cognitas, y las qs dejan de ser una base. La matriz proyeccion suele ser A(A A) A , 


i 
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y aquf se simplifica a 


P = Q(Q y QY x Q r obien, P = QQ T . 


Ejemplo 3 


Ejemplo 4 


Observe que Q r Q es la matriz identidad de n por n, mientras QQ r es una matriz proyec- 
cion P de m por m. Es la matriz identidad sobre las columnas de Q (P las deja solas). Pero 
QQ l es la matriz cero sobre el complemento ortogonal (el espacio nulo de Q r ). 

El siguiente caso es sencillo pero tfpico. Suponga que un punto b — (x, y, z) se proyecta so- 
bre el piano x-y. Su proyeccion es p = (x, y, 0), y esta es la suma de las proyecciones por 
separado sobre los ejes x y y: 


y (q{ b)qi = 0 
0 


(qlb)q 2 


La matriz proyeccion global es 


p = + 92 ql 


l o o 

0 10, y 

0 0 0 


Proyeccion sobre un piano = suma de las proyecciones sobre q l y q 2 ortonormales. 

Cuando el promedio de los tiempos de medicion es cero, ajustar una recta conduce a co- 
lumnas ortogonales. Considere t l = -3, t 2 = 0, t 3 = 3. Luego, el intento de ajustar y = 
C + Dt produce tres ecuaciones en dos incognitas: 


C + Dti = y i 
C + Dt 2 = y 2 , 
C + Dt 3 = y 3 


o bien, 


Las columnas (1, 1, 1) y (—3, 0, 3) son ortogonales. Es posible proyectar y por separado 
sobre cada columna, de modo que los mejores coeficientes C y D pueden encontrarse por 
separado: 


i i] [yi yt 

l 2 + l 2 4" l 2 


0 3] [yi y 2 y 3 \ 

( — 3) 2 -b 0 2 "f- 3 2 


Observe que C = (yi + y 2 + y 3 )/ 3 es la media de los datos. C proporciona el mejor 
ajuste por una recta horizontal, mientras Dt es el mejor ajuste por una recta que pasa por 
el origen. Las columnas son ortogonales, de modo que la suma de estas dos piezas por se- 
parado constituyeel mejor ajuste por cualquier recta. Las columnas no son vectores uni- 
tarios, por lo que C y D tienen la longitud al cuadrado en el denominador. 

Las columnas ortogonales son en mucho mejores, tanto que merece la pena cambiar a 

ese caso. Si el promedio de los tiempos de observation no es cero -es t = (t\ H + 

Li)/ m ~ entonces el origen del tiempo puede cambiarse por t. En vez de y = C + Dt se 
trabaja con y = c +d(t — 7). ;La mejor recta es la misma! Asf como en el ejemplo, se en- 
cuentra 


0 ! i 7 3 * 
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~ = [ 1 • • • !] [yi • • • ym] T = >! + '•■ +ym 

l 2 + l 2 + • • • +1 2 m 

2 = [( L -?) ••• (^-?)][yi ••• y m ] T = ~ J )yj 

(ti — t) 2 + ■■ ■ +(t m — t) 2 E0,-?) 2 ' 

El mejor c es la media, y tambien se obtiene una formula conveniente para d. Los elemen- 
tos fuera de la diagonal de la A T A anterior eran Sr,-, y al cambiar el tiempo por J estos ele- 
mentos se hacen cero. Este cambio es un ejemplo del proceso de Gram-Schmidt, que 
ortogonaliza la situacion de anlemano. 

Las matrices ortogonales son cruciales en algebra lineal numerica, ya que no introdu- 
cen inestabilidad. Mientras las longitudes permanecen igual, el redondeo esta bajo control. 
La ortogonalizacion de vectores se ha convertido en una tecnica esencial. Quiza solo este 
en segundo lugar, detras de la eliminacion; y conduce a una factorizacion A = QR que es 
casi tan famosa como A = LU. 


Ei proceso de Gram-Schmidt 

Suponga que se tienen tres vectores independientes a, b, c. Si son ortonormales, las co- 
sas son faciles. Para proyectar un vector v sobre el primero, se calcula (a T v)a. Para pro- 
yectar el mismo vector v sobre el piano de los dos primeros, simplemente se suma 
(a T v)a + (b T v)b. Para proyectar sobre lo generado por a, b, c, se suman tres proyeccio- 
nes. Todos los calculos solo requieren los productos intemos a T v, b T v, y c' u. Pero para ha- 
cer realidad esto, es obligado decir: “Si son ortonormales.” A conti nuacion se propone 
encontrar una manera de hacerlos ortonormales. 

El metodo es sencillo. Se tienen a,b,c y se buscan q x , q z , q 3 . Con q x no hay proble- 
ma: puede ir en la direccidn de a. Se divide entre la longitud, de modo que qi = a! ||a|| es 
un vector unitario. El verdadero problema empieza con q 2 , que debe ser ortogonal a q } . Si 
el segundo vector b tiene cualquier componente en la direccion de q x (que es la direction 
de a), es necesario restar esa componente: 

Segundo vector B—b~(qJb)qi y q 2 —B/\\B\\. (9) 

B es ortogonal a q { . Es la parte de b que va en una nueva direccion, y no en la direccion de 
a. En la figura 3.10, B es perpendicular a q t . Establece la direccion para q 2 . 



Figura 3.10 La componente q x de b se elimina; ay B se normalizan en q x y q z . 

En este punto ya se cuenta con y q z . La tercera direccidn ortogonal empieza con c. 
No esta en el piano de q x y q 2 , que es el piano de ay b. No obstante, puede tener una com- 
ponente en ese piano, y esta, debe restarse. (Si el resultado es C = 0, esto indica que a, b. 
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c no eran independientes desde el principio.) Lo que queda es la componente C que se bus- 
ca, la parte que esta en una nueva direccion perpendicular al piano: 


Tercer vector 


C = c - (gjc)qi - (qjc)q 2 y q 3 = C/||C||. 


Esta es la idea de todo el proceso de Gram-Schmidt; restar de cada vector nuevo sus com- 
ponentes en las direcciones ya establecidas . Esta idea se utiliza una y otra vez.* Cuando se 
tiene un cuarto vector, se restan sus componentes en las direcciones de q x , q 2 , q 3 . 

Ejemplo 5 Gram-Schmidt Suponga que los vectores independientes son a, b, c: 

'ii r ii (" 2 " 

a = 0 , b = 0 , c = 1 . 

-iJ L°j L° 

Para encontrar q x , el primer vector se hace unitario: a, — al V2. Para encontrar q 2 , del se- 
gundo vector se resta su componente en la primera direccion: 


B =b-(qjb) qi =0-4= 0 


El q 2 normalizado es B dividido entre su longitud, para producir un vector unitario: 


Para encontrar q 3 , de c se resta su componente a lo largo de q x y q 2 : 

C =c~ { qjc) qi - (q]c)q 2 

"21 ri/V2i r 1/V21 ro' 

= 1 -V2 0 -V2 0 = 1 . 

oj [1/V2J L _1 /V2j [0 

Este vector ya es unitario, de modo que es q 3 . Acudf a longitudes desesperadas para dismi- 
nuir el numero de rafces cuadradas (la parte penosa del proceso de Gram-Schmidt). El re- 
sultado es un conjunto de vectores ortonormales q x , q 2 , q 3 , que van en las columnas de una 
matriz ortonormal Q: 



1 [1/V2 

1/V2 

0' 

Base ortonormal 

Q = 92 q 3 = 0 

0 

1 


J L1/V2 

-1/V2 

0 


*Si Gram fue el primero que tuvo esta idea, £que le quedo a Schmidt? 


— ' - CIV.H unueuA? 

u ■ ■ : '' : "■ '■ r - : CION AL 
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...... . .... Id' v i-.— URUGUAY 

; — . .. - t t ■*. m»4A 

3T El proceso de Gram-Schmidt empieza con vectores independientes a u .... a n 
y termina con vectores ortonormales q x , . . . , q n . En el paso j resta de dj sus compo- 
nentes en las direcciones q u q } ~ t que ya estan establecidas: 


Aj = Qj - {qjaj)qi - 

Luego, qj es el vector unitario Aj! || A } ]| . 


-(q]-iaj)qj- 1 - 


Observacion sobre los calculos Considero que es mas facil calcular los ortogonales a, B, 
C, sin forzar a que sus longitudes sean iguales a 1 . Luego, las rafces cuadradas entran solo 
al final, cuando se divide entre esas longitudes. El ejemplo anterior deberfa tener las mis- 
mas By C, sin utilizar rafces cuadradas. Observe el | de a r b/a r a en vez del ^5 de q T b: 


0 y entonces C 

1 


La factorizacion A = QR 

Se empezo con una matriz A, cuyas columnas eran a, b, c. Se termina con una matriz Q, 
cuyas columnas son q x , q 2 , q 3 . i,Cual es la relacion entre estas matrices? Las matrices A y 
Q son de m por n cuando los n vectores estan en el espacio m-dimensional, y debe haber 
una tercera matriz que las relacione. 

La idea es escribir las as como combinaciones de las qs. El vector b en la figura 3.10 
es una combination de los q Y y q 2 ortonormales, y se sabe de cual combinacion se trata: 

b = ( qjb)q x + ( qjb)q 2 . 

Todo vector en el piano es la suma de sus componentes q A y q 2 . De manera semejante, c es 
la suma de sus componentes q x , q 2 , q 3 : c = ( q[c)q x + ( q 2 c)q 2 + ( q 3 c)q 3 ■ Si lo anterior 
se expresa en forma matricial, se tiene la nueva factorizacion A = QR : 


Factores QR 


i Observe los ceros en la ultima matriz! R es triangular superior debido a la forma en que 
se realizo el proceso de Gram-Schmidt. Los primeros vectores ay q x estan sobre la misma 
recta. Luego, q x y q 2 estaban en el mismo piano que a, b. Los terceros vectores, c y q 3 no 
se requirieron sino hasta el paso 3. 

La factorizacion QR es como A = LU, excepto que el primer factor Q tiene columnas 
ortonormales. El segundo factor se denomina R, porque los elementos diferentes de cero 
estan a la derecha de la diagonal (y la letra U ya se habfa utilizado). Los elementos fuera 
de R fuera de la diagonal son los numeros qjb = 1/^/2 y qjc = q 2 c — V2 , que se en- 
contraron antes. Toda la factorization es 


‘1 1 

2 

- 1 /V 2 

1/V2 

0 0 

1 = 

0 

0 

1 0 

0 

1/V2 

-1/V2 


1/V2 V2 
1 
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Las longitudes de a, B, C se observan en la diagonal de R. Los vectores ortonormales q u 
q 2 , q-s, que constituyen todo el objeto de la ortogonalizacion, estan en el primer factor Q. 

Tal vez OR no es tan elegante como LU (debido a las rafces cuadradas). Ambas facto- 
rizaciones revisten una importancia crucial en la teorfa del algebra lineal, y absolutamente 
fundamental en los calculos. Si LU es Hertz, entonces QR es Avis. 

Los elementos r v , — qja aparecen en la formula (11), cuando ||A ( ||^ se sustituye 
por Af. 

cij = (qjaj)q i + • ■ ■ + (q]-iOj)qj~i + || Aj \\qj = Q Multiplicado por lacolumnay de R (13) 

311 Toda matriz de m por n con columnas independientes puede factorizarse en 
A = QR. Las columnas de A son ortonormales, y R es triangular superior e inver- . 
tible. Cuando m = n, y todas las matrices son cuadradas, Q se convierte en una ma- 
triz ortogonai. , ■ "t (..L Adi: 

No debe olvidarse la cuestion mas importante de la ortogonalizacion. Simplifica el 
problema de mfnimos cuadrados a Ax = 6. Las ecuaciones normales siguen siendo correc- 
tas, pero A T A se vuelve mas facil: 

A t A = R T Q r QR = R t R. (14) 

La ecuacion fundamental A J Ax = A r h se simplifica a un sistema triangular. 

R T Rx = R T Q r b obien R2 = Q r b. (15) 

En vez de resolver QRx — b, lo cual no es posible, se resuelve Rx = Q T b, lo cual supo- 
ne solo sustitucion hacia atras porque R es triangular. El costo real lo constituyen las mn 1 2 
operaciones del proceso de Gram-Schmidt, que son necesarias para encontrar en primer lu- 
gar a Q y a R. 

La misma idea de ortogonalidad se aplica a las funciones. Los senos y los cosenos son 
ortogonales; las potencias 1 , x, x 2 no lo son. Cuando /(x) se escribe como una combination 
de senos y cosenos, se trata de una sene de Fourier. Cada termino es una proyeccion so- 
bre una recta; la recta en el espacio de funciones que contiene multiplos de cos (node sen 
nx. Esta situation es completamente paralela al caso vectorial, y es muy importante. Por ul- 
timo, se tiene una tarea para Schmidt: ortogonalizar las potencias de x y producir los poli- 
nomios de Legendre. 

Espacios de funciones y series de Fourier 

Esta section es breve y optional, aunque tiene varias buenas intenciones: 

1. Introducir el espacio vectorial de dimension infinita mas famoso (el espacio de Hil- 
bert)-, 

2. Extender los conceptos de longitud y producto intemo de vectores v a funciones /(x); 

3. Identificar las series de Fourier como sumatorias de proyecciones unidimensionales 
(las “columnas” ortogonales son los senos y los cosenos); 

4. Aplicar el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a los polinomios 1, x, x 2 , . . . ; y 

5. Encontrar la mejor aproximacion a /(x) mediante una recta. 

Trataremos de seguir este esbozo, que abre una variedad de nuevas aplicaciones para 
el algebra lineal de manera sistematica. 

1. Espacio de Hilbert. Luego de estudiar R", resulta natural pensar en el espacio R°°. 

Contiene a todos los vectores v = (v x , v 2 , u 3 , . . . ) con una sucesidn infinita de componen- 
tes. En realidad, este espacio es demasiado grande cuando no hay control sobre el tamano 
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de las componentes Vj. Una idea mucho mejor es preserver la conocida definition de lon- 
gitud, usando una suma de cuadrados, e incluir solo aquellos vectores euya longitud sea 
finita : 

Longitud al cuadrado ||u|| 2 = v 2 + v\ + v\ + ■ ■ ■ (16) 

La serie infinita debe converger a una suma finita. Esto deja (l, |, |, . . .) pero no (1, 1, 
1 ,...)• Los vectores con longitud finita pueden sumarse (||v + u>|| < ||u|| + ||iu||) y mul- 
tiplicarse por escalares, de modo que forman un espacio vectorial. Es el celebre espacio de 
Hilbert. 

Este espacio es la forma natural para hacer que las dimensiones se vuelvan infinitas, y 
al mismo tiempo preserver la geometrfa del espacio euclidiano normal. Las elipses se con- 
vierten en elipsoides de dimension infinita, y las rectas perpendiculares se reconocen exacta- 
mente como antes. Los vectores vy w son ortogonales cuando su producto intemo es cero: 

Ortogonalidad v T w = v x w x + v 2 w 2 + v^wj + • • • =0. 

Se garantiza que esta sumatoria converge, y que para dos vectores cualesquiera sigue cum- 
pliendo la desigualdad de Schwarz |t> T u>| < ||u|| ||iu||. El coseno, incluso en el espacio de 
Hilbert, nunca es mayor que 1. 

Hay otra cuestion extraordinaria respecto a este espacio: se presenta bajo numerosos 
disfraces. Sus “vectores” pueden ser funciones, lo cual es otra cuestion importante. 

2. Longitud y productos intemos. Suponga que/(x) = sen x sobre el intervalo 0 < x < 
277. Esta/es como un vector con todo un continuo de componentes, donde los valores de 
sen x estan a lo largo de todo el intervalo. Para encontrar la longitud de un vector asf, la re- 
gia de costumbre de sumar los cuadrados de las componentes se vuelve imposible. Esta su- 
matoria se sustituye, de forma natural e inevitable, por la integration: 

J f2tc f2tc 

(f(x)) 2 dx= / (sen x) 2 dx = tt. (17) 
0 Jo 

El espacio de Hilbert se ha convertido en un espacio de funciones. Los vectores son fun- 
ciones, se cuenta con un metodo para medir su longitud, y el espacio contiene a todas aque- 
Uas funciones de longitud finita, justo como en la ecuacion (16). No contiene a las 
funciones F(x) = 1/x, ya que la integral de 1 he es infinita. 

La misma idea de sustituir la sumatoria por la integration produce el producto inter- 
no de dos funciones: Si/(x) = sen x y g(x) = cos x, entonces su producto intemo es 

/ , 2tt 

f(x)g(x)dx= / sen x cos x dx = 0. (18) 

o Jo 

Esto es exactamente como el producto intemo vectorial f r g. Sigue estando relacionado con 
la longitud mediante (/, /) = ||/|| 2 . La desigualdad de Schwarz se sigue cumpliendo: 
| ( /, g) | < || / 1| || g || . Por supuesto, dos funciones como sen x y cos x, cuyo producto inter- 
no es cero, se denominan ortogonales. Incluso, son ortogonales despues de ia divisidn en- 
tre su longitud ~/rt. 

3. La serie de Fourier de una funcion es un desarrollo en senos y cosenos: 

/ (x) = a 0 + a\ cosx + &i sen x + a 2 cos2x + b 2 sen2x 3 

Para calcular un coeficiente como b x , ambos miembros se multiplican por la funcion co- 
rrespondiente sen x y se Integra desde 0 hasta 2tt. (La funcion g(x) esta dada en ese inter- 
valo). En otras palabras, se toma el producto intemo de ambos miembros con sen x: 
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f(x ) senx dx 


sen x dx + a x / cosx senx dx + b x 


(sen x ) 2 dx + 


En el miembro derecho, cada integral es cero excepto una: donde sen x se multiplica a sf 
mismo. Los senos y los cosenos son mutuamente ortogonales , como en la ecuacion (18): 
For tanto b x es el miembro izquierdo dividido por aquella integral no cero: 


Jl™ f(x) sen* dx 
fg 7r ( senx ) 2 dx 


{f, senx) 
(senx, senx) 


El coeficiente de Fourier a x hubiera podido ser cos x en vez de sen x, y a 2 hubiera podido 
ser cos 2x. 

Todo el asunto consiste en ver la analogfa con las proyecciones. La componente del 
vector b a lo largo de la recta generada por a es b T a/a T a. Una serie de Fourier proyecta 
f{x) sobre sen x. Su componente p en esta direccion es exactamente b x sen x. 

El coeficiente b x es la solucion por minimos cuadrados de la ecuacion inconsistente b l 
sen x = /(x). Esto lleva a b x sen x lo mas cerca posible de/(x). Todos los terminos en la 
serie son proyecciones sobre un seno o un coseno. Debido a que los senos y los cosenos 
son ortogonales, la serie de Fourier proporciona las coordenadas del “vector' fix) respec- 
to a un conjunto de (una infinidad de) ejes perpendiculares. 

4. Gram-Schmidt para funciones. Ademas de los senos y los cosenos, hay muchas fun- 
ciones utiles que no siempre son ortogonales. Las mas sencillas son las potencias de x, y 
lamentablemente no existe ningun intervalo sobre el cual incluso 1 y x 2 sean perpendicu- 
lares. (Su producto intemo siempre es positivo, ya que es la integral de x 2 .) En consecuen- 
cia, la parabola mas prdxima a f(x) no es la suma de sus proyecciones sobre 1, x, y x 2 . Hay 
una matriz como (A T A)~ ', y su correlato estd dado por la matriz de Hilbert mal acondi- 
cionada. Sobre el intervalo OStS 1, 


"(1,1) (l,x) (l,x 2 ) 

A T A = (x, 1) (x,x) (x, x 2 ) 

(x 2 , 1 ) (x 2 , x) (x 2 , x 2 ) 


/ 1 ft fx 2 
fx fx 2 fx 3 
fx 2 fx 3 fx* 



"1 

1 

2 

i-i 

3 

— 

1 

2 

1 

3 

1 

4 


1 

1 

1 


-3 

4 

5-1 


Esta matriz tiene una gran inversa, ya que los ejes 1, x, x 2 estan lejos de ser perpendicula- 
res. La situacion se vuelve imposible si se agregan unos cuantos ejes mas. Es virtualmen- 
te inutil resolver A T Ax = A T b para el polinomio mas proximo de grado diez. 

Con mas precision, resulta inutil resolver esto por eliminacion gaussiana; todo error 
por redondeo puede amplificarse por mas de 10 13 . Por otra parte, no es posible rendirse y 
ya; la aproximacion mediante polinomios debe ser posible. La idea correcta es cambiar a 
ejes ortogonales (con el proceso de Gram-Schmidt): Se buscan combinaciones de 1, x, 
x 2 que sean ortogonales. 

Resulta conveniente trabajar con un intervalo situado simetricamente como — 1 < x 
^ L ya que as! todas las potencias impares de x se hacen ortogonales a todas las potencias 
pares: 

( 1 , x) = f x dx = 0, ( x, x 2 ) = f x 3 dx — 0 . 


En consecuencia, el proceso de Gram-Schmidt puede empezar aceptando at, = 1 y v 2 = 
x como los dos primeros ejes perpendiculares. Debido a que (x, x 2 ) = 0, solo tiene los an- 
gulos correctos entre 1 y x 2 . El tercer polinomio ortogonal es 
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Ortogonalizar V3 = x 2 


( 1 , x 2 ) (x,x 2 ) 


f IjX 2 dx 
1 dx 


Los polinomios que se construyen de esta manera se denominan polinomios de Legendre 
y son ortogonales mutuamente sobre el intervalo —1 s x ^ 1 . 


Comprobar 


i )-/-,(? 


Ahora ya es posible calcular el polinomio mas proximo de grado 10, sin ningun desastre, 
al proyectar sobre los 10 (u 11) primeros polinomios de Legendre. 

5. Mejor recta. Suponga que se desea aproximar y = x 5 mediante una recta C + Dx en- 
tre x = 0 y x = 1. Hay por lo menos tres formas para encontrar esa recta, y si se comparan 
estas formas, entonces jtodo el capitulo se aclara! 

1. Seresuelvefl x] [£] = x 5 por minimos cuadrados. La ecuacidn A T Ax = A T b es 


(1,1) (Lx) C (l,x 5 ) ,. 1 ! [Cl t 

(x, 1) (x,x)J [jDJ [(x,x 3 )J [3 3 J L D J 

Se minimiza E 2 = / 0 V - C - Dx) 2 dx = ± - §C - \D + C 2 + CD + 
\D 2 . Las derivadas respecto aCyC, despues de dividir entre 2, traen de regreso las 
ecuaciones noimales del metodo 1 (y la solucion esC = |— D = j). 


jD + C 2 + CD 


\ +C + \d =0 
6 2 


1 1 1 
-- + -C + —D = 0. 
7 2 3 


Se aplica el proceso de Gram-Schmidt para sustituir x por x - (1, x)/(l, 1). Esto es 
x - que es ortogonal a 1 . Luego, las proyecciones unidimensionales producen la 
mejor recta: 


C + Dx 


x s - L , + (x 5 , x ;) / _ i) - I + £ ( x - 

(L 1) 1 (x-i,x-|) (X 2) 6 ?V 2 ) 


Conjunto de problemas 3.4 

1. a ) Escriba las cuatro ecuaciones para ajustar y = C + Dt a los datos 


-4 en t — —2, y 
- 1 en 1 = 1 , y 


-3 en t 


Demuestre que las columnas son ortogonales. 

b) Encuentre la recta optima, trace su grafica, y escriba E 2 . 

c ) Interprete el error cero en tdrminos del sistema original de cuatro ecuaciones en dos 

incognitas: el miembro derecho (—4, —3, —1, 0) esta en el espacio . 

Proyecte b = (0, 3, 0) sobre cada uno de los vectores ortogonales a x = (f, f, — 5 ) y 
a 2 — ( — 5 ' l‘ |). y luego encuentre su proyeccion p sobre el piano de a x y a 2 . 
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3. Encuentre tambien la proyeccion de b = (0, 3, 0) sobre a 3 = — f, §) y sume las 

tres proyecciones. ^Por que P = cuaj + a 2 aj + a 3 aj es igual a P. 

4. Si Q l y O, son matrices ortogonales, de modo que Q T Q = I, demuestre que Q X Q 2 tam- 

bien es ortogonal. Si Q { es una rotacion en un angulo 9 y Q 2 es una rotacion en un an- 
gulo 4 > , que es igual Q\Q{1 ^Puede encontrar las identidades trigonometricas para 

sen (9 + 4>) y cos {0 + cf>) en la multiplicacidn de matrices Q l Q 2 ‘ ? 

5. Si u es un vector unitario, demuestre que Q = I - 2uu l es una matriz ortogonal sime- 

trica. (Es una reflexion, tambien conocida ccmo transformacion de Householder .) Calcu- 
le Q cuando u T = [| \ -A]. 

6 . Encuentre una tercera columna de modo que la matriz 

'I/a/3 1/vT4 

Q = 1/V3 2/Vl4 

.1/V3 -3/VT4 

sea ortogonal. Debe ser un vector unitario que sea ortogonal a las otras columnas; 
icuanta libertad deja esto? Compruebe que los renglones automaticamente se vuelven 
ortonormales al mismo tiempo. 

7. Demuestre, formando directamente b'b, que el teorema de Pitagoras se cumple para 

cualquier combinacidn b = x x q x H +x n q n de vectores ortonormales: \\b\\ 2 = 

xf + ■ ■ ■ +x 2 - En terminos matriciales, b — Qx, de modo que esto demuestra otra vez 
que se preservan las longitudes: ||Qx|| 2 = ||x|| 2 . 

8. Proyecte el vector b = (1, 2) sobre dos vectores que no sean ortogonales, a x — (1, 0) 
ya 2 = (1, 1). Demuestre que, a diferencia del caso ortogonal, la suma de las dos pro- 
yecciones unidimensionales no es igual a b. 

9. Si los vectores q x ,q 2 , q 3 son ortonormales, £cual combinacion de q A y q 2 es la mas pro- 
xima a q 3 7 

10. Si q x y q 2 son la salida del proceso de Gram-Schmidt, ^cuales eran los posibles vecto- 
res de entrada ay bl 

11. Demuestre que una matriz ortogonal triangular superior debe ser diagonal. 

12 . ^Qud multiplo de a x = [ [ ] debe restarse a a 2 = [^] para que el resultado sea ortogo- 
nal a a, ? Factorice | q ] en Q R con vectores ortonormales en Q. 

13. Aplique el proceso de Gram-Schmidt a 


y escriba el resultado en la forma A = QR. 


c — 1 

1 


14. A partir de los vectores no ortogonales a, b, c, encuentre vectores ortonomales q x , q 2 , 
‘ib 
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15. Encuentre un conjunto ortonormal q x , q 2 , q 3 para el cual q x y q 2 generen el espacio co- 
lumna de 


i,Qud subespacio fundamental contiene a < 3 - 3 ? ^Cual es la solucion por mfnimos cua- 
drados de Ax = b si b = [l 2 7] T ? 

16. Exprese la ortogonalizacion de Gram-Schmidt de a lt a 2 como A = QR: 


Dados n vectores a, con m componentes, ^cuales son las formas de A, Q, y /?? 

17. Con la misma matriz A del problema 16, y con b = [l 1 l] , use A = QR para 
resolver el problema de mfnimos cuadrados Ax — b. 

18. Si A = QR, encuentre una formula sencilla para la matriz proyeccion P sobre el espa- 
cio columna de A. 

19. Demuestre que los siguientes pasos modificados del proceso de Gram-Schmidt produ- 
cen la misma C que en la ecuacion (10): 

C* — c — (qjc)qi y C = C* - (qJC*) q 2 . 

Esto es mucho mas estable, restar las proyecciones una a la vez. 

20. En el espacio de Hilbert, encuentre la longitud del vector v = (1/V2, 1/V4, 1/ 
V8, . . .) y la longitud de la funcion f(x) = er* (sobre el intervalo OSrSl). tCual es 
el producto intemo sobre este intervalo de e* y e~~ xr> . 

21. ^Cual es la funcion a cos x + b sen x mas proxima a la funcion /(x) = sen 2x sobre 
el intervalo de -it a 7r? ^Cual es la recta c + dx mas proxima? 

22. Iguale la derivada a cero para encontrar el valor de b { que minimiza 


||b l senx — cosx|| 


(b 1 sen x — cos x) 2 dx. 


Compare con el coeficiente b } de Fourier. 

23. Encuentre los coeficientes de Fourier a 0 , a x , b x de la funcion escalon y(x), que es igual 
a 1 sobre el intervalo 0<x<iry0enel intervalo restante 7r<x<2tr. 


(y, cosx) 
(cosx, cosx) 


(y, senx) 
(senx, senx) 


24. Encuentre los cuatro polinomios de Legendre. Se trata de una cubica x 3 + ax" + 
bx + c que es ortogonal a 1 , x, y x 2 - | sobre el intervalo — 1 25 x s 1 . 

25. i,Cual es la recta mas proxima a la pardbola y = x 2 sobre — 1 < x S 1? 

26. En la formula de Gram-Schmidt (10), compruebe que C es ortogonal a q x y q 2 . 
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27. Encuentre una base ortonormal del subespacio generado por a x = (1, — 1, 0, 0), a 2 = 

( 0 , 1 , - 1 , 0 ), 03 = ( 0 , 0 , 1 ,- 1 ). 

28. Aplique el proceso de Gram-Schmidt a (1, —1, 0), (0, 1, — 1) y (1, 0, —1) para encon- 
trar una base ortonormal sobre el piano + x 2 + x 3 — 0. ^Cual es la dimension de 
este subespacio y cuantos vectores diferentes de cero provienen del proceso de Gram- 
Schmidt? 

29. (Recomendado) Encuentre vectores ortogonales A, B y C por Gram-Schmidt a partir 
de a , b, c : 

o = ( 1 , - 1 , 0 , 0 ) b = ( 0 , 1 , — 1 , 0 ) c = (0, 0, 1 , - 1 ). 

A, B, C y a, b, c son bases para los vectores perpendiculares a d — (1, 1, 1, 1). 

30. Si A = QR, entonces A r A = R J R — triangular multiplicada por triangu- 

lar. El proceso de Gram-Schmidt sobre A corresponde a elimination sobre A r A. 
Compare 



Para A T A, los pi votes son 2, § , j y los multiplicadores son y — | . 

a) Use estos multiplicadores sobre A para demostrar que la columna 1 de A y B = co- 
lumna 2-\ (columna 1) y C = columna 3—2 (columna 2) son ortogonales. 

b) Compruebe que ||columna 1 || 2 = 2, ||B || 2 = §, y ||C || 2 = |,usando los pivotes. 

31. i,Falso o verdadero? (proporcione un ejemplo en cualquier caso): 

a) QT X es una matriz ortogonal cuando Q es una matriz ortogonal. 

b) Si Q (de 3 por 2) tiene columnas ortonomales, entonces \\Qx\\ siempre es igual a |[x||. 

32. a ) Encuentre una base para el subespacio S en R 4 generado por todas las soluciones de 

Xy + X 2 + X-} — Xi, = 0 . 

ti) Encuentre una base para el complemento ortogonal S x . 

c) Encuentre by en S y b 2 en S x de modo que bj + b 2 = b = (l, 1, 1 , 1 ). 


3.5 LA TRAMSFORIVIADA DISCRETA DE FOURIER 

La serie de Fourier es algebra lineal en dimensiones infinitas. Los “vectores” son funcio- 
nes/ (x); estas son proyectadas sobre los senos y los cosenos. Asf se obtienen los coeficien- 
tes de Fourier a k y b k . A partir de esta serie infinita de senos y cosenos, multiplicados por 
a k y b k , es posible reconstruir a f(x). Este es el caso clasico, en el que sonaba Fourier, aun- 
que en los calculos verdaderos lo que se calcula es la transformada discreta de Fourier 
(TDF). Fourier sigue vivo, pero en dimensiones finitas. 

Aquf se trata de algebra lineal pura, basada en la ortogonalidad. La entrada es una su- 
cesion de numeros y 0 , , y n - u en vez de una funcion/(x). La salida c 0 , ... , c„_, tiene 
la misma longitud n. La relation entre y y c es lineal, de modo que debe estar dada por una 
matriz. Esta es la matriz F de Fourier, y toda la tecnologfa del procesamiento de senates 
digitales depende de ella. La matriz de Fourier posee propiedades extraordinarias. 
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Las senates se digitalizan, ya sea que provengan del habla, de imagenes, del sonar o 
de TV (o incluso de la exploration petrolera). Las senates son transformadas por la matriz 
F, y despues es posible transformarlas nuevamente con la finalidad de reconstruirlas. Lo 
crueialmente importante es que FyF" 1 pueden ser rapidas: 

F -1 debe ser sencilla. Las multiplicaciones por Fy F~ l deben ser rapidas. 

Estas dos afirmaciones son ciertas. F ~ 1 se ha conocido durante anos, y se ve justo co- 
mo F. De hecho, F es simetrica y ortogonal (excepto por un factor -/n), y solo tiene un in- 
convenient®: sus elementos son numeros complejos. Este es un precio bajo que hay que 
pagar, lo cual se hace a continuation. Las dificultades son minimizadas por el hecho de que 
todos los elementos de F y F ~ 1 son potencias de un solo numero w. Este numero cumple 
w n = 1. 

La transformada discreta de Fourier usa w = i (y observe que i 4 = l^El exito de to- 
da la TDF depende de la multiplication de F por su conjugado complejo F: 


1111 
1 i i 2 i 3 

1 i 2 i 4 i 6 

1 i 3 i 6 i 9 


"11 1 1 
l (-0 (-o 2 (-o 3 
l (-0 2 (-o 4 (-o 6 

1 ( — J ) 3 i-i) 6 (-i) 9 


De inmediato, FF = 41 indica que F~ 1 = F/4. Las columnas de F son ortogonales (pa- 
ra obtener los elementos cero en 41). Las matrices de n por n cumplen FF - nl. Asf, la 
inversa de Fes justo 7/ n. Dentro de poco se considerara el numero complejo w = e 2rcUn 
(que es igual a i para n = 4). 

Es extraordinario que F sea tan facil de invertir. Si esto fuese todo (y hasta 1965 era 
todo), entonces la transformada discreta tendrfa un lugar importante. Ahora hay mas. Las 
multiplicaciones por F y F ~ 1 pueden hacerse de una manera extremadamente rapida e in- 
geniosa. En vez de realizar n 2 multiplicaciones por separado, que provienen de los rr ele- 
mentos de la matriz, para efecmar los productos matrices- vectores Fc y F _ 1 y. s °l° se 
requieren 5 n log n pasos. Este reordenamiento de la multiplication se denomina transfor- 
mada rapida de Fourier (TRF). 

Esta section empieza con w y sus propiedades, continua con F“\ y termina con la 
TRF: la transformada rapida. La gran aplicacion en el procesamiento de senates es Infil- 
tration, y la clave de su exito es la regia de convolution. En lenguaje matricial, todas las 
“matrices circulantes” son diagonalizadas por F. Asf, se reducen a dos TRFs y una matriz 
diagonal. 


Ratces complejas de la unidad 

Es posible que ecuaciones reales tengan soluciones complejas. La ecuacion x 2 + 1 = 0 
condujo a la invention de i (;y tambien de -il) Lo anterior fue declarado como una solu- 
tion y se cerro el caso. Si alguien preguntaba sobre x 2 — i = 0, habfa una respuesta: las raf- 
ces cuadradas de un numero complejo de nuevo son numeros complejos. Es necesario 
permitir las combinaciones x + iy , con una parte real x y una parte imaginaria y, pero ya 
no se requieren inventos adicionales. Todo polinomio real o complejo de grado n tiene un 
conjunto completo de n rafces (tal vez complejas y tal vez repetidas). Este es el teorema 
fundamental del algebra. 

Aquf se tiene interes en ecuaciones como x 4 = 1. Esta tiene cuatro soluciones: las rai- 
ces cuartas de la unidad. Las dos rafces cuadradas de la unidad son 1 y — 1 . Las rafces cuar- 
tas son las rafces cuadradas de las rafces cuadradas, 1 y —1, i y — *’• El numero i satisface 
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i 4 = 1 porque satisface i 2 — — 1. Para calcular las rafces octavas de la unidad se requieren 
las rafces cuadradas de i, lo cua! lleva a w = (1 + i)/ -fl. A1 elevar al cuadrado w se ob- 
tiene (1 +2/4- f)/2, que es i porque 1 + i 2 es cero. Asf, to 8 = i 4 = 1. Aquf debe haber un 
sistema. 

Los numeros complejos cos 9 + i sen 6 en la matriz de Fourier son extremadamente 
especiales. La parte real se traza sobre el eje x y la parte imaginaria, sobre el eje y (vease 
la figura 3.11). Asf, el mimero w esta sobre la circunferencia unitaria; su distancia al ori- 
gen es cos 2 6 + sen 2 6=1. Forma un angulo 9 con la horizontal. Todo el piano se estudia 
en el capftulo 5, donde los numeros complejos aparecen como valores caracterfsticos (in- 
cluso de matrices reales). Aquf solo se requieren puntos especiales w, todos ellos sobre la 
circunferencia unitaria, para resolver w n = 1 . 



Figura 3.11 Las ocho soluciones de z s = 1 son 1. w, w 2 w 7 con w = f l + i)/ *J2.. 

El cuadrado de w puede encontrarse directamente (simplemente duplica el angulo): 
w 2 = (cos 6 + i sen 9 ) 2 = cos 2 6 - sen 2 9 + 2 i sen 9 cos 6. 

La parte real de cos 2 6 - sen 2 9 es cos 29, y la parte imaginaria 2 sen 9 cos 9 es sen 29. (Ob- 
serve que no se ha incluido a i; la parte imaginaria es un numero real). Por tanto, w 2 = cos 
29 + i sen 29. El cuadrado de w sigue estando en la circunferencia unitaria, pero al angulo 
doble 29. Esto hace sospechar que w" esta en el angulo n9, y la sospecha es correcta. 

Hay una mejor manera de tomar potencias de w. La combinacion del coseno y el se- 
no es una exponencial compleja, con amplitud 1 y angulo de fase 6: 

. cos 9 + i sen 6 = e w (2) 

Las reglas para multiplicar, como (e 2 )(e 3 ) = e 5 , se siguen cumpliendo cuando los exponen- 
tes 19 son imaginarios. Las potencias de w = e m permanecen en la circunferencia unita- 
ria: 

Potencias de w vu 2 = e i2e , : — . :nB , — = e~ w . (3) 

gggl u 

La n-esima potencia esta al angulo n9. Cuando n = -1, el angulo del recfproco 1/w es -9. 
Si cos 9 + i sen 9 se multiplica por cos(-6>) + i sea(-9), se obtiene la respuesta 1: 

e' 9 e ,e — (cos 9 + i senf?)(cos<? — i sen 9) = cos 2 9 + sen 2 9 = 1. 
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Nota Recuerdo el dfa en que al MIT llego una carta enviada por un prisionero en Nueva 
York, preguntando si la formula de Euler (2) era cierta. Es verdaderamente sorprendente 
que tres de las funciones clave en matematicas se presenten juntas de forma tan elegante. 
Nuestra mejor respuesta fue considerar la serie de potencias de la exponencial: 


1 +i& + 


{i9) 2 ( iff , ) 3 + . 

2! 3! 


La parte real l — 9 2 / 2 + • • • es cos 9. La parte imaginaria 9 — 9 3 /6 + • • ■ es el seno. La 
formula es correcta, y me hubiera gustado enviar una demostracion mas hermosa. 

Con esta formula es posible resolver u/* = 1. Esto se convierte en e ul ' 3 = 1. de modo 
que n9 debe llevamos alrededor de la circunferencia unitaria y volver al principio. La so- 
lucidn es escoger 9 = 2n! n : la n-esima raiz “primitive.” de la unidad es 

w„ = e 2ni/n = cos — + .t sen — . (4) 

n n 

Su n-esima potencia es e 2lti , que es iguai a 1. Para n = 8, esta rafz es (1 + i)/-f 2 : 


71 TV 

u) 4 = cos — + i sen — = i 
2 2 


IX TC 

cos — + i sen — 
4 4 


La rafz cuarta esta en 9 = 90°, que es \ (360°). Las otras rafces cuartas son las potencias 
i 2 = — 1, i 3 = — i, e i 4 = 1. Las otras rafces octavas son las potencias w\, vul, . . . , in 8 . Las 
rafces son equidistantes sobre la circunferencia unitaria, a intervalos de 2 ir/n. Observe nue- 
vamente que el cuadrado de u; 8 es iu 4 , lo cual es esencial en la transformada de Fourier ra- 
pida. La suma de las raices es cero. Primero 1 + / — 1 — i = 0, y luego 

Suma de las raices octavas 1 + utg + wj + • • • +w 7 s = 0. (5) 

Una demostracion es multiplicar el miembro izquierdo por w s , que lo deja sin cambio. (Se 
obtiene u> 8 + w\ + • • • + u)|, y u;| , es iguai a 1). Cada uno de los ocho puntos se des- 
plaza un angulo de 45°, aunque siguen siendo los mismos ocho puntos. Debido a que cuan- 
do se multiplica por w 8 el unico numero que permanece sin cambio es el cero, la suma debe 
ser cero. Cuando n es par, las rafces se cancelan por pares (como 1 + i 2 = 0 e i + i 3 = 0). 
Sin embargo, la suma de las tres rafces cubicas de 1 tambien es iguai a cero. 


La matriz de Fourier y su inversa 

En el caso continuo, la serie de Fourier puede reproducir a f(x ) sobre todo un intervalo. Uti- 
liza una infinidad de senos y cosenos (o exponenciales). En el caso discreto, con solo n coe- 
ficientes c 0 , . . . , c„-i a elegir, solo se pide igualdad en n puntos. Asf se obtienen n 
ecuaciones. Se reproducen los cuatro valores y = 2, 4, 6, 8 cuando Fc = y: 

Co + Cl + C2 + C3 = 2 

Fc= Co + fc, + ; 2 c 2 + i 3 c 3 = 4 (6) 

Co + ; 2 c'i + i 4 co + Z 6 C3 — 6 
Co + i 3 Ci + i 6 C2 + i 9 c 3 = 8. 

La secuencia de entrada es y = 2, 4, 6, 8. La secuencia de salida es c 0 , Cj, c 2 , c 3 . Las cua- 
tro ecuaciones (6) buscan una serie de Fourier de cuatro termmos que corresponda a las en- 
tradas en cuatro puntos equidistantes x sobre el intervalo de 0 a 2 rr: 
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Sene de 
Fourier 
discreta 


Estas son las cuatro ecuaciones en el sistema (6). En x — 27 r, la serie devuelve y 0 = 2 j 
continua periodicamente. La serie de Fourier discreta se escribe mejor en su forma comple- 
ja, como una combinacion de exponenciales e ikx , en vez de como sen kx y cos fcc. 

Para toda n, la matriz que relaciona y con c puede invertirse. Representa n ecuaciones, 

lo cual requiere que la serie finita c 0 + c x e ix -i (n terminos) coincida con y {en n pun- 

tos). La primera coincidencia es en jc = 0, donde c 0 + ■ • • + c n - x = y 0 . Los puntos res- 
tantes conllevan potencias de w, y el problema completo es Fc = y: 


AM queda la matriz F de Fourier con elementos F jk = w jk . Resulta natural numerar los 
renglones y las columnas desde 0 hasta n - 1, en vez de hacerlo desde 1 hasta n. El primer 
renglon tiene j = 0, la primera columna tiene k = 0, y todos los elementos son w° = 1. 

Para encontrar las cs es necesario invertir F. En el caso de 4 por 4, F~ 1 se construyo 
a partir de 1/i = —i. Esta es la regia general, que F _1 proviene del numero complejo 
w~ l = w. Esta en el angulo -l-rr/n, donde w estaba en el angulo +2 zrln: 


e construye a partir de las 


La multiplicacion del renglon j de F por la colu mn a j de F~‘ siempre es (1 + 1 + • - • + 
1 )!n = 1. La parte mas diffcil es fuera de la diagonal, demostrar que el renglon j de F mul- 
tiplicado por la columna kdeF~ l es cero: 

1 • 1 + w J w~ k + w 2 ^ w~ 2k + • • - + w ~ < -' ,-1) * =0 si j ^ /c. (9) 

La clave es observer que estos terminos son las potencias de W = w J w~ k : 


El numero W sigue siendo una rafz de la unidad: W" = w nJ w~ nk es igual a FI = 1. Ya 
que j es distinto de k, W es diferente de 1 . Es una de las otras raices sobre la circunferen- 
cia unitaria. 
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Estas raices saMsfacen 1 + W + Otra demostracion proviene de 

1 — W n = (1 — W){ 1 + W + IV 2 + ■ ■ ■ +W n ~~ l ). (11) 

Debido a que W" = 1, el miembro izquierdo es cero. Pero W no es 1, por lo que el ultimo 
factor debe ser cero. Las columnas de F son ortogonales. 


La transformada rapida de Fourier (TRF) 

El analisis de Fourier constituye una hermosa teorfa, ademas de ser bastante practico. Ana- 
lizar una forma de onda en sus ffecuencias es la mejor manera de aislar una serial. El pro- 
ceso inverso regresa la serial. Por razones ffsicas y matematicas, las exponenciales son 
especiales, y es posible precisar una razon central: Si e ikjc se diferencia, se integra, o si x 
se traslada a x + h, el resultado sigue siendo un multiple de e ikx . Las exponenciales se 
ajustan especialmente a ecuaciones diferenciales, a ecuaciones integrales, y a ecuaciones 
en diferencias. Cada componente de la frecuencia va a su manera, como vector caracterfs- 
tico, y se recombinan en la solucion. El analisis y la smtesis de senales -calculando c a par- 
tir de y y y a partir de c— constituyen una parte toral del calculo cientffico. 

Se quiere demostrar que Fc y F~ l y pueden efectuarse rapidamente. La clave esta en 
la relacion de F 4 con F 2 , o mejor aun, con dos copias de F 2 , que van en la matriz F 2 * : 


1111 
1 i i 2 P 

1 i 2 i 4 i 6 

1 t 3 i 6 i 9 


esta proximo a F 2 * 


F 4 contiene las potencias de w 4 = i, la rail cuarta de 1 . F 2 * contiene las potencias de w 2 = 
— 1 , la raiz cuadrada de 1 . Observe especialmente que la mitad de los elementos en F 2 * . La 
transformada de 2 por 2, aplicada dos veces, solo requiere la mitad de trabajo que una trans- 
formada directa de 4 por 4. Si una transformada de 64 por 64 puede sustituirse por dos 
transformadas de 32 por 32, entonces el trabajo se reduce a la mitad (mas el costo de vol- 
ver a ensamblar los resultados). Lo que hace realidad, y posible en la practica, lo anterior, 
es la simple relacion entre y tu 32 : 

(ui m ) = u> 32 , o bten (<? ) - « 

La trigesimosegunda raiz esta dos veces mas lejos en la circunferencia unitaria que la se- 
xagesimacuarta raiz. Si w 64 = 1, entonces (w 2 ) 32 = 1. La m-esima raiz es el cuadrado de 
la n-esima raiz, si m es la mitad de n: 


La rapidez de la TRF, en la forma estandar aqui presentada, depende de trabajar con 
numeros altamente compuestos como 2 10 = 1 024. Sin la transformada rapida, se requie- 
ren (1 024) 2 multiplicaciones para obtener F por c (lo cual se desea a menudo). En contras- 
te, una transformada rapida puede realizar cada multiplicacion en solo 5 • 1 024 pasos. Es 
200 veces mas rapida, ya que sustituye un factor de 1024 por 5. En general, sustituye n 
multiplicaciones por \nl , cuando ne s2 e . A1 relacionar F„ con dos copias de F„ /2 , y luego 
con cuatro copias de F„, A , y fmalmente con una F muy pequena, los n~ pasos de costumbre 
se reducen a A n log 2 n. 

Es necesario ver como y = F n c (un vector con n componentes) puede recuperarse a 
partir de dos vectores que solo miden la mitad de largo. El primer paso es dividir c entre 
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sf mismo, separando sus componentes con numero par de sus componentes con numero 
impar: 

c' = (Co, C 2 , . . . , C n - 2 ) y c" = (c t ,c 3 ,..., C n - 1 ). 

Los coeficientes simplemente van de forma altema en c' y c" . A partir de estos vectores, la 
transformada a la mitad de tamano proporciona y' = F m c' y y" = F m c". Estas son las dos 
multiplicaciones por la matriz mas pequeha F m . El problema central consiste en recuperar 
y a partir de los vectores y' y y" que miden la mitad, Cooley y Tukey se dieron cuenta de 
como hacerlo: 

3W Las m primeras y las m ultimas componentes del vector y = F n c son ' . 

yj = y'j + w J n y'j, j =0,..., m - 1 


yj+m = y'j - w J n y'j> 


0 m — 1. 


Por la rto los ires pasos son: .separar c en c’ y c"; transformarlos por medio de F m en 
y y y". y reconstruir y a partir de la ecuacion (13). 

En un momento se comprobara que haciendo lo anterior se obtiene la y correcta. (Qui- 
za el lector preflera un diagrama de flujo al algebra). Esta idea puede repetirse. Se va de 
F i q24 a Fsi 2 a I 7 256 - La cuenta final es \nl, cuando se empieza con la potencia n = 2 l y 
todo el camino la direction es hacia n = 1 , donde no se requiere multiplication. Este nu- 
mero \nl, satisface la regia antes proporcionada: el doble del conteo para m, mas m mul- 
tiplicaciones extra, producen el conteo para n : 

2 ^-m(£ — 1)^ + m = ^tii. 

Otra forma de contar: De n = 2 e a n = 1 hay i pasos. Cada paso requiere nil multiplica- 
ciones por en la ecuacion (13), que en realidad es una factorization de F„: 


Un paso de 
la TRF 


Ft 024 ~ 


i permutation 
[ par-impar 


El costo es solo ligeramente mas que lineal. El analisis de Fourier ha sido transforma- 
do completamente por la TFR. Para comprobar la ecuacion (13), es necesario separar y, en 
par e impar. 




es identica a ^ cjk + w< n ‘ 


Cada sumatoria de la derecha consta de m = \ n terminos. Debido a que w \ es w m , las dos 
sumatorias son: 

m — l m-l 

yj = J2 w m c 'k + w i w % c k = y'j + "• ( 15 > 


Para la segunda parte de la ecuacion (13), j + men vez de j produce un cambio de signo: 
Dentro de las sumatorias, w% J +m) permanece w% debido a que w k ™ = 1* = 1. 
Fuera wl +m — —w J n yaque w™ = e 2lrim/ " = e ni = —1. 

La idea de la TRF se modifica facilmente con la finalidad de permitir otros factores primos 
de n (no s61o potencias de 2). Si n mismo es primo, se aplica un algoritmo completamente 
distinto. 
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Ejemplo 1 Los pasos de« = 4am = 2 son 



Combinados, los tres pasos multiplican c por F 4 para obtener y. Debido a que cada paso es 
lineal, debe provenir de una matriz, y el producto de estas matrices debe ser Fy. 



(16) 

Las dos copias de F 2 se reconocen en el centra. A la derecha se encuentra la matriz permu- 
tation que separa cenc'y c". A la izquierda esta la matriz que multiplica por w J „ . Si se hu- 
biera empezado con F s , la matriz de en medio hubiera contenido dos copias de F 4 . Cada 
una de estas se hubiera separado como se hizjo arriba. Entonces, jla TRF representa una 
factorization gigante de la matriz de Fourier! La simple matriz con nr no ceros es un pro- 
ducto de aproximadamente l = log 2 n matrices (y una permutation) con un total de solo 
ni no ceros. 


La TRF y la mariposa 

El primer paso de la TRF cambia la multiplication por F n en dos multiplicaciones por F 
Las componentes con numero par (c 0 , c 2 ) se transforman por separado de (c 1; c 3 ). En la fi- 
gura 3.12 se proporciona un diagrama de flujo para n — 4. 



II 

S 

1 


! 

i 


Para n = 8, la idea clave es sustituir cada recuadro F 4 por recuadros F 2 . El nuevo factor 
u» 4 = i es el cuadrado del factor anterior w — u>g = e llt,n ■ El diagrama de flujo muestra 
el orden en que las cs entran en la TRF y las log 2 n etapas que les ileva entrar, y tambien 
muestra la sencillez de la logica. 
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Cada etapa requiere \n multiplicaciones, de modo que el conteo final es \n log n. Hay 
una regia asombrosa para la permutation global de cs antes de entrar en la TRF: Escribir 
los subindices 0, . . . , 7 en binario e invertir el orden de sus bits. Los subindices aparecen 
en “orden invertido de bits” en la parte izquierda de la grafica. Los numeros pares apare- 
cen antes que los impares (los numeros que terminan con 0 aparecen primero que los nu- 
meros que terminan con 1). 

If Conjiinto de problemas 3,5 

1. ^Que son F 2 y F 4 para la matriz F de Fourier de 4 por 4? 

2. Encuentre una permutation P de las columnas de F que produzca FP = ~F (de n por 
n). Combine lo anterior con FF = nl con la fmalidad de encontrar F 2 y F 4 para la 

matriz F de Fourier de n por n. 

3. Si se forma una submatriz de 3 por 3 de la matriz F 6 de 6 por 6, manteniendo solo los 
elementos que estan en sus renglones y columnas, primero(a), tercero(a) y cuarto(a), 
^cual es esa submatriz? 

4. Indique todas las raices sextas de 1 en el piano complejo. ^Cual es la rarz primitiva 
w 6 ? (Encuentre sus partes real e imaginaria). ^Que potencia de w 6 es igual a l/ty 6 ? 

1, Cual es 1 + v> -)- w 2 + w 3 + w 4 + w 5 ? 

5. Encuentre todas las soluciones de la ecuacion e ix = —1, y todas las soluciones de 
e‘ e = i. 

6. ^Cuales son el cuadrado y la rafz cuadrada de u) 12g , la centesimovigesimaoctava rafz 
primitiva de 1? 

7. Resuelva el sistema (6) de 4 por 4 si los miembros derechos son y 0 = 2, y, = 0, y 2 = 

2, y 3 = 0. En otras palabras, resuelva F 4 c = y. 

8. Resuelva el mismo sistema con y = (2, 0, -2, 0) sabiendo que Ff 1 y calculando 
c = F/ 1 . Compruebe que c 0 + C\e ix +c 2 e 2ix + c 3 e yix asume los valores 2, 0, -2, 0 
en los puntos x = 0, jr/2, jr, 3jt/2. 

9. a) Si y = (1, 1, 1, 1), demuestre que c = (1, 0, 0, 0) satisface F 4 c = y. 
b) Ahora suponga que y = (1, 0, 0, 0), y encuentre c. 

10. Para n — 2, escriba y 0 a partir de la primera linea de la ecuacion (13) y y, a partir de la 
segunda linea. Para n = 4, use la primera linea para encontrar y 0 y y l y la segunda 
linea para encontrar y 2 y y 3 , todo en terminos de y' y y". 

11. Calcule y = F 4 c mediante los tres pasos de la transformada rapida de Fourier si c = 
(1, 0, 1, 0). Repita el calculo con c = (0,1,0, 1,04,0,1)- 

12. Calcule y = F s c mediante los tres pasos de la transformada rapida de Fourier si c = 
(1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0). Repita el calculo con c = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1). 

13. Para la matriz de 4 por 4, escriba las formulas para c 0 , C], c 2 , c 3 y compruebe que sif 

es impar, entonces c es impar. El vector /es impar si/„_ y - = para n = 4 esto sig- 
nifica/) = 0 ,f 3 = — 0 como en sen 0, sen 7r/2, sen it, sen 3ir/2. Esto es co- 

piado por c y conduce a una transformation rapida del seno. 

14. Multiplique las tres matrices en la ecuacion (16) y compare con F. ^En cuales seis ele- 
mentos es necesario saber que i 2 = — 1 ? 
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15. Invierta los tres factores en la ecuaci6n (14) para encontrar una factorization rapida de 
F~\ 

16. F es simetrica. Asi, itrasponga la ecuacion (14) para encontrar una nueva transforma- 
da rapida de Fourier! 

17. Todos los elementos en la factorization de F 6 implican potencias de w = raiz sexta de 1 : 

F 6 = V D ~\ 1 [ P 

U ~ D \ L F 3 J [ J 

Escriba estos factores con 1, w, w 2 en D y 1, w 2 , w 4 en F 3 . jMultiplique! 

En los problemas 18 a 20 se introducen los conceptos de vector caracteristico y valor 
caracteristico, cuando el producto de una matriz multiplicada por un vector es un 
multiple de ese vector. Este es el tema del capitulo 5. 

18. Las columnas de la matriz de Fourier F son los valores caracteristicos de la permuta- 
cion ciclica P. Multiplique FF para encontrar los valores caracteristicos X 0 a /, 3 : 


'0 

1 

0 

0 


0 

0 

1 

0 


0 

0 

0 

1 


1 

0 

0 

0 



[1 0 0 OJ H F 2 2 J [1 r l 2 J L A3j 

Esta es FF = FA , o F = FAF~ l . 

19. Dos vectores caracteristicos de esta matriz circulante c son (1, 1, 1, 1) y (1, i, i 2 , i 3 ). 
^Cuales son los valores caracteristicos e 0 y e{! 


Co 

Cl 

C2 

C3 

C3 

Co 

Cl 

c 2 

C2 

C3 

CO 

Cl 

Cl 

C2 

C3 

Co 


20. Encuentre los valores caracteristicos de la matriz “peri6dica” C -1, 2, - 1. Los Is en 
las esquinas de C la hacen periodica (una matriz circulante): 


tiene cq 


-1, c 2 = 0, c 3 


21. Para multiplicar C por x, cuando C = FEF ', es posible multiplicar F(E(F x)). En 
el producto directo Cx se requieren n 2 multiplicaciones por separado. Si se conocen E 
y F, con el segundo metodo solo se usan n log 2 n + n multiplicaciones. ^Cuantas de 
estas provienen de F, y cuantas de F l ? 

22. iComo podria calcular rapidamente estas cuatro componentes de Fc empezando con 
c 0 + c 2 , c 0 - c 2 , Ci + c 3 , Ci - c 3 ? jEsta encontrando la transformada rapida de Fou- 


Co + 2 Ci + i 2 c 2 + i l c 3 

Co + i 2 C\ + 2 4 c? + 2 S C 3 
Co + 2 3 Ci + 2 6 C2 + 


Co + i 2 C\ + 2 4 C2 + i°C 3 
Co + 2 3 Ci + 2 6 C2 + 2 9 C 3 _ 



198 


Capftulo 


Capitulo 3 Ortogonalidad 



Ejercicios de repaso 


3.1 Encuentre la longitud de a = (2, —2, 1), y escriba dos vectores independientes que 
sean perpendiculares a a. 

3.2 Encuentre todos los vectores que sean perpendiculares a (1, 3, 1) y (2, 7, 2), hacien- 
do a dstos los renglones de A y resolviendo Ax = 0. 

3.3 ^Cual es el angulo entre a = (2, —2, 1) y b — (1, 2, 2)? 

3.4 ^Cual es la proyeccion p de b = (1, 2, 2) sobre a — (2, —2, 1)? 

3.5 Encuentre el coseno del Sngulo entre los vectores (3, 4) y (4, 3). 

3.6 ^Donde esta la proyeccion de b — (1, 1, 1) sobre el piano generado por (1, 0, 0) y 
(1. 1, 0)? 

3.7 El sistema Ax = b tiene una solucion si y solo si b es ortogonal a ^cual de los cuatro 
subespacios fundamentales? 

3.8 iQue recta proporciona el mejor ajuste a los datos siguientes: b = 0 en r = 0, b = 0 
ent= 1, b = 12 en t = 3? 

3.9 Construya la matriz proyeccion P sobre el espacio generado por (1, 1, 1) y (0, 1,3). 

3.10 i,Cual funcion constante esta mas proxima de y = x 4 (en el sentido de mrnimos cua- 
drados) sobre el intervalo 0£tS 1? 

3.11 Si Q es ortogonal, ^es cierto lo mismo para Q 3 7 

3.12 Encuentre todas las matrices ortogonales de 3 por 3 cuyos elementos sean ceros y 
unos. 

3.13 iQue multiplo de a, debe restarse a a 2 , para que el resultado sea ortogonal a a{? Di- 
buje una figura. 

3.14 Factorice 

cos 9 sen 9 
sent? 0 

como QR, reconociendo que la primera columna ya es un vector unitario. 

3.15 Si todo elemento de una matriz ortogonal es | o ^cual es el tamano de esta ma- 
triz? 

3.16 Suponga que los vectores q u . . . , q„ son ortonormales. Si b = C\q x + • • • +c n q n , 
proporcione una formula para calcular el primer coeficiente c x en tdrminos de b y las 
qs. 


3.17 iQue palabras describen a la ecuacion A 7 Ax = A J b, al vector p = Ax = Pb , y a 
la matriz P = A(A T A)~'A T ? 

3.18 Si los vectores ortonormales q\ = (f , §, -f ) y q 2 = ( -f, §) son las colum- 

nas de Q, ^cuales son las matrices Q t O y QQ T 7 Demuestre que QQ T es una matriz 
proyeccion (sobre el piano de q x y q 2 ). 



1 

i 

! 

I 

| 

i 


I 

i 

i 

i 

| 

i 

i 

! 


_ . . % ! I l 3 • 

tiercicios de repaso 199 


3.19 Si . . . , v„ es una base ortonormal de R", demuestre que vivj + ■ ■ ■ +v n v T = I. 

3.20 iFalso o verdaderol Si los vectores x y y son ortogonales, y P es una proyeccion, en- 
tonces Px y Py son ortogonales. 

3.21 Intente ajustar una recta b = C + Dt que pasa por los puntos b = 0, t = 2, y b = 6, 
t = 2, y demuestre que las ecuaciones normales fracasan. Dibuje todas las rectas 6p- 
timas, minimizando la suma de los cuadrados de los dos errores. 

3.22 i,Cual punto en el piano x + y- z = 0esel mas proximo a b = (2, 1, 0)? 

3.23 Encuentre una base ortonormal de R 3 , empezando con el vector (1,1,— 1). 

3.24 Rastreadores CT examinan a un paciente desde direcciones distintas y producen una 
matriz que proporciona las densidades del hueso y el tejido en cada punto. Matema- 
ticamente, el problema consiste en recuperar una matriz a partir de sus proyecciones. 
En el caso de 2 por 2, £ es posible recuperar la matriz A si se conoce la suma a lo lar- 
go de cada renglon y de cada columna? 

3.25 i Es posible recuperar una matriz de 3 por 3 si se conocen las sumas en los renglones, 
las sumas en las columnas y tambidn la suma a lo largo de la diagonal principal, asf 
como a lo largo de las otras cuatro diagonales paralelas? 

3.26 Encuentre una base ortonormal del piano x — y + z = 0, y encuentre la matriz P que 
proyecte sobre el piano. ^Cudl es el espacio nulo de PI 

3.27 Sea A = [3 1 — 1], y sea V el espacio nulo de A. 

a) Encuentre una base para V y una base para V 3 -. 

b) Escriba una base ortonormal para V 3 -, y encuentre la matriz proyeccion P x que 
proyecta vectores de R 3 sobre V 3 -. 

c) Encuentre la matriz proyeccion P 2 que proyecta vectores de R 3 sobre V. 

3.28 Aplique el proceso de Gram-Schmidt para construir un par ortonormal q x , q 2 a partir 
de a x = (4, 5, 2, 2) y 02 = (1, 2, 0, 0). Exprese a x y a 2 como una combinacidn de q { 
y q 2 , y encuentre la matriz triangular R en la forma A = QR. 

3.29 Para A, b, x, y y cualesquiera, demuestre que 

a) Si Ajc = by y T A = 0, entonces y T b = 0. 

b) Si Ax — 0 y A T y — b, entonces x T b = 0. 

^Cual teorema demuestra esto sobre los subespacios fundamentales? 

3.30 ^Existe alguna matriz cuyo espacio rengldn contenga a (1, 1, 0) y cuyo espacio nulo 
contenga a (0, 1, 1)? 

3.31 Ladistancia de un piano a T x = c (en el espacio m-dimensional) al origen es |c|/||a||. 
4 ,Cuan lejos esta el piano del origen x t + x 2 — X 3 — x 4 = 8, y cual punto en este es el 
mas proximo? 

3.32 En el paralelogramo con vertices en 0, v, w, y v + tu, demuestre que la suma de las 
longitudes al cuadrado de los cuatro lados es igual a la suma de las longitudes al cua- 
drado de las dos diagonales. 
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3.33 a ) Encuentre una base ortonormal para el espacio columna de A. 

"1 -6' 

3 6 

A = 4 8 . 

5 0 

1 8_ 

b) Escriba A como QR, donde Q tiene columnas ortonormales y R es triangular su- 
perior. 

c) Encuentre la solution por mfnimos cuadrados de Ax = 6, si £ = (— 3, 7, 1, 0, 4). 

3.34 Con la matriz de ponderacion W = f , * 1 ^cual es al producto intemo de ( 1 , 0) con 

(0, 1)? L J 

335 Para resolver un sistema rectangular Ax - b, reemplazamos A -1 (que no existe) se 
sustituye por (A T A) _1 A T (que existe si las columnas de A son independientes). De- 
muestre que esta es una inversa izquierda de A pero no una inversa derecha. A la iz- 
quierda de A proporciona la identidad; a la derecha proporciona la proyeccion P. 

3.36 Encuentre la recta C + Dt que ajuste mejor las mediciones b = 0, 1, 2, 5 en los ins- 
tantes t = 0, 1, 3, 4. 

337 Encuentre la curva y = C + D2‘ que proporcione el mejor ajuste por minimos cua- 
drados a las mediciones y = 6 en r = 0, y = 4 en f = 1, y y = 0 en t = 2. Escriba las 
tres ecuaciones que se resuelven si la curva pasa por los tres puntos, y encuentre los 
mejores C y D. 

338 Si las columnas de A son ortogonales entre si, £que puede decir sobre la forma de 
A t A? Si las columnas son ortonoimales, ^que puede decir entonces? 

339 iQue condition deben cumplir las columnas de A (que puede ser rectangular) para 
que A t A sea invertible? 




i 
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Determinantes 


E 4.1 INTRODUCTION 

Los determinantes estan mucho mas lejos del centre del algebra lineal de lo que estaban 
hace cien anos. jLas matematicas siguen cambiando de direction! Despues de todo, un 
simple numero puede decir tan to sobre una matriz. De todos modos, es extraordinario 
cuanto puede hacer este numero. 

Un punto de vista es: el determinante constituye una formula “explicita” para cada ele- 
mento de A -1 y A~ l b. Esta formula no modifica la manera de realizar los calculos; inclu- 
so el determinante en sf se encuentra por elimination. De hecho, la elimination puede 
considerarse como la manera mas eficiente de sustituir los elementos de una matriz de n 
por n en la formula. Lo que hace la formula es mostrar como A -1 depende de los rr ele- 
mentos de A, y la forma en que varfa cuando los elementos cambian. 

Los usos mas importantes de los determinantes pueden enumerarse como se muestra 
a continuation: 

1. Prueban la invertibilidad. Si el determinante de A es cero, entones A es singular. Si 
detA A 0, entonces A es invertible (y A -1 implica 1/det A). 

La aplicacion mas importante, y la razon por la que este capitulo es esencial para el li- 
bro, es en la familia de matrices A — XI. El parametro X se resta a lo largo de toda la dia- 
gonal principal, y el problema consiste en encontrar los valores caracteristicos para los 
cuales A — XI es singular. La prueba es det(A — XI) = 0. Este polinomio de grado n en X 
tiene exactamente n rafces. La matriz tiene n valores caracteristicos. Este hecho se conclu- 
ye por la formula del determinante, y no por computadora. 

2. El determinante de A es igual al volumen de una caja en el espacio ^-dimensional. Las 
aristas de la caja provienen de los renglones de A (vease la figura 4.1). Con las columnas 
de A se obtiene una caja totalmente diferente con el mismo volumen. 

La caja mas sencilla es un cubo pequeno dV — dx dy dz, como en Jff f(x, y,z)dV . 
Suponga que se cambia a coordenadas cilmdricas mediante x = r cos 9, y = r sen 9, y 
z = z. Tambien que el pequeno intervalo dx se alarga a (dx/ du)du —cuando u sustituye a x 
en una simple integral— asi el elemento de volumen se convierte en J dr d9 dz . El determi- 
nante jacobiano es el analogo tridimensional del factor de alargamiento dxJdu\ 


dx/dr 

dx/d 9 

dx/d z 

cos 9 

— rsen# 

0 

Jacobiano J = dy/dr 

8y/d9 

dy/dz 

= sen# 

r cos 9 

0 

dz/dr 

dz/39 

dz/dz 

0 

0 

1 


El valor de este determinante es J — r. Es la r en el elemento de volumen cilmdrico r dr 
d9 dz; este elemento es nuestra pequena caja. (Al intentar dibujarla se ve curva, aunque qui- 
za se haga mas recta a medida que las aristas se vuelven infinitesimales.) 
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Figura 4.1 Caja formada a partir de los renglones de A: volumen = Ideterminantel. 


3. El determinante proporciona una formula para cada pivote. Teoricamente, es posible 
pronosticar cuando un elemento pivote es cero, lo cual requiere un intercambio de renglo- 
nes. A partir de la formula determinante = ± (producto de los pivotes), se concluye que 
sin importar el orden de la eliminacion, el producto de los pivotes permanece igual, salvo 
el signo. 

Hace anos, este hecho condujo a la creencia de que era inutil escapar a un pivote 
pequeno intercambiando renglones, ya que al final el pivote pequeno ganarfa la partida. 
Sin embargo, lo que suele ocurrir en la practica, en caso de que no sea posible evitar un 
pivote anormalmente pequeno, es que en muy poco tiempo se presenta un pivote anormal- 
mente grande. Asf es como el producto se vuelve nuevamente normal, aunque deja en rui- 
nas la solution numerica. 

4. El determinante mide la dependencia de A~ l b respecto a cada elemento de b. Si en un 
experimento se cambia un parametro, o una observation es corregida, el “coeficiente con- 
taminante” en A~ l es un cociente de determinantes. 

Hay otro problema respecto al determinante. Es diffcil no solo decidir acerca de su im- 
portancia, asf como de su lugar idoneo en el algebra lineal, sino tambien elegir la mejor de- 
finition. Resulta evidente que, det A no es alguna funcion extremadamente sencilla de nr 
variables; en caso contrario, serfa mucho mas facil encontrar A -1 de lo que realmente es. 

Las cuestiones sencillas sobre el determinante no son las formulas explicitas, sino 
las propiedades que posee. Esto sugiere un lugar natural para comenzar. El determinante 
puede (como sera el caso) definirse mediante sus tres propiedades mas importantes: det 
/ = 1, el signo se invierte por un intercambio de renglones, el determinante es lineal 
en cada rengldn por separado. Entonces el problema es demostrar como, usando estas 
propiedades de manera sistematica, es posible calcular el determinante. Esta situacion re- 
trotrae al producto de los pivotes. 

En la section 4.2 se explicaran estas tres propiedades definitorias del determinante, asf 
como sus consecuencias mas importantes. En la seccion 4.3 se proporcionaran dos formulas 
mas para calcular el determinante: la “gran formula” con n\ terminos y una formula por “in- 
duction”. En la seccion 4.4, el determinante se aplica para encontrar A -1 . Luego, x — A~ l b 
se calcula con la regia de Cramer. Y finalmente, en una observacion optional sobre permu- 
taciones, se demuestra que sin importar el orden en que se apliquen las propiedades, el resul- 
tado siempre es el mismo; es decir, las propiedades definitorias son autoconsistentes. 



■ 


4.2 Propiedades del determinante 


Esta es una pregunta optimista sobre las permutaciones: i cuantos cambios son nece- 
sarios para cambiar VISA en AVIS? Esta permutation, £es par o impar? 


a b 


a b 

o 


c d 


4.2 PROPIEDADES DEL DETERMINANTE 

Consisten en una lista bastante larga. Por fortuna, cada regia es fdcil de encontrar, e inclu- 
so mas fdcil de ilustrar, mediante un ejemplo de 2 por 2. En consecuencia, se comprobara 
que la conocida definition en el caso de 2 por 2, 


ad — be. 


posee cada propiedad de la lista. (Observe las dos notaciones aceptadas para el determinan- 
te, det A y IAI.) Las propiedades de 4 a 10 se deducen de las propiedades previas. Cada 
propiedad es una consecuencia de las tres primeras. Se recalca que las reglas son vali- 
das para matrices cuadradas de cualquier tamano. 

1. El determinante de la matriz identidad es 1. 

10 100 
det/ = 1 ni =1 y 010=1 y... 

0 0 1 

2 . El determinante cambia de signo cuando se intercambian dos renglones. 


Intercambio de renglones 


cb — ad 


El determinante de cualquier matriz permutacion es det P = ± 1 . Mediante intercambio de 
renglones es posible transformar P en la matriz identidad. Cada intercambio de renglones 
cambia el signo del determinante, hasta que se llega a det / = 1 . ;De ahf se obtienen todas 
las demas matrices! 


3. El determinante depende linealmente del primer rengldn. Suponga que A, B, C son 
iguales a partir del segundo renglon, y que el rengldn 1 de A es una combinacidn lineal de 
los primeros renglones de B y C. Entonces la regia establece: det A es la misma combina- 
cidn que det B y det C. 

Las combinaciones lineales implican dos operaciones: sumar vectores y multiplicar 
por escalares. Por consiguiente, esta regia puede separarse en dos partes: 


Sumar los vectores en el renglon 1 


a + a’ b + b' 
c d 


a b a' b' 

c d c d 


Multiplicar por t en el rengldn 1 


ta tb _ a b 
c d 1 c d 


Observe que la primera parte no es la afirmacion falsa det(B + Q = det B + det C. No es 
posible sumar todos los renglones: solo se permite cambiar a un rengldn. Ambos miembros 
proporcionan la respuesta ad + a’d — be — b'c. 

La segunda parte no es la afirmacion falsa det(fA) = t det A. La matriz A tiene un fac- 
tor t en cada rengldn (y el determinante se multiplica por t "). Es como el volumen de una 
caja, cuando todos los lados se alargan por 4. En n dimensiones, el volumen y el determi- 
nante se alargan por 4". Si sdlo se alarga un lado, el volumen y el determinante se alargan 
por 4; esta es la regia 3. Por la regia 2, no hay nada especial respecto al rengldn 1. 
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Ahora ya se ha establecido el determinante, aunque este hecho no es nada evidente. 
En consecuencia, las reglas se aplican gradualmente para encontrar el determinante de 
cualquier matriz. 


4, Si dos renglones de A son iguales, entonces det A = 0. 

Renglones iguales I ° f I = 


■ ab — ba =0. 


Esto se concluye de la regia 2, ya que si se intercambian los renglones iguales, se supone 
que el determinante cambia de signo. Pero tambien queda igual, porque la matriz no cam- 
bia. El unico numero capaz de hacer esto es el cero, de modo que det A = 0. (El razona- 
miento falla si 1 = —1, que es el caso en algebra booleana. Asf, la regia 4 sustituye a la 
regia 2 como una de las propiedades definitorias). 

5. Restar un multiplo de un renglon de otro renglon deja igual al determinante. 


Operacion en los renglones 


a — Ic b — id 
c d 


a b 
c d 


La regia 3 indica que hay otro termino — i | ' j , pero por la regia 4 este tdrmino es cero. jEl 
paso de eliminacion de costumbre no afecta al determinante! 

6. Si A dene un renglon de ceros, entonces det A = 0. 

Renglon cero ® ® =0. 

c d 

Una demostracion consiste en sumar otro renglon al renglon cero. Por la regia 5, el deter- 
minante permanece sin cambio. Debido a que ahora la matriz cuenta con dos renglones 
identicos, por la regia 4 se tiene que det A = 0. 

7. Si A es triangular, entonces det A es el producto a n a 22 ■ ■ ■ a nn de los elementos en la 
diagonal. Si la A triangular tiene Is a lo largo de la diagonal, entonces det A = 1. 

Matriz triangular ‘t b , - ad a = ad. 

0 d c d 

Demostracion Suponga que los elementos en la diagonal son diferentes de cero. Enton- 
ces la eliminacion es capaz de eliminar todos los elementos fuera de la diagonal sin modi- 
ficar el determinante (por la regia 5). Si A es triangular inferior, los pasos son hacia abajo, 
como de costumbre. Si A es triangular superior, primero se trabaja con la ultima columna, 
utilizando multiplos de a m . De cualquier forma se Uega a la matriz diagonal D: 


Para encontrar det D, paciente se aplica la regia 3. Al factorizar a u y luego a 22 y por ultimo 
o-mv se obtiene la matriz identidad. Por fin tenemos una aplicacion para la regia 1: det / = 1. 


Si un elemento en la diagonal es cero, entonces la eliminacion produce un renglon ce- 
ro. Por la regia 5, estos pasos de la eliminacion no cambian el determinante. Por la regia 6, 
el renglon cero significa un determinante cero. Es decir: cuando una matriz triangular es 
singular (debido a un cero en la diagonal principal), su determinante es cero. 

Esta propiedad es fundamental. El determinante de todas las matrices singulares es 


' 
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8. Si A es singular, entonces det A = 0. Si A es invertible, entonces det A A 0. 


Matriz singular 


no es invertible si y solo si ad — be — 0. 


Si A es singular, la eliminacion produce un renglon cero en U. Asf, det A - det U - 0. Si 
A es no singular, la eliminacion coloca los pivotes d { , . . . , d n en la diagonal principal. jSe 
tiene una formula para el “producto de pivotes” de det A! El signo depende de si el nume- 
ro de intercambio de renglones es par o impar: 

Producto de pivotes det A = ± det U = ± d\d 2 ■ ■ ■ d n . (1) 

La regia nueve es la regia del producto. Yo dirfa que es la mas sorprendente. 

9. El determinante de AB es el producto de det A por det B. 

a b e f _ ae + bg af + bh 

Regia del producto |A||B|=|AR| c d g h ~ ce + dg c f + dh ' 


Un caso particular de esta regia proporciona el determinante de A l . Debe ser 1/det A: 

det A -1 = — - — debido a que (det A)(det A -1 ) =detAA _1 = det / = 1. (2) 

det A 

En el caso de 2 por 2, la regia del producto puede comprobarse pacientemente: 

(ad - bc)(eh - fg) = (ae + bg)(cf + dh) - (af + bh)(ce + dg). 

En el caso de n por n, se sugieren dos demostraciones posibles, ya que esta es la regia me- 
nos evidente. En ambas demostraciones se supone que Ay B son no singulares; en caso 
contrario, AB es singular, y la ecuacion det AB = (det A)(det B) se comprueba facilmente. 
Por la regia 8, se convierte en 0 = 0. 

i) Se demostrard que el cociente d(A) — det AB/ det B cumple las propiedades 1 a 3. 
Asf, d(A) debe ser igual a det A. Por ejemplo, d(T) = det B / det B = 1; se cumple 
la regia 1. Si se intercambian dos renglones de A, tambien se intercambian los mis- 
mos renglones de AB, y el signo de d cambia segun lo requiere la regia 2. Una com- 
binacion lineal en el primer renglon de A proporciona la misma combinacion lineal 
en el primer renglon de AB. Luego la regia 3 para el determinante de AB, dividida 
entre la cantidad fija det B, Ueva a la regia 3 para el cociente d(A). Asf, d(A) = det 
AB/ det B coincide con det A, que es nuestra formula del producto. 

ii) Esta segunda demostracion es menos elegante. Para una matriz diagonal, det DB — 
(det Z>)(det B) se concluye al factorizar cada d t a partir de su rengldn. Una matriz 
general A se reduce a D por eliminacion — de A a U como de costumbre, y de U a 
D por eliminacion hacia arriba. El determinante no cambia, excepto por una inver- 
sion de signo cuando se intercambian renglones. Los mismos pasos reducen AB a 
DB, con precisamente el mismo efecto sobre el determinante. Pero para DB ya se 
confirmo que la regia 9 es correcta. 

10. La traspuesta de A tiene el mismo determinante que A misma: det A T = det A. 

a b a c _ | .Ti 
Regia de la traspuesta |A| = d ~ g ^ _ I A I- 

De nuevo, el caso singular se trata por separado; A es singular si y solo si A T es singular, 
y se tiene 0 = 0. Si A es no singular, entonces permite la factorizacion PA = LDU, y se 
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aplica la regia 9 para el determinante de un producto: 

det P det A = det L det D det U. (3) 

A1 trasponer PA = LDU se obtiene A r P T = U T D T L T , y de nuevo por la regia 9, 

det A t det P r — det U r det D T det L r . (4) 

Esto es mas sencillo de lo que parece, ya que L, U , L T , y U T son triangulares con diagonal 
de Is. Por la regia 7, su determinante es igual a 1. Tambien, cualquier matriz diagonal es 
igual a su traspuesta: D = D T . Solo es necesario demostrar que det P = det P r . 

Ciertamente, det P es 1 o — 1, ya que P proviene de / por intercambios de renglones. 
Tambien observe que PP T = /. (El 1 en el primer renglon de P corresponde al 1 en la pri- 
mera columna de P r , y le faltan los Is en las demas columnas.) En consecuencia, det P det 
P T — det I = 1, y P y P T deben tener el mismo determinante: ambos 1 o ambos — 1. 

Se concluye que los productos (3) y (4) son los mismos, y entonces det A — det A T . 
Este hecho practicamente duplica la lista de propiedades, ya que cada regia aplicada a los 
renglones puede aplicarse ahora a las columnas: el determinante cambia de signo cuando 
se intercambian dos columnas, dos columnas iguales (o una columna de ceros) producen 
un determinante cero, y el determinante depende linealmente de cada columna individual. 
La demostracion consiste justamente en trasponer la matriz y trabajar con los renglones. 

Considero que es hora de guardar silencio y declarar que la lista esta completa. S61o 
queda encontrar una formula defmitiva para el determinante, y aplicarla. 

Conjunto de problemas 4.2 

1. Si una matriz de 4 por 4 tiene det A = encuentre det(2A), det (-A), det (A 2 ), y det 
(A" 1 ). 

2. Si una matriz de 3 por 3 tiene det A = - 1, encuentre det(| A), det (—A), det (A 2 ) y 
det (A -1 ). 

3. Intercambio de renglones : Sume el renglon 1 de A al renglon 2 y luego reste el ren- 
glon 2 del renglon 1. Luego sume el renglon 1 al renglon 2 y multiplique el renglon 1 
por - 1 para llegar a B. ^Cuales reglas muestran lo siguiente? 

c d 

det B= es igual a — detA = — 

a b 


a b 
c d 


Estas reglas pueden sustituir a la regia 2 en la definicidn de determinante. 

4. Aplique operaciones en los renglones para obtener una triangular superior U, para 
calcular 


det 


1 2-2 0 ' 

2 3-4 1 

- 1-2 0 2 

0 2 5 3 


y 



Intercambie los renglones 3 y 4 de la segunda matriz, y vuelva a calcular los pivotes 
y el determinante. 


4.2 Propiedades del determinante 


17 


Nota Algunos lectores ya conocer&n alguna formula para calcular determinantes de 
3 por 3. Tiene seis terminos (ecuacion (2) de la siguiente seccion); tres son paralelos 
a la diagonal principal y otros tres van en direccion opuesta con signo menos. Hay una 
formula semejante para determinantes de 4 por 4, aunque contiene 4! — 24 terminos 
(i no sdlo ocho). Ni siquiera es posible estar seguro de que un signo menos va con la 
diagonal invertida, como se muestra en el siguiente ejercicio. 

5. Cuente los intercambios de renglones para encontrar los siguientes determinantes: 


0 0 0 1 
0 0 10 
0 10 0 
10 0 0 


0 10 0 ] 
0 0 10 
0 0 0 1 
10 0 0 


Para cada n, icon cuantos intercambios se coloca el (renglon n, renglon n L • • • > 
renglon 1) en el orden normal (renglon 1, . . . , rengldn n - 1, renglon «)? Encuentre 
det P para la permutacion de n por n con unos en la diagonal invertida. En el proble- 
ma 5 se tenia n — 4. 


7. Encuentre el determinante de: 

a) Una matriz de rango 1 


b ) La matriz triangular superior 


4 [2 -1 2] 

2 


'4 4 8 8 
0 12 2 
0 0 2 6 
0 0 0 2 


c) La matriz triangular inferior U r . 

d ) La matriz inversa U~ l . 

e) La “matriz triangular invertida” que resulta de intercambios de renglones, 


0 0 0 2 ] 
0 0 2 6 ] 
0 12 2 
4 4 8 8 


8. Demuestre como la regia 6 (det = 0 si un renglon es cero) proviene directamente de 
las reglas 2 y 3. 

9. Suponga que realiza dos operaciones a la vez, yendo de 


a b 


a — me 

b 

— md 

c d 


c — la 

d 

-tb ‘ 


Encuentre el determinante de la nueva matriz, aplicando la regia 3 o por calculo duecto. 

10. Si Q es una matriz ortogonal, de modo que Q r Q = /, demuestre que det Q es igua a 
+ 1 o - 1. iQue tipo de caja se forma a partir de los renglones (o las columnas) de _ . 

11. Demuestre otra vez que det Q = 1 o - 1, usando sdlo la regia del producta Si |det Q\ 
> 1, entonces det Q 1 explota. ^Como se sabe que esto no puede ocumr a (J . 
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12. Use operaciones en los renglones para justificar que el “determinante de Vandermon- 
de” de 3 por 3 es 

l a a 2 

det 1 b b 2 = (b — d){c — a)(c — b). 

1 c c 2 

Sr T = — K, como en 


13. a) Una matriz simetrica sesgada cumple K 

0 a b 

K = -a 0 c . 

—b —c 0 

En el caso de 3 por 3. £por que det (-K) = (-1) 3 det KI Por otra parte, det K T - 
det K (siempre). Deduzca que el determinante debe ser cero. 
b) Escriba una matriz simetrica sesgada de 4 por 4 con det K diferente de cero. 

14. cFaiso o verdadero? Proporcione una razon si es cierto, y un contraejemplo si es fal- 


a) Si Ay B son identicas excepto que b u = 2a n , entonces det B = 2 det A. 

b ) El determinante es el producto de los pivotes. 

c) Si A es invertible y B es singular, entonces A + B es invertible. 

d) Si A es invertible y B es singular, entonces AB es singular. 

e ) El determinante de AB — BA es cero. 

15. Si la suma de cada renglon de A es cero, demuestre que det A = 0. Si la suma de ca- 
da renglon es 1, demuestre que det (A — 1) = 0. Demuestre con un ejemplo que esto 
no implica que det A = I. 

16. Encuentre los siguientes determinantes de 4 por 4 por eliminacidn gaussiana: 


'll 

12 

13 

14 1 

' 1 

t 

t 2 

21 

22 

23 

24 

t 

1 

t 

31 

32 

33 

34 y det 

t 2 

t 

1 

41 

42 

43 

44 J 

r 3 

t 2 

t 


17. Encuentre los determinantes de 
A-ff ?L A~ l = - 


A -XI 


4-X 2 

1 3 — X 


£Para que valores de A se cumple que A — AI es una matriz singular? 
18. Evalue det A reduciendo la matriz a forma triangular (reglas 5 y 7). 


1 1 3 

0 4 6 

1 5 8 


1 1 3 
0 4 6 
0 0 1 


113 

0 4 6 

1 5 9 


iCuales son los determinantes de B, C, AB, A r A, y C T ? 


1>\ Suponga que CD — DC, y encuentre la falla en el siguiente razonamiento: Al tomar 
determinantes se obtiene (det C)(det D) = -(det D)(det Q, de modo que det C = 0 
o det D — 0. Asf, CD = —DC solo es posible si C o D es singular. 
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20. i,El determinante de las siguientes matrices es igual a 0, 1, 2, o 3? 


0 0 1 
1 0 0 
0 1 0 


0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 


1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 


21. Parece que la inversa de una matriz de 2 por 2 tiene determinante = 1 : 

, , 1 f d -b I ad -be 

ad — be l~c a J ad — be 

l Que esta mal en este calculo? 4 Por que es correcto det A” 1 ? 

En los problemas 22 a 28 se usan reglas para calcular determinantes especificos. 

22. Reduzca A a U, y encuentre det A = producto de los pivotes: 

'1 1 ll fl 2 3" 

A = 12 2 y A = 2 2 3. 

1 2 3J |_3 3 3_ 

23. Aplique operaciones en los renglones para obtener una triangular superior U, y calcule 


1 

2 

3 

O' 


'2 

1 

1 

r 

2 

6 

6 

1 


1 

2 

1 

1 

1 

0 

0 

3 y 

det 

1 

1 

2 

1 

0 

2 

0 

7 


1 

1 

1 

2 


24. Aplique operaciones en los renglones para simplificar y calcular los siguientes deter- 
minantes: 


'101 

201 

301" 


102 

202 

302 y 

det 

103 

203 

303 



25. La eliminacion reduce A a U. Luego, A = LU: 

3 3 4] f 1 0 01 [3 3 4' 

A= 687=210 02 -1 = LU. 

-3 5 — 9 J [-1 4 1 J |_° 0 -1_ 

Encuentre los determinantes de L, U, A, y U~ l L~~ l A. 

26. Si fly es i multiplicado por j, demuestre que det A = 0. (Con la excepcion cuando 
A = [1].) 

27. Si ay es i + j, demuestre que det A = 0. (Con la excepcion cuando n = 1 o 2.) 

28. Calcule los determinantes de las siguientes matrices, mediante operaciones en los ren- 
glones: 

r _ [0 fl 0 Ol r -1 

0fl0 0 0 b 0 a a a 

A — 0 0b, S= 0 n 0 c ’ 7 C= a b b . 

- c 0 °j d 0 0 0J l a b c \ 

29. t,Cual es el error en la siguiente demostracion de que las matrices proyeccion cumplen 
det P = 1? 


a a a 
abb 
a b c 


A(A t A) l A r de modo que |P| = |A| 


A| 1 A 1 

|A T |1A| 
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30. (Problema de calculo) Demuestre que las derivadas parciales de ln(det A) proporcio- 
nan A -1 : 


f{a, b, c, d) — In {ad — be) conduce a 


'df/da df/dc' 
_df/db df/dd 


A" 1 . 


31. (MATLAB) La matriz de Hilbert hilb(n) tiene el elemento i,j igual a l/(i + j — I). 
Imprima los determinantes de hilb(l), hi!b(2), . . . , hilb(10). ;Es diffcil trabajar con 
las matrices de Hilbert! ^Cuales son los pi votes? 


32. (MATLAB) ^Cual es un determinante tfpico (experimentalmente) de rand(n) y 
rarsdn(n) para n = 50, 100, 200, 400? Q,Y que significa “Inf’ en MATLAB?) 


33. Use MATLAB para encontrar el determinante mas grande de una matriz de 4 por 4 de 
0s y Is. 


34. Si se sabe que det A = 6, ^cual es el determinante de S? 

renglon 1 renglon 1 + renglon 2 

det A = renglon 2 =6 det B = renglon 2 + renglon 3 
renglon 3 renglon 3 + renglon 1 

35. Suponga que la matriz M de 4 por 4 tiene cuatro renglones iguales, todos contenien- 
do a , b, c, d. Se sabe que det (M) = 0. El problema es encontrar det(/ + M) por cual- 
quier metodo: 

1 + a b c d 
a 1 + b c d 
a b 1 + c d 
a b c 1 + d 

Credito parcial si encuentra este determinante cuando a — b = c ~ d = 1. Eliminado 
de inmediato si afirma que det(/ + M) = det / + det M. 


det (/ + M) = 



4.3 FORMULAS PARA EL DETERMINANTE 

La primera formula ya aparecio. Las operaciones en los renglones producen los pivotes en D: 

4A Si A es invertible, entonces PA = LDU y det P = ± 1 . La regia del producto da 

det A =± det Z, det D det £/ = ± (producto de Los pivotes). (1) 

El signo ± 1 depende de si el numero de intercambios de renglones es par o impar. 
Los factores triangulares tienen det L = det U = 1 y det D = d x • ■ ■ d n . 

En el caso de 2 por 2, la factorization estandar LDU es 

a b _ \ 0 a 0 1 b/a 

c d c/a 1 0 {ad — be)/ a 0 1 

El producto de los pivotes es ad — be. Este es el determinante de la matriz diagonal D. Si 
el primer paso es un intercambio de renglones, entonces los pivotes son c y (— det A)/c. 
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Ejemplo 1 Los pivotes de la matriz —1,2, — 1 en segundas diferencias son 2/1, 3/2, . . . en D: 


'2-1 


'2 

-1 2 -1 


3/2 

-1 2 

= LDU = L 

4/3 

• -1 



-1 2 


( n + 1)/ n 


Su determinante es el producto de los pivotes. Todos los numeros 2, . . ., n se cancelan: 
. . . /3\ / 4\ (n + 1\ 


an 

a n 

fll3 

021 

022 

023 

a 3 i 

0 3 2 

O 33 


MATLAB calcuia el determinante a partir de los pivotes. Sin embargo, concentrar toda la 
information en los pivotes hace imposible imaginarse edmo el cambio en un elemento pue- 
de afectar al determinante. Se desea encontrar una expresion explfcita para el determinan- 
te en terminos de los nr elementos. 

Para n = 2, se demostrara que ad — be es correcto. Para n = 3, la formula del deter- 
minante es bastante bien conocida (tiene seis terminos): 


_ +011^22^33 + «12^23«31 + <2l3«21<232 
— £In<223«32 — 4Z!2<221«33 _ <313^22031- 


Nuestro objetivo es deducir estas formulas directamente a partir de las propiedades defini- 
torias 1 a 3 de det A. Si es posible manejar n = 2yn = 3de manera organizada, podra ver- 
se el patron. 

Para empezar, cada renglon puede descomponerse en vectores en las direcciones de 
coordenadas: 

[a b ] = [a 0] -1- [0 b] y [c d] = [c 0] + [0 d], 

Luego se aplica la propiedad de linealidad, primero al renglon 1 y luego al renglon 2: 


Separar en 
n" = 2 2 

determinantes faciles 


Cada renglon consta de n direcciones de coordenadas, por io que su desarrollo contiene n 2 
terminos. La mayor parte de tales terminos (todos menos n\ — n factorial) son automatica- 
mente cero. Cuando dos renglones estan en la misma direction de coordenadas, uno es 
multiplo del otro, y 


a 0 

+ 

0 

b 

c d 

c d 

a 0 

+ 

a 0 j 

c 0 

0 

d 


Se presta atencion solo cuando los renglones apuntan en distintas direcciones. Los termi- 
nos diferentes de cero deben estar en columnas distintas. Suponga que el primer renglon 
tiene un elemento diferente de cero en la columna a, el segundo, un elemento diferente de 
cero en la columna /3, y que finalmente el renglon n-dsimo tiene un elemento diferente 
de cero en la columna v. Todos los numeros de columna a, (3, . . ., v son diferentes. Son 
un reordenamiento, o permutacion, de los numeros 1,2,.... n. El caso de 3 por 3 pro- 
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duce 3! = 6 determinantes: 


an a u a i3 


<*11 


<*12 


a 13 

a 2 i a 22 <*23 

= 

<*22 

+ 

<*23 

+ 

<*21 

<*31 <*32 <*33 


^33 


<*31 


<*32 



<*n 


<*12 


<*13 

+ 

<*23 

+ 

<*21 

+ 

<*22 


<*32 


<*33 


<*31 


Excepto estos n\ determinantes, todos los demas son cero porque la columna se repi- 
te. (Para la primera columna a hay n opciones, para j8 hay n — 1 opciones restantes, y por 
ultimo, queda una option para la ultima columna v. Cada vez se utiliza una sola columna, 
cuando se “serpentean” los renglones de la matriz). En otras palabras, hay n ! formas de 
permutar los numeros 1, 2 Los numeros de columna proporcionan las permuta- 
ciones: 


Numeros de columna (a, /3, v)=(l, 2, 3), (2, 3, 1),(3, 1, 2),( 1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1). 

Hay 3! = 6 permutaciones de (1, 2, 3); la primera es la identidad. 

El determinante de A se reduce ahora a seis determinantes por separado y mucho mas 
sencillos. A1 factorizar a :j , para cada una de las seis permutaciones hay un termino: 


1 


1 


1 

1 

+ <*12<*23<*31 

1 

+ <*13<*21<*32 

1 

1 


1 


1 


+ <*11 <*23 <*32 

1 

1 

+ <* 12<*21<*33 

1 

1 

+ <*13<*22<*31 

1 

1 


1 


1 


1 


Cada termino es un producto de n = 3 elementos a y , donde cada renglon y cada columna 
estan representados una vez. Si el orden de las columnas es (a, . . . , v), ese termino es el 
producto de ai a ■ ■ ■ a nv por el determinante de una matriz permutation P. El determinan- 
te de toda la matriz es la suma de estos n! terminos, y esa sumatoria es la formula expli- 
cita que se esta buscando: 

i det A = (ai a a 2 p • • • <*,,„) det / 

todas las Ps 

Para una matriz de n por n, esta sumatoria se toma sobre todas las n! permutaciones 
(a, . . . ,v) de los numeros (1, ..,,«). La permutacion proporciona los numeros de co- 
lumna a medida que se desciende por la matriz. Los Is aparecen en P en los mismos si- 
tios en que las as aparecfan en A. 

Queda por encontrar el determinante de P. Los intercambios de renglones transforman 
P en la matriz identidad, y cada intercambio cambia el signo del determinante: 

det P = + 1 o — 1 para un numero par o impar de intercambios de renglones. 




(1,3,2) 


es impar, 
de modo que 


1 

es par. 

1 

1 

— — 1 (3,1,2) d e moc i 0 q Ue 

1 

1 

1 
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(1, 3, 2) requiere un intercambio y (3, 1, 2) requiere dos intercambios para recuperar (1, 2, 
3). Estos son dos de los seis signos ±. Para n — 2, solo se tiene (1, 2) y (2, 1): 

det A = «iia 22 det ^ j + <*i 2 <* 2 i det ^ ^ — <*u <*22 _ <*i 2 <* 2 i ( o <*d — i>c). 

Nadie puede afirmar que la gran formula (6) es particularmente simple. Sin embargo, 
es posible darse cuenta de por que tiene las propiedades 1 a 3. Para A = I, todo producto 
de los ay es cero, excepto por la sucesion de columnas (1,2 , ... ,n). Este termino propor- 
ciona det I = 1. La propiedad 2 se comprobard en la siguiente section, porque aquf se tie- 
ne mas interes en la propiedad 3: el determinante debe depender linealmente del primer 
renglon a n , a l2 , ... , a ln . 

Considere a todos los terminos a la a 2 g ■ ■ • a nv que implican a a n . La primera colum- 
na es a = 1. Esto deja alguna permutacion (J3, . . . , v) de las columnas restantes (2, ... , 
n ). Todos estos terminos se agrupan como a n C n , donde el coeficiente de a n es un deter- 
minante mas pequeno, al que se han retirado el renglon 1 y la columna 1 : 

Cofactor de a u Cu = • • • a nv ) det P = det (submatriz de A) (7) 

De manera semejante, el elemento a 12 se ha multiplicado por algun determinante mas pe- 
queno C 12 . Al agrupar todos los terminos que empiezan con el mismo ay, la formula (6) se 
convierte en 

Cofactores a lo largo del renglon 1 det A = anCy + a^Cn + • • • +a ln C ln . (8) 

Esto demuestra que det A depende linealmente de los elementos a n , . . . , a ln del primer 
renglon. 

Ejemplo 2 Para una matriz de 3 por 3, con esta manera de agrupar terminos se obtiene 

det A = ay{a 2 2 a 33 — a 2 3 ^ 32 ) +< 212 (^ 23^31 ~ a 2 ia 33 ) + a[ 3 (a 2 ia 32 — a 22 a 3 f). (9) 
Los cofactores C n , C l2 , C I3 son los determinantes de 2 por 2 entre parentesis. 

Desarrolio de det A por cofactores 

Se busca otra formula mas para el determinante. Si esto significa partir de cero, serfa de- 
masiado. Sin embargo, la formula ya esta descubierta: es (8), y la unica cuestion es iden- 
tificar los cofactores que multiplican a a xj . 

Se sabe que Cy depende de los renglones 2, .... n. El renglon 1 ya esta tornado en 
cuenta por a XJ . Ademas, a 1J tambien toma en cuenta la columna j-esima, de modo que su 
cofactor Cy debe depender por completo de las otras columnas. Ningun renglon ni colum- 
na puede usarse dos veces en el mismo termino. Lo que realmente se esta haciendo es se- 
parar el determinante en la siguiente suma: 


Separation 

<*11 

<*12 

<*13 


<*n 





<*12 



<*13 

en 

£*21 

<*22 

<*23 

= 


<*22 

<*23 

+ 

<*21 

<*23 


<*21 

<*22 

cofactores 

<*31 

<*32 

<*33 



<*32 

<*33 


<*31 

<*33 


<*31 

<*32 


Para un determinante de orden n, esta separation origina n determinantes mas pequenos 
( menores ) de orden n — 1 ; se puede ver las tres submatrices de 2 por 2. La submatriz My 
se forma quitando el renglon 1 y la columna j. Su determinante se multiplica por ay, asf co- 
mo por un signo mas o menos. Estos signos alteman como en det M n , —det M l2 , det M 13 : 
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Cofactores del rengidn 1 Cij = ( — 1 ) 1 +; det Mij. 

El segundo cofactor C l 2 es a 23 a 3l — a 2 i a 33 < c l ue es det M\ 2 multiphcado por — 1. Esta mis- 
ma tecnica funciona en toda matriz de n por n. La separation anterior confirma que C u es 
el determinante del angulo inferior derecho M u . 

Hay un desarrollo semejante en cualquier otro rengidn, por ejemplo i. Puede demos- 
trarse intercambiando el renglon i con el renglon 1 . Recuerde borrar el renglon i y la co- 
lumna j de A para M 

4B El determinante de A es una combination de cualquier renglon i multiplicado 
por sus cofactores: 

det A por cofactores det A = anC n + a i2 Cn + ■ ■ ■ +a in Cin' i) (10) 

El cofactor C y es el determinante de M y con el signo correcto: 

borrar el renglon i y la columnar C, 7 = (-1)‘ + -' det A/, 7 . . (11) 

Estas fdrmulas expresan det A como una combination de determinantes de orden 
n - 1. Hubiera sido posible definir el determinante por induccion sobre n. Una matriz de 1 
por 1 tiene det A = a n , y asf la ecuacion (10) define los determinantes de las matrices de 
2 por 2, de 3 por 3, y de n por n. Aquf se prefirio definir un determinante segiin sus propie- 
dades, que son mucho mas simples de explicar. La formula explfcita (6) y la formula de co- 
factores (10) se concluyeron directamente, a partir de esas propiedades. 

Hay una consecuencia mas de det A = det A T . Es posible desarrollar por cofactores de 
una columna de A, que es un rengidn de A T . Siguiendo por la columnar de A, 

det A = aijCij + a 2 jC 2 j + • • • +a nj C n j. (12) 

Ejemplo 3 La matriz en segundas diferencias A 4 de 4 por 4 solo tiene dos elementos diferentes de ce- 
ro en el rengidn 1 : 


Usar cofactores 


2 -1 

-1 2 

0 -1 

0 0 


0 o' 
-1 0 
2 -1 ‘ 
-1 2 


Ci 1 pro viene al borrar el rengidn 1 y la columna 1 , quedando asf el patron - 1 , 2, - 1 : 

'2-1 O' 

Cu =detA 3 = det —1 2 — 1 . 

0 -1 2 _ 

Para a l2 = — 1, la columna eliminada es la 2, y se requiere su cofactor C 12 : 

f-1 _1 °1 [2 -ll 

Cn = ( — 1) 1+2 det 0 2-1 = +det , - =detA 2 . 


*-l 

-1 

O' 

r 2 

-r 

0 

2 

-1 

= + det _ j 

2 

0 

-1 

2 



Asf se queda con el determinante de 2 por 2. En total, el rengidn 1 ha produtido 2C U C l2 : 
det A 4 = 2(det A 3 ) — det A 2 = 2(4) —3=5 


La misma idea es valida para A s y A 6 , asf como para toda A„: 

Recurrencia por cofactores det A n = 2(det A„-i) — det A„_ 2 . 


(13) 


dm 



0 I i 7 3 8 
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Lo anterior proporciona el determinante de matrices cada vez mds grandes. En cada paso, 
el determinante de A„ es n + 1, a partir de los determinantes previos n y n — 1: 

matriz -1, 2, -1 det A„ = 2 (n) - (n - 1) = n + 1 . 


La respuesta n + 1 coincide con el producto de pivotes al initio de esta seccidn. 



|g Conjunto de problemas 4.3 


1. Para las siguientes matrices, encuentre el unico elemento diferente de cero en la gran 
formula (6): 

'0 1 0 0 ] fo 0 1 2 ' 

_ _ 0 3 4 5 

A 0101 y B 6789' 

_o 0 1 oj [0001 

Solo hay una forma de elegir cuatro elementos diferentes de cero de renglones distin- 
tos y columnas distintas. Al decidir par o impar, calcule det A y det B. 

2. Desarrolle estos determinantes en cofactores en el primer rengidn. Encuentre los co- 
factores (incluyen los signos (— l)‘ +y ) y los determinantes de A y B. 

3. iFalso o verdaderol 

a) El determinante de S~ l AS es igual al determinante de A. 

b) Si det A = 0, entonces por lo menos uno de los cofactores debe ser cero. 

c) Una matriz cuyos elementos son 0s y Is tiene determinante 1, 0, o — 1. 

4. a) Encuentre la factorization LU, los pivotes, y el determinante de la matriz de 4 por 

4 cuyos elementos son a y = el menor de i y j. (Escriba la matriz.) 
b) Encuentre el determinante si a y = el menor de n t y n p donde n, = 2, n 2 = 6, n 3 = 8, 
n 4 = 10. ^Puede proporcionar una regia general para cualquier n y < n 2 < < n 4 ? 

5. Sea F„ el determinante de la matriz tridiagonal 1, 1, —1 (de n por n): 



Desarrolle por cofactores a lo largo del rengidn 1, para demostrar que F„ = F n - t + 
F n — 2 . Esto Ueva a la sucesion de Fibonacci 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . para los determinantes. 

6. Suponga que A„ es la matriz tridiagonal n por n con Is en las tres diagonales: 

1 -] fl 1 O' 

A! = [l], a 2 = : , a 3 = 1 1 1 , ... 

L -i L° 1 l . 

Sea D n el determinante de A„; se requiere encontrarlo. 

a) Desarrolle por cofactores a lo largo del primer rengidn para demostrar que D n = 

D n -l ~ F> n - 2 . 

b) Empiece con D x = 1 y D 2 = 0, para encontrar D 3 , D 4 , .... D s . Observe la mane- 
ra en que estos numeros se repiten (^con que periodo?), y encuentre D 1000 . 
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7. a) Evalue el siguiente determinante por cofactores del rengidn 1 : 

4 4 4 4 

12 0 1 
2 0 12 ' 

110 2 

b) Compruebe restando la columna 1 de las demas columnas, y vuelva a calcular. 

8. Calcule los determinantes de A 2 , A 3 , A 4 . ^Puede pronosticar A n ? 


0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 


0 111 
10 11 
110 1 
1110 


Use operaciones en los renglones para producir ceros, o use los cofactores del renglon 1. 

9. ^Cuantas multiplicaciones se requieren para encontrar un determinante de n por n a 
partir de 

a ) la gran formula ( 6 )? 

b ) la formula de cofactores (10), construyendo a partir del conteo para n — 1 ? 

c) la formula del producto de pivotes (incluyendo los pasos de elirninacion)? 

10. En una matriz de 5 por 5, £un signo + o un signo — con ai 5 a 2 4 a 33 a i2 a 5 i invierte la 
diagonal? En otras palabras, P = (5, 4, 3, 2, 1) ^es par o impar? El patron de tablero 
de ajedrez de signos ± para cofactores no proporciona det P. 

11. Si A es de to por n y B es de n por m, explique por que 

det [ 0 ^ 1 = det AS. (^ugerencia: posmultiplicar [ / 01 \ 

—B / J por la derecha por) \_B / J ) 


Proporcione un ejemplo con m < n, y un ejemplo con m > n. ^,Por que su segundo 
ejemplo automaticamente tiene det AB = 0? 

12. Suponga que la matriz A es fija, excepto que a n varfa desde — oo hasta +co. Propor- 
cione ejemplos en los cuales det A siempre es cero o nunca es cero. Luego, a partir del 
desarrollo por cofactores ( 8 ), demuestre que en caso contrario det A = 0 para exacta- 
mente un valor de a u . 

En los problemas 13 a 23, use la gran formula con nl terminos: J A j = S =b a a 2 g 


13. Calcule los determinantes de A, B, C, a partir de seis terminos. £,Sus renglones son in- 
dependientes? 


1 2 3 
3 1 2 
3 2 1 


1 2 3 

4 4 4 

5 6 7 


1 1 1 

110 . 
1 0 0 


14. Calcule los determinantes de A, B, C. ^Sus columnas son independientes? 


1 1 0 
1 0 1 
0 1 1 


1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


M 'ij i-i-j 
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15. Demuestre que det A = 0, sin importar los cinco elementos diferentes de cero indica- 
dos por las xs: 

XXX 

A — 0 0 x . (pCual es el rango de A?) 

0 0 x 

16. Este problema muestra en dos formas que det A = 0 (las xs son numeros cualesquiera): 

x x x x x 

x x x x x 

A = 0 0 0 x x 

0 0 0 x x 

0 0 0 x x 

a) iComo se sabe que los renglones son linealmente dependientes? 

b) Explique por que todos los 120 terminos son cero en la gran formula para det A. 

17. Encuentre dos formas para elegir elementos diferentes de cero, a partir de cuatro ren- 
glones y columnas diferentes: 

1 
0 
5 
2 

det A, i,es igual al + lol — lo— 1 — 1?^A qud es igual det 5? 

18. Coloque el menor numero de ceros en una matriz de 4 por 4 que garantice det A = 0. 
Coloque tantos ceros como sea posible permitiendo a la vez que det A ¥= 0. 

19. a) Si < 2 n = a 22 = <233 = 0, ^cuantos de los seis te'rminos en det A son cero? 

b) Si a u = a 22 = ^33 = O 44 = 0, ^cuantos de los 24 productos aijawauatn en det A 
es seguro que son cero? 

20. (.Cuantas matrices permutacion de 5 por 5 tienen det P = + 1? Estas son permutacio- 
nes pares. Encuentre una que requiera cuatro intercambios para llegar a la matriz iden- 

tidad. 

21. Si det Af 0, por lo menos uno de los nl terminos en la gran formula (6) no es cero. 
Deduzca que algun ordenamiento de los renglones de A no deja ceros en la diagonal. 
(No use P de la elirninacion; esa PA puede tener ceros en la diagonal.) 

22. Demuestre que 4 es el determinante mas grande para una matriz de 3 por 3 de Is po- 
sitives y Is negativos. 

23. (.Cuantas permutaciones de (1, 2, 3, 4) son pares, y cuales son? Credito extra: ^Cua- 
les son todos los posibles determinantes de 4 por 4 de / + P par ? 

En los problemas 24 a 33 se usan cofactores Cij — det My. Elimine el ren- 

glon i, columna j. 

24. Encuentre cofactores, y luego trasponga. iMultiplique cj y Cj por A y B! 


0 0 2 
3 4 5 

^ q 2 . (B tiene los mismos ceros que A). 
0 0 1 


'1 

0 

0 

r 


0 

1 

1 

1 

B = 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 



matriz de 5 por 5 
matriz cero de 3 por 3 
Siempre es singular 


A = 


2 1 
3 6 


B = 


1 2 3 
4 5 6 
7 0 0 
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31. Calcule los determinantes S t , S 2 , S 3 de las siguientes matrices tridiagonales: 


3 1 I 

3 

1 

0 

1 3 1 

S 3 = 1 

3 

1 . 

0 

1 

3 


Haga una conjetura de Fibonacci para S 4 , y compruebe que tiene razon. 

32. Los cofactores de estas matrices 1,3 1 proporcionan S n = 3S„_i — S n _ 2 . Desaffo: De- 
muestre que S n es el numero de Fibonacci F^+i a i demostrar Fi„+ 2 = 3F 2 „ — F 2 „_ 2 . 
Siga utilizando la regia de Fibonacci F k = Ft-, + F k - 2 - 

33. Cambie 3 por 2 en la esquina superior izquierda de las matrices en el problema 32. 
i,Por que se resta S„_ j del determinante S„? Demuestre que los detenninantes se con- 
vierten en los numeros de Fibonacci 2, 5, 13 (siempre F 2n+\)- 

Los problemas 34 a 36 son sobre matrices en bloque y determinantes en bloque. 

34. Con bloques de 2 por 2, ino siempre es posible usar determinantes en bloque! 


A 

B 


A 

B 

0 

D = i a ii d i 

pero 

C 

D 


?\A\\D\ 


a) iPot que es cierta la primera afirmacion? De alguna manera, B no entra. 

b ) Demuestre con un ejemplo que la igualdad falla (como se muestra) cuando entra C. 

c ) Demuestre con un ejemplo que la respuesta det(AD — CB) tambien es erronea. 

35. Con multiplication por bloques, A = LU tiene A k = L k U k en la esquina superior iz- 
quierda: 


A k * 
* * 


0 U k 4 s 

* * 0 * 


a) Suponga que los tres primeros pivotes de A son 2, 3, —1. pCudles son los determi- 
nantes de Lj, L^, L3 (con Is en la diagonal), U u U 2 , U 3 , y A u A 2 , A 3 ? 

b ) Si A^ A 2 , A 3 tienen determinantes 5, 6, 7, encuentre los tres pivotes. 

36. En la elimination por bloque se resta CA~ l multiplicado por el primer renglon [A B ] 
del segundo renglon [C D\. Asf, en la esquina queda el complemento de Schur D — 
CA- l B: 


A B 

0 D — CA~ l B 


Tome determinantes de estas matrices para demostrar reglas correctas para bloques 
cuadrados: 


A B 
C D 


\A\\D — CA -1 2Jj 


37. Un determinante de 3 por 3 tiene tres productos “abajo a la derecha” y tres “abajo a la 
izquierda” con signos menos. Calcule los seis terminos de la figura para encontrar D. 
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Luego explique sin determinantes por que la siguiente matriz es invertible o no: 


D = 




38. Para A 4 en el problema 6, cinco de los 4! = 24 terminos en la gran formula (6) son di- 
ferentes de cero. Encuentre estos cinco terminos para demostrar que D 4 — — 1 . 

39. Para la matriz tridiagonal de 4 por 4 (elementos —1,2, —1), encuentre los cinco ter- 
minos en la gran fdrmula con los que se obtiene det A = 16 — 4 — 4 — 4+ 1. 

40. Encuentre el determinante de la siguiente matriz cfclica P por cofactores del renglon 

1. iCon cuantos intercambios se reordena 4, 1, 2, 3 en 1, 2, 3, 4? es jJP 2 \ = + 1 o — 1? 

'0 0 0 1] [0 0 1 O' 

1 0 0 0 2 = 0 0 0 1 = [0 /' 

^ 0100 F 1000 [/0‘ 

_0 0 1 OJ L° 1 0 °J 

41. A = 2* eye (n)— diag(ones(n — 1, 1), 1)— diag(ones(n— 1, 1),— 1) es la matriz —1, 

2, — 1. Cambie A(l, 1) a 1 de modo que det A — 1 . Pronostique los elementos de A ~ 1 
con base en n = 3, y pruebe su conjetura para n = 4. 

42. (MATLAB) Las matrices —1, 2, —1 tienen determinante n + 1. Calcule ( n + 1)A -1 
para n = 3 y 4, y compruebe su conjetura para n — 5. (Las inversas de las matrices 
tridiagonales tienen la forma uv T de rango 1 arriba de la diagonal.) 

43. Todas las matrices de Pascal tienen determinante 1. Si 1 se resta del elemento n, n, 
ipov que el determinante se vuelve cero? (Use la regia 3, o cofactores). 

' i i i 1 1 fi i i r 

1234 1234 

det j g g IQ = 1 conocido det ^ ^ 6 10 = (explique). 

1 4 10 20 1 4 10 19 



M 4.4 APLICAGIOSMES DE LOS DETERSVUNAWTES 

En esta seccion se desarrollan cuatro aplicaciones fundamentales: la inversa de A , la solu- 
tion de Ax = b, el volumen de cajas y los pivotes. Estas aplicaciones se encuentran entre 
los calculos clave en dlgebra lineal (realizados por eliminacion). Los determinantes propor- 
cionan formulas para las respuestas. 

1. Calculo de A -1 . El caso de 2 por 2 ilustra como los cofactores van en A -1 : 


1 

d 

-b 

i 

’C n 


ad — be 

—c 

a 

det A 

_C\2 

^22 _ 


Se esta dividiendo entre el determinante, y A es invertible exactamente cuando det A es di- 
ferente de cero. El numero C n = d es el cofactor de a. El numero C 12 = — c es el cofac- 
tor de b (observe el signo menos). jEse numero C 12 va en el renglon 2, columna 1 ! 


4.4 Aplicaciones de los determinantes 


221 



El renglon a, b multiplicado por la columna C n , C 12 produce ad — be. Este es el de- 
sarrollo por cofactores de det A. Esta es la pista que se requiere: A -1 divide los cofactores 
entre det A. 



La matriz de cofactores 
C esta traspuesta 


Nuestro objetivo es comprobar esta formula para A 1 . Es necesario ver por que AC T = (det 
A)/: 



Con los cofactores C u , . . . , C ln en la primera columna y no en el primer renglon, se 
multiplican a a n , , a ln y proporcionan el elemento diagonal det A. Cada renglon 
de A multiplica a sus cofactores (el desarrollo por cofactores) para obtener la misma res- 
puesta det A sobre la diagonal. 

La pregunta crftica es: -JPor que se obtienen ceros fuera de la diagonal ? Si se combi- 
nan los elementos a XJ del renglon 1 con los cofactores C 2J del renglon 2, Lpor que el resul- 
tado es cero? 

renglon 1 de A, renglon 2 de C a u C 2 \ + a x2 C 22 + • • • + a Xn C 2n =0. (3) 

La respuesta es: se esta calculando el determinante de una nueva matriz B, con un nuevo 
renglon 2. El primer renglon de A se copia en el segundo renglon de B. Asi, B tiene dos 
renglones iguales, y det B — 0. La ecuacion (3) es el desarrollo de det B a lo largo de 
su renglon 2, donde B tiene exactamente los mismos cofactores que A (porque el segundo 
renglon se elimina para encontrar esos cofactores). La extraordinaria multiplicacion matri- 
cial (2) es correcta. 

Esamultiplicaci6nAC T = (detA)/proporcionade inmediatoA -1 . Recuerde que el co- 
factor al borrar el renglon i y la columna j de A va en el renglon j y en la columna i de C T . 
A1 dividir entre el numero det A (jen caso de no ser cero!) se obtiene A ~ 1 = C T /det A. 

Ejemplo 1 La inversa de una suma de matrices es una matriz en diferencias: 


'1 

1 

r 

, c T 

'1 

-1 

o' 

0 

1 

1 

tiene A = — — - = 

0 

1 

-1 

0 

0 

1 

det A 

0 

0 

1 


El signo menos entra porque los cofactores siempre incluyen a (— l) ,+v . 


2. La solucion de Ax = b. La multiplicacion x = A l b es justo C T b dividido entre det 
A. Hay una forma conocida de escribir la respuesta (x x , , x n ): 


40 Regia de Cramer: La y-esima componente d ex — A l b es el cociente 

an an b\ a Xn ' 

x, = donde B t = : : : : tiene b en la columna j. (4) 

j de* A J ■ * • • 


Cl n j Cl n 2 &nn 
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Demostracion Bj se desarrolla por cofactores de su columna y-esima (que es b). Como los 
cofactores ignoran esa columna, det Bj es exactamente la y'-esima componente en el produc- 
to C T b: 

det Bj = biCij + biC 2j + ■ • ■ + b n C n j- 

Al dividir lo anterior entre det A se obtiene Xj. Cada componente de x es un cociente de dos 
determinantes. Este hecho pudo haberse reconocido a partir de la eliminacidn gaussiana, 
pero no fue asf. B 


Efempfo 2 La solution de 

X\ + 3x2 = 0 
2xi + 4x2 = 6 

tiene 0 y 6 en la primera columna para x lt y en la segunda columna para x 2 : 


0 

3 


l 

0 


6 

4 -- 18 -a 


2 

6 

6 

1 

3 —2 

x 2 — - 

1 

3 

' ~ -2 

2 

4 


2 

4 



Los denominadores siempre son det A. Para 1 000 ecuaciones, la regia de Cramer requiere 
1 001 determinantes. Para mi constemacidn, encontre en un libro titulado Mathematics for 
the Millions que la regia de Cramer era realmente recomendada (y la elimination se deja- 
ba de lado): 

Para tratar con un conjunto que implica cuatro variables u, w, z, primero es necesa- 
rio eliminar una de ellas en cada uno de los tres pares con la flnalidad de obtener tres 
ecuaciones en tres variables y asf proceder para el triple miembro izquierdo para ob- 
tener valores para dos de ellas. El lector que haga esto como ejercicio empezara a 
darse cuenta de cuan formidablemente laborioso se convierte el metodo de elimina- 
cidn, donde es necesario tratar con mas de tres variables. Esta consideration nos in- 
vita a explorar la posibilidad de un metodo mas rdpido . . . 

;E1 “metodo mas rapido” es la regia de Cramer! Si el autor intentaba calcular 1 001 de- 
terminantes, jyo llamarfa al libro Mathematics for the Millionaire ! 

3. El volumen de una caja. La relation entre el determinante y el volumen se vuelve mas 
evidente cuando los angulos son rectos: las aristas son perpendiculares, y la caja es rectangu- 
lar. Asi, el volumen es el producto de las longitudes de las aristas: volumen = l\i 2 - ■ - l n - 
Se desea obtener el mismo l\l 2 - ■ -l n a partir de det A, cuando las aristas de esa ca- 
ja esten en los renglones de A. Con Angulos rectos, estos renglones son ortogonales y AA T 
es diagonal: 


Caja con angulos rectos 
Renglones ortogonales 


rengldn 1 


renglon n 
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Las li son las longitudes de los renglones (las aristas), y los ceros fiiera de la diagonal se 
deben a que los renglones son ortogonales. Usando las reglas del producto y de la traspo- 
sicion, 

Caso con angulos rectos l\l\ • • - / 2 = det( AA T ) = (det A)(det A T ) = (det A) 2 . 

La rafz cuadrada de esta ecuacion indica que el determinante es igual al volumen. El sig- 
no de det A indica si las aristas constituyen un conjunto “derecho” de coordenadas, como 
en el sistema x-y-z de costumbre, o un sistema izquierdo, como y-x-z. 

Si los angulos no son de 90°, entonces el volumen no es el producto de las longitudes. 
En el piano (vease la figura 4.2), el “volumen” de un paralelogramo es igual a la base l 
multiplicada por la altura h. El vector b — p de longitud h es el segundo renglon b = (a 2 t , 
a 22 ), menos su proyeccion p sobre el primer renglon. La cuestion clave es esta: Por la re- 
gia 5, det A permanece sin cambio cuando un multiplo del renglon 1 se resta del renglon 2. 
El paralelogramo puede cambiar a un rectangulo, donde ya se ha demostrado que volu- 
men = determinante. 

En n dimensiones, se requiere mas trabajo para hacer rectangular a cada caja, aunque 
la idea es la misma. El volumen y el determinante permanecen sin cambio si de cada ren- 
glon se resta su proyeccion sobre el espacio generado por los renglones precedentes, dejan- 
do un “vector longitud” perpendicular como pb. Este proceso de Gram-Schmidt produce 
renglones ortogonales, con volumen = determinante. Asf, la misma desigualdad debe cum- 
plirse para los renglones originates. 



Asf se completa el vfnculo entre los volumenes y los determinantes, aunque merece la 
pena volver una vez mas al caso mas simple. Se sabe que 



Estos determinantes proporcionan los volumenes, o las Areas, ya que se esta trabajando en 
dos dimensiones, que se muestran en la figura 4.3. La base y la altura del paralelogramo 
miden uno; de modo que su area tambien es 1 . 


4. Una formula para los pivotes. Finalmente ya es posible saber cuando es posible 
realizar la elimination sin intercambios de renglones. La observation clave es que los 
k primeros pivotes estan determinados completamente por la submatriz A k en la esqui- 
na superior izquierda de A. Los renglones y las columnas res tames de A no afectan esta 




Figura 4.3 Las areas de un cuadrado unitario y de un paraielogramo unitario son iguales a 1. 


esquina del problema: 

La eliminacion \ a b e 

sobre A incluye la A = c d f 

elimination sobre A 2 g h i 


a b e 

0 (ad — be)/ a (af—ec)/a 
g h i 


Ciertamente, el primer pivote solo depende del primer renglon y de la primera columna. El se- 
gundo pivote (ad — bc)la, solo depende de la submatriz esquinada A 2 de 2 por 2. El resto de 
A no entra sino hasta el tercer pivote. En realidad, lo que determina la esquina superior izquier- 
da de L no solo son los pivotes, sino todas las esquinas superiores izquierdas de L, D, y U: 


A = LDU = 


c/a 1 
* * 



b/ a 
1 



Lo que se ve en los dos primeros renglones y columnas es exactamente la factorization de 
la submatriz esquinada A 2 . Esta es una regia general si no hay intercambios de renglones: 


4D ; Si _A ■ se f; 
: Ale — Lie D.- U:- 
, suyo. 


'U, las esquinas superiores izquierdas cumplen 
ubmatriz A k expeiimenta eliminacion gaussiana de 


La demostracion es ver que esta esquina puede establecerse primero, incluso antes de consi- 
derar otras eliminaciones. O bien, se aplican las reglas para la muUiplicacion por bloques : 

\L k 0 ]\D k 0] \V k F] \L k D k V k L k D k F 
[ B CJ [ 0 E\ 0 Gj BD k U k BD k F + CEG ' 

A1 comparar la ultima matriz con A, la esquina L k D k U k coincide con A k . Asf, 

det A k = det L k det D k det U k = det D k = d x d 2 ■ ■ ■ d k . 

El producto de los k primeros pivotes es el determinante de A k . Esta es la misma regia que 
ya se conoce para toda matriz. Debido a que el determinante de A k ~ x esta dado por d x d 2 - 
d k - ,, cada pivote d k puede aislarse como un cociente de determinantes : 

Formula para los pivotes - de '' . ^ . = . LLi ' ^ = d k . (5) 

det A k ~\ d\d 2 • • • d k —\ 

En el ejemplo anterior, el segundo pivote era exactamente este cociente (ad — bc)/a. 
Es el determinante de A 2 dividido entre el determinante de A x . (Por convencionalismo, det 


U N ; V C r; ■ ' 


A1 multiplicar entre si a todos los pivotes "ii 

detAidetA 2 
d\d 2 ■ ■ ■ d n — ■ — 

det Aq det A i 


i-iACiUNAL 
4.4 Aplicaciones de los determinantes 
mi DHL URUGUAY 

vi^uales, se recupera 

det A n det A„ 

= = det A . 

detA„-i detAo 


Con base en la ecuacion (5) es posible leer finalmente la respuesta de nuestra pregun- 
ta original: Todos los elementos pivote son diferentes de cero siempre que todos los nu- 
meros det A* sean diferentes de cero : 


4E La eliminacion puede completarse s a ntercamb asde englones (de modo que 
P = ly A = LU), si y solo si todas las submatrices principle: Ai, .-L. . . , A„ son 
no singulares. 


Eso es lo concemiente a los determinantes, excepto por una observacion optional sobre la 
propiedad 2: el cambio de signo sobre los intercambios de renglones. El determinante de 
una matriz permutacion P es el unico punto cuestionable en la gran formula. Independien- 
temente de los intercambios particulares en los renglones que vinculan P con /, el numero 
de intercambios ^siempre es par o impar? De ser asf, su determinante esta bien definido por 
la regia 2, como +1 o — 1. 

Empezando con (3, 2, 1), con un simple intercambio de 3 y 1 podrfa llegarse al orden 
natural (1, 2, 3). Asf serfa tambien con un intercambio de 3 y 2, luego de 3 y 1, y despues de 
2 y 1 . En ambas secuencias, el numero de intercambios es impar. La afirmacion es que un nu- 
mero par de intercambios jamas puede producir el orden natural, empezando con (3, 2, 1). 

A continuation se proporciona una demostracion. Considere cada par de numeros en 
la permutacion, y sea N la cantidad de pares en que primero aparece el numero mayor. Cier- 
tamente, N = 0 para el orden natural (1, 2, 3). El orden (3, 2, 1) tiene N = 3 porque todos 
los pares (3, 2), (3, 1), y (2, 1) son erroneos. Se demostrara que todo intercambio modifica 
a N por un numero impar. Luego, para llegar a N = 0 (el orden natural) se requiere un nu- 
mero de intercambios que tenga la misma caracterfstica par o impar que N. 

Cuando se intercambian vecinos, N cambia por + 1 o — 1 . Cualquier intercambio pue- 
de lograrse mediante un numero impar de intercambios de vecinos. Esto completa la de- 
mostracion; un numero impar de numeros impares es impar. Para intercambiar los 
elementos primero y cuarto a continuation, que son 2 y 3, se requieren cinco intercambios 
(un numero impar) de vecinos: 

( 2 , 1, 4 , 3 ) (1, 2 , 4 , 3) — »■ (1, 4, 2, 3) -> (1, 4, 3, 2 ) -» (1, 3, 4, 2) -* (3, 1, 4, 2). 


Se requieren l — k intercambios de vecinos para mover el elemento que esta en el lugar k 
al lugar l. Luego, l — k — 1 intercambios mueven a] elemento que originalmente estaba 
en el sitio i (y que ahora se encuentra en el lugar l — 1) de regreso al lugar k. Debido a 
que (i — k) + (i — k — 1) es impar, se ha completado la demostracion. El determinante 
no solo tiene todas las propiedades antes encontradas, incluso existe. 
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2. Use la matriz de cofactores C para invertir las siguientes matrices simetricas: 


2 

-1 

O' 

r 1 

1 

r 

A = -1 

2 

-1 

y 8=1 

2 

2 

0 

-1 

2 

[l 

2 

3 


Encuentre x,y,yz aplicando la regia de Cramer en la ecuacion (4): 

x + 4 y — z — 1 

ax + by = 1 

y jc+y+z=0 

cx + dy = 0 

lx + 3z — 0. 

a) Encuentre el determinants cuando un vector x sustituye a la columna j de la identi- 
dad (considere Xj = 0 como un caso por separado): 

1 Xl 

1 • 


si M — 


\ entonces det M 


b) Si Ax = b, demuestre que AM es la matriz Bj en la ecuacion (4), con b en la colum- 
nay. 

c) Deduzca la regia de Cramer, tomando determinantes en AM = Bj. 

a) Dibuje el triangulo con vertices A = (2, 2), B — ( — 1, 3), y C — (0, 0). A1 conside- 
rarlo como la mitad de un paralelogramo, explique por que su area es igual a 


i r 2 2 

area (ABC) = -det ^ • 

b ) Mueva el tercer vertice a C = (1, —4) y justifique la formula 


~Xy 

yi 

1 

= ^ det 

2 

2 

r 

*2 

y2 

1 

-1 

3 

1 

*3 

yj 

1 

2 

1 

-4 

1 


Sugerencia: A1 restar el ultimo renglon de cada uno de los demas se obtiene 


2 2 1 
-1 3 1 

1 -4 1 


1 6 0 
-2 7 0 = det 

1 -4 1 


TraceA' = (1,6), 6' = (— 2,7), C' = (0, 0) y su relation con A, B, C. 

6. Explique en terminos de volumenes por que det 3A = 3" det A para cualquier matriz 
Aden por n. 

7. Pronostique, y confirme por elimination, los elementos pivotes de 


2 12 
4 5 0 
2 7 0 


2 1 2 

.8=453 
2 7 0 


8. Encuentre todas las permutaciones impares de los mimeros { 1, 2, 3, 4}. Provienen de 
un numero impar de intercambios y conduce a det P = — 1 . 

9. Suponga que la permutation P lleva (1, 2, 3, 4, 5) a (5, 4, 1, 2, 3). 

a) iQue hace P 2 a (1, 2, 3, 4, 5)? 

b) yQue hace P~ l a (1, 2, 3, 4, 5)? 


4.4 Aplicaciones de los determinantes 
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10. Si P es una permutacion impar, explique por que P 2 es par pero P 1 es impar. 

11. Demuestre que si se mantiene la multiplication de A por la misma matriz permuta- 
ci6n P, entonces el primer renglon termina por regresar a su sitio original. 

12. Si A es una matriz de 5 por 5 con todos la^l s 1, entonces det A . Los volu- 

menes, la gran formula o los pivotes deben proporcionar alguna cota superior para 
el determinante. 

Los problemas 13 al 17 son sobre la regia de Cramer para x = A ~ 1 b . 


13. 


Resuelva las siguientes ecuaciones lineales, aplicando la regia de Cramer Xj = det 
Bj / det A: 


2xi + 5x2 = 1 
Xi + 4x2 = 2. 


2xi + X2 =1 

b ) Xi + 2x2 + X3 = 0 

X2 + 2x3 = 0. 


14. Use la regia de Cramer para despejar (solamente) y. Sea D el determinante de 3 por 3: 

ax + by + cz — 1 

ax + by = 1 

a) b) dx + ey + fz = 0 

cx + dy = 0. 

gx + hy + iz — 0. 

15. La regia de Cramer falla cuando det A = 0. El ejemplo a) no tiene solution, mientras 
b) tiene una infinidad. ^Cuales son los cocientes Xj = det Bj /det A? 

2 xi + 3 x 2 = I 2 x : + 3 x 2 = 1 

a) (rectas paralelas) b) (la misma recta) 

4xi 4- 6 x 2 = 1 . 4x! + 6 x 2 = 2. 

16. Demostracion rapida de la regia de Cramer. El determinante es una funcion lineal de la 
columna 1. Es cero si dos columnas son iguales. Cuando b = Ax = xi«i + x 2 a 2 + 
x 3 a 3 va en la columna 1 para producir By, el determinante es 

| b a 2 a 3 1 = Jxi«t -hx 2 a 2 +x 3 a 3 a 2 a 3 1 =xi|fi; a 2 a 3 J =X[detA. 

a) lQu 6 formula para x t proviene de miembro izquierdo = miembro derecho? 

b) iQue pasos Uevan a la ecuacion de en medio? 

17. Si el miembro derecho b es la ultima columna de A, resuelva el sistema Ax = b de 3 por 
3. Explique como cada determinante en la regia de Cramer conduce a su solution x. 

Los problemas 18 a 26 son sobre A -1 = C r /detA. Recuerde trasponer C. 

18. Encuentre A -1 a partir de la formula de cofactores C T /det A. Use simetna en el inci- 
so b ): 


'1 

2 

o' 

2 

-1 

°1 

0 

3 

0 

b) A = -1 

2 

-1 . 

0 

4 

1 

L 0 

-1 

2 J 


19. Si todos los cofactores son cero, ycdmo se sabe que A no tiene inversa? Si ninguno de 
los cofactores es cero, ^es seguro que A es invertible? 

20. Encuentre los cofactores de A, y multiplique AC T para encontrar det A: 

'1 1 4] [6 -3 0‘ 

A = 12 2, C = • • , y AC t = . 

_ ! 2 5 J [• •_ 

Si el elemento de la esquina se cambia de 4 a 100, ipor que det A permanece sin cam- 
bio? 
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21. Suponga que det A = 1 y que se conocen todos los cofactores. ^Como puede encon- 
trarse A? 

22. A partir de la formula AC T ~ (det A)/, demuestre que det C = (det A ) n ~ 1 . 

23. (Solo para profesores) Si se conocen todos los 16 cofactores de una matriz invertible 
A de 4 por 4, ^como encontrar A? 

24. Si todos los elementos de A son enteros, y det A = 1 o — 1, demuestre que todos los 
elementos de A -1 son enteros. Proporcione un ejemplo de 2 por 2. 

25. L es triangular inferior y S es simetrica. Suponga que son invertibles: 

a 0 0 a b d 

L = b c 0 S — b c e . 

d e f d e f 

a) 7 ,Cuales son los tres cofactores de L que son cero? Entonces L~ l es triangular infe- 
rior. 

b) ^Cuales son los tres pares de cofactores de S que son iguales? Entonces S~ 1 es si- 
metrica. 

26. Para n = 5, la matriz C contiene cofactores y cada cofactor de 4 por 4 contiene 

terminos y cada termino requiere multiplicaciones. Compare con 5 3 = 125 

para el calculo de Gauss-Jordan de A -1 . 

Los problemas 27 a 36 son sobre area y volumen por determinantes. 

27. a ) Encuentre el area del paralelogramo con aristas v = (3, 2) y w — (1, 4). 

b) Encuentre el area del triangulo con lados v, w,y v + w. Dibujelo. 

c) Encuentre el area del triangulo con lados v, w, y w — v. Dibujelo. 

28. Las aristas de una caja van de (0, 0, 0) a (3, 1, 1), (1, 3, 1), y (1, 1, 3). Encuentre su 
volumen y tambien el area de cada cara del paralelogramo. 

29. a) Los vertices de un triangulo son (2, 1), (3, 4), y (0, 5). ^Cual es el drea? 

b) Un nuevo vertice en (— 1, 0) lo hace de lobular (cuatro lados). Encuentre el area. 

30. El paralelogramo con lados (2, 1) y (2, 3) tiene la misma area que el paralelogramo 
con lados (2, 2) y (1, 3). Encuentre estas areas a partir de determinantes de 2 por 2, y 
justifique por que deben ser iguales. (No puedo verlo en una ilustracion. Por favor es- 
crfbame si usted puede verlo.) 

31. La matriz H de Hadamard tiene renglones ortogonales. ;La caja es un hipercubo! 

1111 
\ l — - | _ l 

iQue es det H = ^ = volumen de un hipercubo en R 4 ? 

1-1 1-1 

32. Si las longitudes de las columnas de una matriz de 4 por 4 son L u L 3 , L 4 , £cual es 
el maximo valor posible para el determinante (con base en el volumen)? Si todos los 
elementos son 1 o — 1 , ^cuales son esas longitudes y el determinante maximo? 

33. Demuestre con una figura como un rectangulo con area x x y 2 menos un rectangulo con 
area x z y% produce el area x t y 2 — x^i de un paralelogramo. 

34. Cuando los vectores arista a, b, c son perpendiculares, el volumen de la caja es ||a|| por 
H&ll por ||4 La matriz A T A es . Encuentre det A T A y det A. 
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35. 7 ,Cuantos vertices tiene un cubo ^-dimensional? ^Cuantas aristas? ^Cuantas caras n — 1 

dimensionales? El n-cubo cuyas aristas son los renglones de 21 tiene volumen . 

Una computadora hipercubica tiene procesadores en paralelo en los vertices, con co- 
nexiones a lo largo de las aristas. 

36. El area de un triangulo con vertices (0, 0), (1, 0), (0, 1) es 5 . El volumen de la pirami- 

de con cuatro vertices (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) es . ^Cual es el volu- 

men de la piramide en R 4 con cinco vertices en ( 0 , 0 , 0 , 0 ) y los renglones de /? 

Los problemas 37 a 40 son sobre areas dA y volumenes dV, en calculo. 

37. Las coordenadas polares satisfacen x = r cos 8y y = r sen 8. El area polar J dr d8 in- 
cluye a J: 


_ dx/dr 9x/96 _ cost? — rsen# 
dy/dr 8y/96 sen# rcos# 


Las dos columnas son ortogonales. Sus longitudes son . Asl, J = . 

38. Las coordenadas esfericas p, <f>, 0 proporcionan x = p sen <f> cos 9,y = p sen <b sen 6, 
Z — p cos <f>. Encuentre la matriz jacobiana de 9 derivadas parciales: dx/dp, dx/d <p, 
dx/86 estan en el renglon 1. Simplifique su determinante a J = p 2 sen <p. Luego, 
dV = p 2 sen <f> dp d4> dd. 

39. La matriz que relaciona r, 6 con x, y y esta en el problema 37. Invierta esa matriz: 

1 _ dr/dx dr/dy _ cos# ? _ 9 

J ~ 89/dx 89/dy ? ? 

Es sorprendente que dr/dx — dx/dr. El producto JJ~ 1 = / proporciona la regia de la 
cadena 

dx _ dx dr ^ dx 96 _ 
dx dr dx 96 9x 


40. El area del triangulo con vertices (0, 0), ( 6 , 0), y (1, 4) es . Cuando se hace rotar 

un angulo # = 60°, el area es . La matriz rotacion tiene 


determinante 


cos# —sen# 5 ? 

sen # cos # ? ? 


? 


41. Sean P = (1, 0, - 1), Q = (1, 1, 1), y R = (2, 2, 1). Escoja S de modo que PQRS sea 
un paralelogramo, y calcule su area. Escoja T, U, V de modo que OPQRSTUV sea una 
caja inclinada, y calcule su volumen. 

42. Suponga que (x, y, z), (1, 1, 0), y (1, 2, 1) estan en un piano que pasa por el origen. 
^CuSl determinante es cero? iQue ecuacion proporciona esto para el piano? 

43. Suponga que ( x , y, z ) es una combinacion lineal de (2, 3, 1) y (1, 2, 3). 7 ,Cual determi- 
nante es cero? iQud ecuacion proporciona esto para el piano de todas las combinacio- 
nes? 


44. Si Ax = ( 1 , 0, . . . , 0), demuestre que la regia de Cramer proporciona x — primera co- 
lumna de A~ ! . 

45. (VISA a AVIS) Esto requiere un nurnero impar de intercambios (TVS A, AVSI, AVIS). 
Cuente los pares de letras en VISA y AVIS que estan invertidas en orden alfabetico. 
La diferencia debe ser impar. 
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Capftufo Ejercicios de repaso 

4.1 Encuentre los determinantes de 

■ i i i 1 1 r 2 -i o -r 

1112 -12-10 
1131 y 0-12-1’ 

1 4- 1 1 j [-1 0 -1 2_ 

4.2 Si B — M~ 'AM, ^por que es cierto que det B = det A? Tambien demuestre que det 
A~ 1 B = 1. 

4.3 Empezando con A, multiplique su primer renglon por 3 para obtener B, y reste el pri- 
mer renglon de B del segundo para obtener C. ^Cdmo esta relacionado det C con det 
A? 

4.4 Resuelva 3 u + 2v = 7, 4u + 3v = 11, aplicando la regia de Cramer. 

4.5 Si todos los elementos de A y A -1 son enteros, ^como sabe que ambos determinantes 

son 1 o — 1? Sugerencia: que es igual det A multiplicado por det A -1 ? 

4.6 Encuentre todos los cofactores, y la inversa o el espacio nulo, de 

3 5 cos 0 — sen# a b 

6 9 ’ sen# cos# ’ y a b 

4.7 ^Cual es el volumen del paraielepfpedo que tiene cuatro de sus vertices en (0, 0, 0), 
(—1, 2, 2), (2, —1, 2), y (2, 2, 1)? ^Donde estin los otros cuatro vertices? 

4.8 ^Cuantos terminos hay en el desarrollo de un determinante de 5 por 5, y cuantos de 
estos es seguro que son cero si a 2l = 0? 

4.9 Si P x es una matriz permutacion par y P 2 es impar, a partir de Pi + P 2 — 
P\(Pi T + P? T ) P? deduzca que det (P, + P 2 ) = 0. 

4.10 Si det A > 0, demuestre que A puede conectarse a / mediante una cadena continua de 
matrices A(r), todas con determinantes positivos. (La rata directa A (t) = A + t(I — A) 
va de A(0) = AaA(l) = /, pero entretanto A(t) puede ser singular. El problema no es 
tan sencillo, y el autor agradecera las soluciones que Ie sean enviadas.) 

4.11 Explique por que el punto ( x , y ) esta sobre la recta que pasa por (2, 8) y (4, 7), si 

x y 1 

det 2 8 1 =0, o bien x + 2y — 1 8 = 0. 

4 7 1 

4.12 En analogfa con el ejercicio previo, £cual es la ecuacion para que ( x , y, z) este sobre 
el piano que pasa por (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 4)? Implica un determinante de 4 por 
4. 

4.13 Si los puntos (x, y, z), (2, 1, 0), y (1, 1, 1) estan sobre un piano que pasa por el ori- 
gen, tque determinante es cero? Los vectores (1,0, — 1), (2, 1, 0), (1, 1, 1), £son in- 
dependientes? 

4.14 Si todo renglon de A tiene un solo +1, o un solo — 1, o uno de cada uno (y en caso 
contrario es cero), demuestre que det A — 1 o — 1 o 0. 
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4.15 Si C = j^“ a ] y D — j" “ 2 , entonces CD ~ —DC produce 4 ecuaciones Ax = 0: 

2 a c b 0] r«l ["o’ 

b a + d 0 b v _ 0 
c 0 a + d c w ~~ 0 ‘ 

0 c b 2d \ UJ L° 

a) Demuestre que det A = 0sia + d=0. Resuelva para u, v, w, z, los elementos 
de D. 

b) Demuestre que det A = 0 si ad = be (de modo que C es singular). 

En todos los demas casos, CD — —DC solo es posible con D = matriz cero. 

4.16 El desplazamiento circular permuta (1,2 n) en (2, 3, 1). ^Cual es la matriz 

permutacion correspondiente P, y (dependiendo de n), cual es su determinante? 

4.17 Encuentre el determinante de A = eye(5) + ones(5) y si es posible, el de 
eye(n) + ones(n). 
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Valores caracteristicos y 
vectores caractensticos 


5.1 INTRODUCCION 

Este capi'tulo inicia la “segunda parte” del algebra lineal. La primera mitad concerma a 
Ax = b. El nuevo problema. Ax = Xx, se resolvera simplificando una matriz, haciendola 
diagonal de ser posible. El paso fundamental es ya no restar un multiplo de un renglon de 
otro. La elimination modifica los valores caractensticos, lo cual no es deseable. 

Los determinantes proporcionan una transition de Ax = b a Ax = Ex. En ambos ca- 
sos el determinante lleva a una “solution formal”: para la regia de Cramer para x = A~ l b, 
y para el polinomio det ( A — XI.) cuyas rafces son los valores caractensticos. (Ahora todas 
las matrices son cuadradas; los valores caractensticos de una matriz rectangular no tienen 
mas sentido que su determinante.) El determinante puede usarse realmente si n = 2 o 3. 
Para n grande, el calculo de X es mas diffcil que resolver Ax = b. 

El primer paso es comprender la manera en que los valores caractensticos pueden ser 
de utilidad. Una de las aplicaciones de estos es en las ecuaciones diferenciales. j Aqui se 
supone que el lector no es un experto en ecuaciones diferenciales! Si el lector puede di- 
ferenciar x", sen x, y e*, sabe lo suficiente. Como ejemplo especffico, considere el par de 
ecuaciones acopladas 


dv 

~di 

= 4v 

— 5w, 

v = 8 

en t = 0, 

dw 

dt 

— 2v 

— 3w, 

W) = 5 

en t = 0. 


Este es un problema con valor inicial. La incognita se especifica en el instante t — 0, me- 
diante los valores iniciales proporcionados 8 y 5. El problema consiste en encontrar v(t) y 
w(t) para instantes posteriores t > 0. 

Resulta facil escribir el sistema en forma matricial. Sea u{t) el vector que se descono- 
ce, con valor inicial «(0), La matriz de coeficientes es A: 


Vector desconocido 


v(t) t 
w(t) 


Las dos ecuaciones acopladas se convierten en la ecuacion vectorial que se busca: 


Forma matricial 


con it = «( 0) en t — 0. 


( 2 ) 
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Este es el planteamiento basico del problema. Observe que se trata de una ecuacion de pri- 
mer orden; no aparecen derivadas de orden superior, y es lineal en las incognitas. Tambien 
tiene coeficientes constantes ; la matriz A es independiente del tiempo. 

i,C6mo se encuentra u(t) r >. Si en vez de una sola incdgnita hubieran dos, seria facil con- 
testar esta pregunta. En lugar de una ecuacion escalar se tendrfa una ecuacidn vectorial: 

Ecuacion simple = au con u = n(0) en t = 0. (3) 


Basta conocer la solucion de esta ecuacion: 

Exponencial pura u(t) = e a ‘u( 0). (4) 

En el instante inicial t = 0, u es igual a u( 0) porque e° = 1. La derivada de e a ‘ tiene el fac- 
tor requerido a , de modo que du/dt = au. De esta forma se satisfacen tanto la condicidn 
inicial como la ecuacion. 

Observe el comportamiento de u para grandes instantes. La ecuacion es inestable si 
a > 0, neutralmente estable si a = 0, o estable si a < 0; el factor e at tiende al infinito, per- 
manece acotado o tiende a cero. Si a fuese un niimero complejo, a = a + i(i, entonces las 
mismas pruebas podrian aplicarse a la parte real a. La parte compleja produce oscilaciones 
e‘&' = cos (it + i sen (it. La disminucion o el crecimiento estan regidos por el factor e M . 

Tanto para una simple ecuacion. Se asumira un metodo directo a sistemas, y se busca- 
ran soluciones con la misma dependencia exponencial sobre t justo para encontrar en el ca- 
so escalar: 

v(t) = e x, y 
w(t) — e u z 


o, en notacion vectorial. 


u(t) = e u x. 


( 6 ) 


Esta es toda la clave para las ecuaciones diferenciales du/dt = An: buscar soluciones ex- 
ponenciales puras. Al sustituir v = e Xr y w = e x, z. en la ecuacidn, se encuentra 


Xe u y = 4 e u y — 5e x, z 
Xe x, z = 2e k, y — 3e kr z. 


El factor e kt es comun a cada termino, por lo que puede eliminarse. Esta cancelacion es la 
razon por la cual para ambas incognitas se supone el mismo exponente A.; asf se queda con 


Problema de valor caracterfstico 


4y ~\5z = Xy 
2y - 3z - Xz. 


(7) 


Esta es la ecuacion con valor caracterfstico. En forma matricial, se trata de Ax = Lx. Pue- 
de verla de nuevo si se utiliza u = e^’x: un numero e u que crece o disminuye multiplicado 
por un vector fijo x. Al sustituir en duldt = Au se obtiene ke x ‘x = Ae u x. Al cancelar e xt 
se obtiene 


Ecuacion de valor caracteristico 


Ax = Xx. 


( 8 ) 


5.1 Introduction 


Ahora se cuenta con la ecuacion fundamental de este capftulo. Implica dos incognitas, 
X y x. Se trata de un problema algebraico, ;por lo que es posible olvidarse de las ecuacio- 
nes diferenciales! El niimero X (lambda) es un valor caracteristico de la matriz A, y el vec- 
tor x es el vector caracteristico asociado. Nuestro objetivo es encontrar los valores 
caracteristicos y los vectores caracteristicos, las A.s y las xs, y utilizarlas. 

Las soluciones de Ax = kx 

Observe que Ax = Xx es una ecuacion no lineal; X multiplica a x. Si fuese posible encon- 
trar X, entonces la ecuacion para x seria lineal. De hecho, en lugar de Ax podrfa escribirse 
XIx, y pasar este termino al miembro izquierdo: 

(A - A J)x = 0. (9) 

La matriz identidad preserva matrices y preserva rectos a los vectores; la ecuacion (A — 
A.)x = 0 es mas corta, pero esta mezclada. Esta es la clave del problema: 

El vector x esta en el espacio nulo de A — XI. 

El numero X se escoge de modo que A — XI tenga un espacio nulo. 

Por supuesto, toda matriz tiene un espacio nulo. Resultarfa ridfculo sugerir lo contrario, pe- 
ro el lector puede darse cuenta de este asunto. Se busca un vector caracterfstico x distinto 
de cero. El vector x = 0 siempre satisface Ax = Ax, aunque resulta inutil para resolver ecua- 
ciones diferenciales. El objetivo es construir u(t) sin exponenciales e x ‘x, y se esta interesa- 
do solo en aquellos valores particulares X para los que exista un vector caracteristico x 
distinto de cero. Para que sea util, el espacio nulo de A - XI debe contener vectores dife- 
rentes de cero. En breve, A — XI debe ser singular. 

Para el efecto, el determinante proporciona una prueba concluyente. 

5 A .El numero X es un valor caracteristico de A si y s61o si A — XI es singular: 

del (A -XI) = 0. '■ (10) 

Esta es la ecuacion caracterfstica. Cada X esta asociada con vectores caracteristicos x: 

(A — XI)x = 0 6 bien„ Ax = Xx. ■ ; 'C (11) 

En nuestro ejemplo, A se sustituye por XI para hacerla singular: 


Restar XI 


A -XI 


4 - A -5 
2 -3 -A 


Observe que A solo se resta de la diagonal principal (ya que multipiica a /). 

Determinante |A — A/| = (4 — A)(— 3 — A) + 10 o A 2 - A - 2. 


Este es el polinomio caracteristico. Sus rafces, donde el determinante es cero, son los va- 
lores caracteristicos. Estos provienen de la formula general para encontrar las rafces de una 
cuadratica, o de la factorizacion de A 2 — A — 2 = (A + 1)(A — 2). Esto es cero si A = — 1 
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o X — 2, lo cual se confirma con la formula general: 


Vaiores caracteristicos 


1±V9 


-1 y 2. 


Hay dos vaiores caracteristicos, porque una cuadratica tiene dos raices. Toda matriz 
de 2 por 2 A — XI tiene a X 2 (y ninguna otra potencia superior de A.) en su determinante. 

Los vaiores X = — l y X = 2 llevan a la solucion de Ax = Xx o (A — XI)x = 0. Una 
matriz con determinante igual a cero es singular, por lo que en su espacio nulo debe haber 
vectores x diferentes de cero. De hecho, el espacio nulo contiene toda una recta de vecto- 
res caracteristicos; ies un subespacio! 


M = - 1 : 


(A — X x I)x 


La solucion (el primer vector caracterfstico) es cualquier multiplo diferente de cero de x x : 
Vector caracterfstico para k x x x = [if] . 


El calculo de X 2 se realiza por separado: 

A.2 := 2' (A — A.2 I")x 


y] = [o' 

z 0 


El segundo vector caracterfstico es cualquier multiplo diferente de cero de x 2 . 

Vector caracterfstico para X 2 x 2 — L • 

Quiza el lector observe que las columnas de A — X t I proporcionan x 2 , y que las columnas 
de A — X 2 I son multiplos de x x . Este hecho es especial (y titil) para las matrices de 2 por 2. 

En el caso de 3 por 3, a menudo igualo una componente de x a 1 , y resuelvo (A — XI)x 
= 0 para las otras componentes. Por supuesto, si x es un vector caracterfstico, entonces 
tambien lo son lx y — x. Todos los vectores en el espacio nulo de A —XI (que se conoce 
como espacio caracteristico) cumplen Ax = Xx. En nuestro ejemplo, los espacios caracte- 
rfsticos son las rectas que pasan por x x = (1, 1) y x 2 = (5,2). 

Antes de volver a la aplicacion (la ecuacion diferencial), se recalcan los pasos para re- 
solver Ax = Xx: 

1. Calcular el determinante de A — XL Una vez que X se ha restado de la diagonal prin- 
cipal, este determinante es un polinomio de grado n. Comienza con (—A.)". 

2. Encontrar las raices de este polinomio. Las n raices son los vaiores caracteristicos 
de A. 

3. Para coda valor caracteristico, resolver la ecuacion (A — XI)x = 0. Debido a que el 
determinante es cero, hay otras soluciones distintas de x = 0. Se trata de los vectores 
caracteristicos. 

En la ecuacion diferencial, lo anterior produce las soluciones especiales u = e^'x. Se trata 
de las soluciones puramente exponenciales de du/dt = Au. Observe a e~ ’ y e 2t : 


kz 1 v- — gP* 


u(t ) = e kl ‘x 2 
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Estas dos soluciones especiales proporcionan la solucion completa. Pueden multiplicarse 
por numeros cualesquiera c x y c 2 , y pueden sumarse entre si. Cuando n, y u 2 satisfacen la 
ecuacidn lineal du/dt = Au, tambien lo hace su suma iq + u 2 : 

Solucion completa u{t) = c x e klt x x + c 2 e k2 ‘ x 2 (12) 

Este hecho se denomina superposicion, y es vffido para las ecuaciones diferenciales (ho- 
mogeneas y lineales) justo como era valido para ecuaciones matriciales Ax = 0. El espacio 
nulo siempre es un subespacio, y las combinaciones de las soluciones siguen siendo solu- 
ciones. 

Ahora se tienen dos parametros libres c x y c 2 , y es razonable esperar que sea posible 
de modo que cumplan la condition inicial u = «(0) en t — 0: 

Condicidn inicial c x x x + c 2 x 2 = u(0 ) o bien f ff Cl = ? . (13) 

i Z C“2 D 

Las constantes son c { = 3 y c 2 — 1, y la solucion de la ecuacion original es 

u(t) — 3e~ ’ | + e 2t ^ • (14) 

Cuando las dos componentes se escriben por separado, se tiene iXO) = 8 y tu(0) = 5: 

Solucion „( f ) = 3 e ~> + s e 2t , w(t) = 3e _r + 2e 2 ‘ . 

La clave se encontraba en los vaiores caracteristicos /. y en los vectores caracterfsti- ~ 
cos x. Los vaiores caracteristicos son importantes de suyo, y no solo son parte de un truco 
para encontrar u. Quiza el ejemplo mas conocido es el de los soldados marchando sobre un 
puente.* Tradicionalmente, dejan de marchar y simplemente caminan sobre el puente. Si 
ocurre que caminan a una frecuencia igual a uno de los vaiores caracteristicos del puente, 
entonces este comienza a oscilar. (Del mismo modo en que lo hace un columpio infantil; 
pronto se percibe la frecuencia natural de un giro, e igualandola se hace mas grande la os- 
cilacidn). Un ingeniero intenta que las frecuencias naturales de su puente o nave espacial 
esten alejadas de las frecuencias del viento o del movimiento del combustible. Y en el otro 
extremo, un corredor de bolsa pasa su vida intentando estar en linea con las frecuencias na- 
turales del mercado. Los vaiores caracteristicos constituyen el rasgo mas importante de 
practicamente cualquier sistema dinamico. 

Resumen y ejemplos 

Para resumir, en esta introduccion se ha mostrado como Xy x aparecen de forma natural y 
espontanea cuando se resuelve du/dt = Au. Esta ecuacion posee soluciones puramente ex- 
ponenciales u = e x ‘x; el valor caracteristico proporciona la razdn de crecimiento o disminu- 
cion, y el vector caracteristico x se desarrolla a esta razon. Las otras soluciones son mezclas 
de estas soluciones puras, y la mezcla se ajusta para cumplir las condiciones initiates. 

La ecuacion clave era Ax = Xx. La mayor parte de los vectores no satisfacen esta ecua- 
cion. Cambian de direction cuando se multiplican por A, de modo que Ax no es multiplo 
de x. Esto significa que solo ciertos numeros especiales X son vaiores caracteristicos, y 
solo ciertos vectores especiales x son vectores caracteristicos. Es posible observar el com- 


’Ejemplo en el que nunca cref, aunque un puente se cay6 de esta forma en 1831. 
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portamiento de cada vector caracterfstico, y luego combinar estos “modos normales” para 
encontrar la solucion. En otras paiabras, es posible diagonalizar la matriz subyacente. 

La diagonalizacion de la seccion 5.2 se aplicara a ecuaciones en diferencias, a los nu- 
meros de Fibonacci, y a los procesos de Markov, asf como a las ecuaciones diferenciales. 
En cada ejemplo se comenzara con el cilculo de los valores caracterfsticos y los vectores 
caracterfsticos; no existe ningun atajo para evitar esto. Las matrices simetricas son espe- 
cialmente faciles. Las “matrices defectuosas” carecen de un conjunto completo de vecto- 
res caracterfsticos, por lo que no son diagonalizables. Ciertamente, es necesario analizarlas, 
aunque no se les permitird su ingreso en el libro. 

Se empieza con ejemplos de matrices especialmente bondadosas. 

Ejemplo 1 Todo resulta evidente cuando A es una matriz diagonalizable : 

A = q ^ tiene Xj =3 con x\ — q , X 2 = 1 con X 2 = 

Sobre cada vector caracterfstico, A actua como un multiplo de la identidad; Ax, = 3x, y 
Ax 2 = 2x 2 . Otros vectores como x = (1, 5) son mezclas de x,+ 5x 2 de los dos vectores ca- 
racterfsticos, y cuando A multiplica a x, y x 2 , se obtienen los valores caracterfsticos X 1 = 
3 y X 2 = 2: 

A multiplicada por x, + 5x 2 es 3xi + 10x2 = 

Esto es Ax para un vector tfpico x, no para un vector caracterfstico. Sin embargo, la accion 
de A es determinada por sus vectores caracterfsticos y valores caracterfsticos: 




Ejemplo 2 


jLos valores caracterfsticos de una matriz proyeccian son 1 o 0! 

ri ‘I fil 

P = \ \ tiene a, = 1 con Xi = . , X 2 = 0 con x 2 = 

-2 2 -» <■ - 

Cuando x se proyecta sobre si mismo, se tiene X = 1, y cuando x se proyecta sobre el vec- 
tor cero se tiene X = 0. El espacio columna de P esta lleno de vectores caracterfsticos, asf 
como el espacio nulo. Si las dimensiones de estos espacios sonryn-r, respectivamen- 
te, entonces X = 1 se repite r veces y X = 0 se repite n - r veces ( siempre n Xs): 



Cuatro valores 
caracterfsticos que 
permiten repeticiones 


'1 0 0 0 ‘ 
0 0 0 0 

F 0 0 0 0 

0 0 0 1 


tiene 


X = 1, 1,0,0. 


No hay nada excepcional sobre X = 0. Asf como cualquier otro numero, el cero po- 
drfa o no ser un valor caracterfstico. En caso de serlo, entonces sus vectores caracterfsticos 
satisfacen Ax = Ox. Asf, x esta en el espacio nulo de A. Un valor caracterfstico cero indica 
que A es singular (no invertible); su determinante es cero. Todas las matrices invertibles 
cumplen X ¥= 0. 


Ejempio 3 Cuando A es triangular, los valores caracterfsticos estan sobre la diagonal principal. 

1 -X 4 5 

det(A — XI) = 0 |-X 6 = (1 - X)(| - X) (A - X). 

0 0 \ -X 
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El determinante es justo el producto de los elementos en 2a diagonal. Es cero si X = I, 
X = j o X = j ; los valores caracterfsticos ya estaban en la diagonal principal. 

Este ejemplo, donde los valores caracterfsticos pueden encontrarse por inspection, 
apunta a otro tema fundamental del capitulo: la transformation de A en una matriz diagonal 
o triangular sin cambiar sus valores caracteristicos. Una vez mds se recalca que la factori- 
zacidn gaussiana A = LU no es adecuada para este proposito. Los valores caracterfsticos de 
U pueden ser visibles en la diagonal, pero no son los valores caracterfsticos de A. 

Para la mayor parte de las matrices, no hay duda de que el problema de los valores ca- 
racterfsticos es computacionalmente m&s diffcil que Ax = b. Con sistemas lineales, un nu- 
mero finito de pasos de elimination producfa la respuesta exacta en un tiempo finito. (O, 
de manera equivalente, con la regia de Cramer se obtenfa una formula exacta para la solu- 
cion). Ninguna formula es capaz de proporcionar los valores caracterfsticos, o Galois se re- 
volverfa en su tumba. Para una matriz de 5 por 5, det (A - XI) implica X s . Galois y Abel 
demostraron que no puede haber ninguna formula algebraica para encontrar las rafces de 
un polinomio de quinto grado. 

Todo lo que estos permiten son algunas verificaciones sencillas de sus valores caracte- 
rfsticos, despues que se han calculado, y se mencionan dos buenos: la suma y el producto. 

SB La suma de los. n valores caracterfsticos es igual a la suma de los n elementos 
en la diagonal: 

Traza de A = Xi + X„ = a u + • • . a nn . (15). 

Ademas, el producto de. los n valores caracterfsticos es igual al determinante de A. 

1 ■ 

La matriz proyeccidn P tiene elementos en la diagonal | , \ y valores caracterfsticos 1 , 0 
Asf, j + I coincide con 1+0, como debe ser. Asf tambidn lo hace el determinante, que es 
0-1=0. Una matriz singular, con determinante cero, tiene uno o mas de sus valores ca- 
racterfsticos igual a cero. 

No debe haber confusion entre los elementos en la diagonal y los valores caracterfsticos. 
Para una matriz triangular siempre son iguales, aunque este hecho es excepcional. Normal- 
mente los pivotes, los elementos en la diagonal, y los valores caracterfsticos son completa- 
mente distintos. Y para una matriz de 2 por 2, la traza y el determinante lo dicen todo: 

tiene traza a + d,y determinante ad — be 
det (A — XI) — det a ^ = X 2 — (traza)X + determinante 

C Ct a 

T , , . traza ± [(traza) 2 — 4 det] 1/2 

Los valores caracteristicos son X = ^ — . 

2 

La suma de estos dos Xs es igual a la traza; en el ejercicio 9 se proporciona + = traza 
para todas las matrices. 

Eigshow 

Hay un programa de demostracion MATLAB (simplemente hay que teclear eigshow), que 
despliega el problema del valor caracterfstico para una matriz de 2 por 2. Empieza con el 
vector unitario x = (1 , 0). El mouse hace que este vector se desplace alrededor de la circun- 


a b 
c d 
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ferencia unitaria. A1 mismo tiempo, la pantalla muestra a Ax, a color y tambitin en movi- 
miento. Posiblemente Ax este enfrente de x. Posiblemente Ax este detras de x. Algunas ve- 
ces Ax es paralelo a x. En ese instante paralelo. Ax = Ax (dos veces en la segunda figura). 

_ [0.8 0.3' 

2/ = (0,1) [0.2 0.7 


, 0 . 2 ) 




El valor caracteristico A. es la longitud de Ax, cuando el vector caracterfstico unitario 
x es paralelo. Las opciones integradas para A, ilustran tres posibilidades: 0, 1, o 2 para vec- 
tores caracteristicos reales. 

1. No hay vectores caracteristicos reales. Ax permanece atras o adelante de x. Esto sig- 
nifica que los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos, son complejos, co- 
mo lo son para la rotacion Q. 

2. Hay solo una recta de vectores caracteristicos (lo cual es inusual). Las direcciones 
cambiantes Ax y x se encuentran pero no se cortan. Este hecho ocurre para la siguien- 
te matriz de 2 por 2. 

3. Hay vectores caracteristicos en dos direcciones independientes. jEste hecho es tipico! 
Ax corta a x en el primer vector caracteristico x u y corta en el segundo vector carac- 
teristico x 2 - 

Suponga que A es singular (de rango 1). Su espacio columna es una recta. El vector 
Ax debe permanecer en esa recta mientras x gira alrededor. Un vector caracteristico x esta 
a lo largo de la recta. Otro vector caracteristico aparece cuando Ax 2 = 0. Cero es un valor 
caracterfstico de una matriz singular. 

Para estas seis matrices, es posible seguir mentalmente a x y a Ax. ^Cuantos vectores 
caracterfsticos hay, y donde? y,Cuando ocurre que Ax se desplaza en el sentido del movi- 
miento de las manecillas del reloj, en vez de hacerlo en sentido contrario a las manecillas 
del reloj con x? 


A = 


Conjunte de prohlentas 5,1 

1. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de la matriz A = 
[2 j- Compruebe que la traza es igual a la suma de los valores caracterfsticos, y 
que el determinante es igual a su producto. 

2. Con la misma matriz A, resuelva la eeuacion diferencial du/dt = Au, u{0) = 
^Cuales son las dos soluciones exponentiates puras? 

3. Si se pasa a A -11, £cuales son los valores caracteristicos y los vectores caracteristi- 
cos, y como estan relacionados con los de A? 

■ 7/ r ~ 6 - 1 ' 


'2 O' 1 


'2 

O' 


'0 r 


' 0 r 


'1 r 


1 1 ' 

0 l . 


0 

-1 


1 0 


-1 0 _ 


1 1 


L° iJ 


4. 


7. 


8 . 


9. 


11 . 


Resuelva du/dt — Pu cuando P es una proyeccion: 
du r 1 
dt 


1 

L 2 


1 1 

2 
1 

2 J 


u con u( 0) 


Parte de u( 0) crece exponencialmente mientras la parte del espacio nulo, permanece 
fija. 

Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de 

'3 4 2] [0 0 1 

A = 0 1 2 y 5=020 

_0 0 Oj [2 0 0 

Compruebe que A, + A. 2 + X 3 es igual a la traza y que X x X 2 X 3 es igual al determinante. 

Proporcione un ejemplo para demostrar que los valores caracterfsticos pueden cam- 
biarse cuando un multiplo de un renglon se resta de otro. y,Por que los pasos de elimi- 
nation no modifican un valor caracterfstico igual a cero? 

Suponga que X es un valor caracteristico de A, y que x es un vector caracteristico: 
Ax = Xx: 

a) Demuestre que este mismo x es un vector caracteristico de B = A — II, y encuen- 
tre el valor caracterfstico. Esto debe confirmar el ejercicio 3. 

b) Suponga que A. A 0, demuestre que x tambien es un vector caracterfstico de A -1 , y 
encuentre el valor caracteristico. 

Demuestre que el determinante es igual al producto de los valores caracteristicos, su- 
poniendo que el polinomio caracteristico se factoriza como 

det (A - XI) = (A. 1 - X)(X 2 — X) ■■ ■ (X n — X), (16) 

y haciendo una election inteligente de X. 

En dos pasos, demuestre que la traza es igual a la suma de los valores caracteristicos. 
Primero, encuentre el coeficiente de (—A.)" -1 en el miembro derecho de la eeuacion 
(16). Luego, encuentre todos los terminos de 

fan — X a \ 2 - • • a x „ 

f -21 a 22 — X - • • a 2 „ 


det (A - XI) = det 


tti 11 


Ctn2 


-X 


10 . 


que implican a (—A.)" ; Todos provienen de la diagonal principal! Encuentre ese 

coeficiente de (—X) n ~ 1 , y compare. 

a) Construya matrices de 2 por 2 tales que los valores caracteristicos de A B no scan 
los productos de los valores caracteristicos de A y B, y los valores caracterfsticos de 
A + B no sean las sumas de los valores caracteristicos individuales. 

b) Compruebe, no obstante, que la suma de los valores caracteristicos de A + B es 
igual a la suma de todos los valores caracteristicos individuales de A y B, y de ma- 
nera semejante para los productos. ^Por que es cierto lo anterior? 

Los valores caracteristicos de A son iguales a los valores caracteristicos deA r . Esto 

se debe a que det (A — XI) es igual a det (A T — Ai). Lo anterior es cierto porque . 

Demuestre con un ejemplo que los vectores caracteristicos de A y A T no son los mis- 
mos. 
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12. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracterfsticos de 
A 


T 


'3 4 


a b 


\ 

’0 2 ' 

. _ I 

'- 3/4 1 / 2 ' 

4 — 3 j 

y A = 

b a 


A — 

- 

2 3 J 

y A 1 = 

1/2 0 


13. Si los valores caracterfsticos de B son 1 , 2 , 3 , los valores caracterfsticos de C son 4 , 5 , 
6, y los valores caracterfsticos de D son 7, 8, 9, scuffles son los valores caracterfsticos 

de la matriz de 6 por 6 A = |^ ® £ j ? 

14. Encuentre el rango y todos los cuatro valores caracterfsticos de la matriz de Is y la ma- 
triz de tablero de ajedrez: 


'1 

1 

1 

f 


'0 

1 

0 

r 

'1 

1 

1 

1 

1 


1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

I 

y C = 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


1 

0 

1 

0 

!i 


y,Cuales vectores caracterfsticos corresponden a valores caracterfsticos diferentes de 
cero? 

15. ^Cuales son el rango y los valores caracterfsticos cuando A y C en el ejercicio previo 
son de n por n? Recuerde que el valor caracterfstico 7 — 0 se repite n — r veces. 

16. Si A es la matriz de 4 por 4 de Is, encuentre los valores caracterfsticos y el determi- 
nante de A — 

17. Escoja el tercer renglon de la “matriz siguiente” 

'0 1 0 
A = 0 0 1 

de modo que su polinomio caracterfstico | A — XI\ sea — X 3 + 4a 2 +57+6. 

18. Suponga que los valores caracterfsticos de A son 0, 3, 5, con vectores caracterfsticos 
independientes u, v, w. 

a ) Proporcione una base para el espacio nulo y una base para el espacio columna. 

b) Encuentre una solution particular de Ax = v + w. Encuentre todas las soluciones. 

c) Demuestre que Ax = u no tiene soluci6n. (En caso de tenerla, entonces es- 

tarfa en el espacio columna.) 

19. Las potencias A k de esta matriz A tienden al limite cuando k -*■ oo: 


0.8 0.3 
0.2 0.7 


0.70 0.45 

0.30 0.55 


0.6 0.6 
0. 4 0.4 


La matriz A 2 estd a mitad del camino entre A y A°°. Explique por que A 2 = |(A + A°°), 
a partir de los valores caracterfsticos y vectores caracterfsticos de estas tres matrices. 

20. Encuentre los valores caracterfsticos y los vectores caracterfsticos de las dos siguien- 
tes matrices: 


1 4 

2 3 


A + / 


2 4 
2 4 


A + / tiene los . 
por 1 . 


vectores caracterfsticos que A. Sus valores caracterfsticos estan 
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21. Calcule los valores caracterfsticos y los vectores caracterfsticos de A y A” 


A 1 tiene los 


. vectores caracterfsticos que A. Cuando los valores caracterfsticos 


de A son A. t y 7 2 , los valores caracterfsticos de su in versa son . 


22. Calcule los valores caracterfsticos y los vectores caracterfsticos de A y A 2 : 
A = 


'-1 

3 ' 

A ? 

7 

- 3 * 

2 

0 

y A = 

-2 

6 


A 2 tiene los mismos que A. Cuando los valores caracterfsticos de A son 7j y X 2 , 

los valores caracterfsticos de A 2 son . 

23. a) Si se sabe que x es un vector caracterfstico, la forma de encontrar X es . 

b) Si se sabe que X es un valor caracterfstico, la forma de encontrar x es . 

24. i,Que se hace a Ax = Xx, para demostrar los incisos a), b), y c)? 

a) X 2 es un valor caracterfstico de A 2 , como en el problema 22. 

b) X~ l es un valor caracterfstico de A -1 , como en el problema 21. 

c) X + 1 es un valor caracterfstico de A + /, como en el problema 20. 

25. A partir del vector unitario u — (g>g,f,§), construya la matriz proyeccion de rango 
1 P = uu r . 

a) Demuestre que Pu — u. Asf, u es un vector caracterfstico con 7=1. 

b ) Si v es perpendicular a u, demuestre que Pv = vector cero. Asf, 7 = 0. 

c) Encuentre tres vectores caracterfsticos independientes de P, todos con valor carac- 
terfstico 7 = 0. 


26. Resuelva det (Q 
± i sen 9 : 


XI) = 6, aplicando la fdrmula cuadratica, para Ilegar a 7 = cos < 


Q 


cos 9 —sen 9 
sen 9 cos 6 


Resuelva ( Q 
- 1 . 


7 f)x 


27. Toda matriz permutation deja sin cambio a x 
dos 7s mas para las siguientes permutaciones: 


rota el piano x-y por el angulo 9. 

0 para encontrar los vectores caracterfsticos de Q. Use i 2 = 
(1,1,..., 1). Asf, 7 = 1. Encuentre 


( 

'0 

1 

o' 


'0 

0 

r 

p = 

0 

0 

1 

y P = 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 


1 

0 

0 


28. Si A tiene 7,[ = 4 y 7 2 = 5, entonces det(A - XI) = (7 - 4)(7 - 5) = 7 2 - 97 + 20. 
Encuentre tres matrices que cumplan lo siguiente: traza a + d = 9, determinante = 20, 
y 7 = 4, 5. 

29. Se sabe que los valores caracterfsticos de una matriz B de 3 por 3 son 0, 1,2. Esta in- 
formation es suficiente para encontrar tres de los cuatro incisos siguientes: 

a) el rango de A, 

b) el determinante de B T B, 
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30. 

31. 


32. 


33. 

34. 


35. 

36. 

37. 

38. 


39. 


40 . 


e) los vaiores caracteristicos de B T B, y 
d) los vaiores caracteristicos de (6 + /)“ 

Escoja el segundo renglon de A = j^® * 

A sean 4 y 7. 

Escoja a, b, c, de modo que det (A — XI) 
son —3, 0, 3: 


de modo que los vaiores caracteristicos de 


A. 3 . Asi, los vaiores caracteristicos 


'0 1 0 

A = 0 0 1 . 

a b c 

Construya una matriz M de Markov de 3 por 3: la suma de los elementos positivos de 
cada columna es 1. Si e = (1, 1, 1), compruebe que M r e = e. Por el problema 11, 
X = 1 tambien es un valor caracterfstico de M. Desafio: Una matriz singular M de 
Markov de 3 por 3 con traza \ tiene vaiores caracteristicos X = . 

Encuentre tres matrices de 2 por 2 que tengan X t = X 2 = 0. La traza es cero y el de- 
terminante es cero. La matriz A podrfa no ser 0, pero compruebe que A 2 — 0. 

La siguiente matriz es singular con rango 1. Encuentre tres Xs y tres vectores caracte- 
risticos: 

'll [2 1 2 

A = 2 [2 12]= 4 2 4. 

_1J |_2 1 2_ 

Suponga que Ay B tienen los mismos vaiores caracteristicos A,, . . . , X n con los mis- 

mos vectores caracteristicos independientes r, x„. Asf, A = B. Razon: Cualquier 

vector x es una combination c 1 x 1 + • • •+ c„x„. ^Cual es Ax? ^Cual es Bxl 

(Repaso) Encuentre los vaiores caracteristicos de A, B, y C: 


"1 

2 

3' 

'0 

0 

f 

A = 0 

4 

5 

, B = 0 

2 

0 

0 

0 

6 

3 

0 

0 


Cuando a + b = c + d, demuestre que (1, 1) es un vector caracterfstico, y encuentre 
ambos vaiores caracteristicos: 

a b 

A = ■ , . 

c a 

Cuando P intercambia los renglones 1 y 2 y las columnas 1 y 2, los vaiores caracteris- 
ticos no cambian. Encuentre vectores caracteristicos de A y PAP para X = 1 1 : 


'1 2 

r 

6 

3 

3" 

A = 3 6 

3 

y PAP = 2 

1 

1 

4 8 

4 

_8 

4 

4 


Problema de desaffo: lExiste alguna matriz real de 2 por 2 (distinta de /) con A 3 = P. 
Sus vaiores caracteristicos deben cumplir X 3 = I. Pueden ser e 1 * 1 ' 3 y e~ 2nU3 . cQue 
traza y que determinante se obtienen con lo anterior? Construya A. 

Hay seis matrices permutation P de 3 por 3. ^Cufiles numeros pueden ser los determi- 
nantes de P? iQue numeros pueden ser los pivotesl iQue numeros pueden ser la tra- 
za de P? i,Cuales cuatro numeros pueden ser vaiores. caracteristicos de P? 



U N I V E 




H A CIONAL 

■S;2l Diagonalizacion de una matriz 


5.2 D ! AG 0 M AUZACIO N DE liKlA 

Se empieza directamente con el calculo esencial. Es perfectamente sencillo, y se utilizara en 
todas las secciones de este capftulo. Los vectores caracteristicos diagonaliz/m una matriz: 

50 Suponga que la matriz A de n 
. te independientes. Si estos vectores 

cntonces S "'Aries una mutri/ _ - Los vaiores t _ c c titn so- 

bre la diagonal de A: 


'Diagbijalizacion i 


S~ l AS = A = 


La matriz 5 se denomina “matriz vector caracterfstico”, y A se denomina “matriz valor 
caracterfstico”, para la cual se utiliza una letra lambda mayiiscula, ya que las lambdas mi- 
misculas se usan para designar los vaiores caracteristicos que estan en su diagonal. 

Demostracion Los vectores caracteristicos x t se escriben en las columnas de S, y AS se 
calcula por columnas: 


AS = A xi x 2 


x„ I = I Xixi X 2 x 2 


Luego, el truco consiste en separar esta ultima matriz, en un producto SA bastante diferente: 


LjXr ^-2-^2 


Es vital mantener estas matrices en el orden correcto. Si A esta antes de S (y no despues), 
entonces X x multiplicand los elementos de la primera Ifnea. Deseamos que , aparezca en 
la primera columna. Si es asf, entonces SA es correcto. Por tanto, 

AS = SA, o bien, S^ AS = A, o bien, A = SA S~ l . (2) 

S es invertible, ya que se supuso que sus columnas (los vectores caracteristicos) son inde- 
pendientes. Antes de proporcionar ejemplos o aplicaciones es necesario presentar cuatro 
observaciones. ■ 


Observacion 1 Si la matriz A no tiene vaiores caracteristicos repetidos; es decir, que los 
mimeros X x , ... ,X n son distintos, entonces los n vectores caracteristicos son automatica- 
mente independientes (consulte el punto 5D a continuacion). En consecuencia, cualquier 
matriz con vaiores caracteristicos distintos puede diagonalizarse. 

Observacion 2 La matriz de diagonalizacion 5 no es iinica. Un vector caracterfstico x 
puede multiplicarse por una constante y seguir siendo un vector caracterfstico. Las colum- 
nas de S pueden multiplicarse por constantes cualesquiera diferentes de cero, y producir 


246 


Capitulo 5 Valores caracteristicos y vectores caracteristicos 


una nueva matriz de diagonalizacion 5. Valores caracteristicos repetidos dqax. _aun mas li- 
bertad en 5. Para el ejemplo trivial A = I, cualquter 5 logra lo anterior: S W 
diagonal (A es justo I). Todos los vectores son vectores caracteristicos de la identidad. 


Observation 3 Otras matrices S no producen una A diagonal Suponga que la pn 
columna de S es y. Entonces la primera columna de S\ es X t y. St esto ha de 
la primera columna de AS, que por multiplicacidn de matnces es Ay en onces y debe ser 
un vector caracterfstico: Ay = X^. El orden de los vectores caracteristicos en S y de los va- 
lores caracteristicos en A es automaticamente el mismo. 

Observation 4 No todas las matrices poseen n vectores caracteristicos linealmente inde- 
p„d™«r.le mode due „„ ,cdas to so* ^onaUvbUs. El ejempto esdmdiu 

de una “matriz defectuosa” es 


Sus valores caracteristicos son X, = X 2 = 0, ya que la matriz es triangular con ceros en la 
diagonal: 


det(A — XI) — det 


-X 1 
0 -X 


Todos los vectores caracteristicos de esta A son multiplos del vector (1,0). 


o bien. 


X = 0 es un valor caracterfstico doble: su multiplicidad algebraica es 2. Sm embargo, la 
multiplicidad geometrica es 1, porque sdlo hay un vector caracterfstico mdependiente. No 
es posible construir 5. 


A continuacion se proporciona una demostracion mas directa de que A no esdia^on - 
lizable. Debido a que a, = X 2 = 0, A tendria que ser la matriz cero. Pero si A - S AS, 

1 = 0, entonces se premultiplica por la izquierda por S y se posmultiplica por la derecha 
por 5“', con la finalidad de concluir falsamente que A - 0. No hay mnguna S mvertib e 
Este fracaso de diagonalizacion no se debe a que k = 0. Proviene del hecho de que X, 

= X 2 : 

3 1 1 _ 

Valores caracteristicos repetidos A = Q 3 y A = 

Sus valores caracteristicos son 3, 3 y 1, 1. iNo son singulares! El problema es la falta de 
vectores caracteristicos, que se necesitan para 5. Es necesario recalcar estas necesidades. 

La diagonalizacion de A depende de la existencia de suficientes vectores caracte- 
TTSticOS. 

La invertibilidad de A d epende de los valores caracteristicos diferentes de cero. 

No hay relation entre la diagonalizacion ( n vectores caracteristicos independientes) y la in- 
vertibilidad (valores caracteristicos diferentes de cero). La unica mdicacion proporcionada 
por los valores caracteristicos es: la diagonalizacion puede fracasar solo si hay valores ca- 
racteristicos repetidos. Incluso asf, no siempre fracasa. A = / txene valores caracteristicos 
repetidos 1, 1, . . . , 1, jaunque ya es diagonal! En este caso no hay carencia de vectores ca 

racterfsticos. 
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La prueba consiste en comprobar, para un valor caracterfstico que se repite p veces, si 
hay p vectores caracteristicos independientes; en otras palabras, si el rango de A — XI es 
n — p. Para completar este cfrculo de ideas, es necesario demostrar que valores caracterfs- 
ticos distintos no constituyen ningun problema. 

SD Si los vectores caracteristicos Xj, . . . ,x k corresponde a valores caracteristicos 
distintos X 2 , . . . ,X k , entonces estos vectores caracteristicos son linealmente indepen- 
dientes. 

Primero se supone que k = 2, y que con alguna combination de x x y x 2 se obtiene ce- 
ro: c l x l + epe 2 — 0. A1 multiplicar por A, se encuentra C\kiXi + c 2 X 2 x 2 = 0. A1 restar k 2 
multiplicado por la ecuacion previa, el vector x 2 desaparece: 

crfXi - X 2 )x s = 0. 

Debido a que X, ri X 2 y a que X[ rf 0, se esta forzando a que c, = 0. De manera semejante, 
c 2 ” 0, y los dos vectores son independientes; solo la combinacion trivial proporciona cero. 

Este mismo razonamiento se extiende a cualquier cantidad de vectores caracteristicos: 
si con alguna combinacion se obtiene cero, debe multiplicarse por A, restar k k multiplica- 
do por la combinacion original, y entonces desaparece x k , dejando una combinacion de 
x x , , x k - u con lo cual se obtiene cero. A1 repetir los mismos pasos (en realidad, esto es 
induction matematica) se termina con un mtiltiplo de x x que produce cero. Asf se obliga 
a que c, = 0, y finalmente a que todo c t = 0. En consecuencia, los vectores caracteristicos 
que provienen de valores caracteristicos distintos, son automaticamente independientes. 

Una matriz con n valores caracteristicos distintos puede diagonalizarse. Este es el ca- 
so tfpico. 


Ejemplo 1 


Ejemplos de diagonalizacion 

El punto mas importante de esta section es S~ l AS = A . La matriz vector caracterfstico S 
transforma A en su matriz valor caracterfstico A (diagonal). Esto se vera a continuacion pa- 
ra proyecciones y rotaciones. 

La proyeccion A = f f j tiene matriz valor caracterfstico A = q q j . Los vectores 
caracteristicos van en las columnas de S: 



y 


AS = S A = 



La ultima ecuacion puede comprobarse a primera vista. En consecuencia, S 'AS 1 = A. 


Ejemplo 2 Por sf mismos, los valores caracteristicos no resultan tan evidentes para una rotation-. 

rotation de 90° K — \ tiene det (K — XI) = X 2 + 1. 

1 u 

iComo es posible que un vector rote, y aun asi, preserve sin cambio su direction? Apa- 
rentemente, lo anterior no es posible salvo para el vector cero, lo cual es inutil. Sin embar- 
go, debe haber valores caracteristicos, y debe ser posible resolver du/dt = Ku. El polinomio 
caracterfstico X 2 + 1 debe seguir teniendo dos rafees, aunque no son reales. 

Ahora, el lector puede ver el camino de salida. Los valores caracteristicos de K son 
numeros imaginarios, k x = i y X 2 = — Tampoco los vectores caracteristicos son reales. 




248 


Capftulo 5 Valores caracteristicos y vectores caracterlsticos 


De alguna manera, al rotar 90°, se multiplican por i o por —i: 




(K-X 2 I)x 2 = j l . 




Los valores caracteristicos son distintos, aun cuando son imaginarios, y los vectores carac- 
teristicos son independientes. Estos van en las columnas de S: 



y 


S~ l KS 



Se esta frente a un hecho ineludible: los numeros complejos son necesarios incluso 
para matrices reales. Si hay muy pocos valores caracteristicos reales, siempre hay n valo- 
res caracteristicos complejos. (Los complejos incluyen a los reales, cuando la parte imagi- 
nary es cero). Si hay muy pocos vectores caracteristicos en el mundo real R 3 , o en R", se 
busca en C 3 o en C". El espacio C" contiene a todos los vectores columna con componen- 
tes complejas, y posee nuevas defmiciones de longitud, producto intemo y ortogonalidad. 
Sin embargo, no es mas dificil que R n , y en la secci6n 5.5 se realiza una sencilla conver- 
sion al caso complejo. 


i 

f 



Potencias y productos: A k y A B 

Hay una situation adicional en que los calculos son faciles. Los valores caracteristicos de 
A 2 son exactamente X 2 , . . . , X 2 t , y coda vector caracteristico de A tambien es un vector 
caracteristico de A 2 . Se empieza con Ax = Xx, y se multiplica de nuevo por A: 

A 2 x = AXx = XAx = X 2 x. (3) 

Por tanto, X 2 es un valor caracteristico de A 2 , con el mismo vector caracteristico x. Si la pri- 
mera multiplication por A deja sin cambio la direccion de x, entonces tambien lo hace la 
segunda. 

El mismo resultado se obtiene de la diagonalizacion, al elevar al cuadrado a l AS 
= A: 

Valores caracteristicos de A 2 (S _I AS)(S -1 AS) = A 2 o bien, S~ l A 2 S = A 2 . 

La matriz A 2 es diagonalizada por la misma S, de modo que los vectores caracteristicos per- 
manecen sin cambio. Los valores caracteristicos estan al cuadrado. Este hecho se cumple 
para cualquier potencia de A: 

5E Los valores caracteristicos de A k son X\,..., X„,~ y cada vector caracteristico de 
A sigue siendo un vector caracteristico de A k . Una vez que S diagonaliza a A, tam- 
bien diagonaliza a A k : 

A k = (S^ASXS' 1 AS) • • • (S' 1 AS) = S~'A k S. . (4) 

Cada S ~ 1 cancela a una S, excepto por la primera S~ 1 y la ultima 5. 

Si A es invertible, esta regia tambien es valida para su inversa (la potencia k = — 1). 
Los valores caracteristicos de A ~ 1 son 1/A. Este hecho puede verse incluso, sin diagona- 
lizar: 

, 1 

Si Ax — Xx entonces x = XA l x y —x — A l x. 

X 
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Ejemplo 3 


Si K es una rotacion de 90°, entonces K 2 es una rotation de 180° (lo cual significa —I) y 
K~ l es una rotacion de —90°: 


Los valores caracteristicos de K son i y — i; sus cuadrados son — 1 y — 1 ; sus reciprocos son 
1/i = — i y l/(— 0 = i. Asf, K 4 es una rotacion completa de 360°: 


y tambien A 4 


i 4 0 
0 (-i) 4 


1 O' 

0 1 ‘ 


Para un producto de dos matrices, puede preguntarse sobre los valores caracteristicos 
de A B, aunque no se obtiene una buena respuesta. Es bastante tentador tratar de aplicar el 
mismo razonamiento, esperando demostrar que en general no es cierto. Si X es un valor ca- 
racteristico de A y p es un valor caracteristico de B, entonces he aquf la falsa demostracion 
de que AB tiene el valor caracteristico, pX: 


Demostracion falsa 


Apx = pAx 


El error consiste en suponer que Ay B comparten el mismo vector caracteristico x. En ge- 
neral, no es asf. Es posible que haya dos matrices con valores caracteristicos cero, mientras 
A B tiene valor caracteristico X = 1 : 


0 1 0 0 
0 0 10 


1 0 
0 o • 


Los vectores caracteristicos de estas A y jB son totalmente distintos, lo cual es tfpico. Por la 
misma razon, en general los valores caracteristicos de A + B no tienen nada que ver con X 

+ p. 

Esta falsa demostracion sugiere ser verdadera. Si el vector caracteristico es el mismo 
para Ay B, entonces los valores caracteristicos se multiplican y el valor caracteristico de 
A B es pX. Sin embargo, se tiene algo mas importante. Hay una forma facil de identificar 
cuando Ay B comparten un conjunto complete de vectores caracteristicos, lo cual plantea 
una cuestion clave en mecanica cuantica: 


5F Las matrices diagqnalizables compart 
si y s61o si AB = BA. 


eristico S 


Demostracion Si la misma 5 diagonaliza tanto a A = SAiS 1 y B —SA 2 S ', puede 
multiplicarse en cualquier orden: 

AB = SA\S~ l SA 2 S~ l = SAiAiS” 1 y BA = SAaS^SAiS -1 = SA 2 A 1 S~ 1 . 

Debido a que A[ A 2 = A 2 Ai (las matrices diagonales siempre son conmutativas) se tiene 
que AB = BA. 

En la direccion opuesta, suponga que AB = BA. Empezando con Ax = Xx, se tiene 
ABx — BAx = BXx = XBx. 

Asf, tanto x como Bx son vectores caracteristicos de A, que comparten el mismo X (o bien, 
Bx = 0). Si por conveniencia se supone que los valores caracteristicos de A son distintos; 
es decir, que todos los espacios caracteristicos son unidimensionales, entonces Bx debe ser 
un multiplo de x En otras palabras, x es un vector caracteristico de B, asx como de A. La 
demostracion con valores caracteristicos repetidos es un poco mas larga. B 
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EI principle de mcerttdumbre ie Heisenberg ptoviene de las matrices no 
col licirin P , la cantidad 

dad de movimiento es simetnea sesgada, y juntas cumplen yr si T F 

de incertidumbre se concluye directamente de la desigualdad de Schwarz ( Qx) x _ 

11 Qx || || Px || de la seccidn 3.2: 

\\ x f =x T x =x r (QP ~ PQ)x <2\\Qx\\\\Px\\. 

El producto de ||G*!I/M y \\Px\\/\\x\\ -los errores de posicion yc :antid ^® r 
miento, cuando la funcion de onda es x- es por lo menos 5 . Es tmposible que ambos err - 
rSk pequenos, porque al intentar medir la posicion de una partfcula se modtfica su 

^iTSS'a A = SA5-. Esta factodzacion es particuiaxmente idonea para 
tomar potencias de A, y la cuestion se ilustra con el case mas simge: 

LU es inutil cuando se eleva al cuadrado, pero SAS 1 es perfecta. El cuadrado es SA S 
y los vectores caracteristicos permanecen sin cambio. Trabajar con estos vectores caracte- 
risticos permite resolver ecuaciones en diferencias y ecuactones diterenciales. 

Conjunto de probiemas 5.2 

1. Factorice las siguientes matrices en SAS 


2. Encuentre la matriz A cuyos valores caracteristicos son 1 y 4, y cuyos vectores carac- 
teristicos son [i] y [i], respectivamente. {Sugerencia: A = SAS l .) 

3. Encuentre todos los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de 


y escriba dos matrices de diagonalizacion S distintas. 

Si los elementos diagonals de una matriz triangular superior de 3 por 3 son 1, 2. 7. 
ycomo puede saberse que la matriz es diagonalizable? <,Cual es A? 

De las siguientes matrices, <,cual(es) no puede(n) diagonalizarse? 

r 2 — 2l r 2 Ol . _ [2 0 

Ai = |2 _ 2 J - |_2 — 2 J As L 2 2 . ' 

a) Si A 2 = / /cuales son los posibles valores caracteristicos de A? 

b) Si esta matriz A es de 2 por 2 , y no es / o -/, encuentre su traza y su determinate. 

c) Si el primer renglon es (3, — 1), i,cudl es el segundo rengldn? 

Si A = 2 ]- encuentre A 100 , diagonalizando A. 

Suponga que A = uv T es una columna multiplicada por un renglon (una matriz con 
rango 1 ). 

a) Multiplique A por u, para demostrar que u es un vector caracterfstico. i,Cual es X ? 

b) ^Cuales son los otros valores caracteristicos de A (y por que)? 

c) Calcule traza (A), a partir de la suma de la diagonal y la suma de los As. 


UU7S® 
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9. Demuestre por calculo directo que ABy BA tienen la misma traza cuando 
, T a b] .. „ _ \q rl 


Concluya que AB — BA = / es imposible (excepto en dimensiones infmitas). 

10. Suponga que los valores caracteristicos de A son 1 , 2, 4. ^Cual es la traza de A 2 ? <,Cual 
es el determinante de (A~ 1 ) T ? 


11. Si los valores caracterfsticos de A son 1, 1,2, 1 de curies de las siguientes afirmacio- 
nes se tiene la certeza de que son verdaderas? 

Proporcione un razonamiento de por que sf son verdaderas o un ejemplo si no son ver- 
daderas. 

a) A es invertible. 

b) A es diagonalizable. 

c) A no es diagonalizable. 

12. Suponga que solo los vectores caracteristicos de A son miiltiplos de x = (1, 0, 0). Fal- 
so o verdadero: 

a) A no es invertible. 

b ) A tiene un valor caracterfstico repetido. 

c) A no es diagonalizable. 

13. Diagonalice la matriz A = 5 j y encuentre una de sus races cuadradas: una ma- 

triz tal que l ? 2 = A. ^Cuantas rafees cuadradas hay? 

14. Suponga que la matriz vector caracterfstico S tiene S T — S~ l . Demuestre que A = 
SAS -1 es simetrica y tiene vectores caracteristicos ortogonales. 


Los probiemas 15 a 24 son sobre matrices valor caracterfstico, y vector caracterfstico. 

15. Factorice las siguientes matrices en A = SAS " 1 : 


. _ 1 2 ,11 
A [0 3J y A [2 2_ ' 

16. Si A = SAS" 1 entonces A 3 = ( )( )( ) y A -1 = ( )( )( ) . 


17. Si A tiene = 2 con vector caracterfstico X\ — j^j] y X 2 = 5 con X 2 — j^j, use 
SAS" 1 para encontrar A. Ninguna otra matriz tiene los mismos Xs y xs. 

18. Suponga que A = SAS -1 . i,Cual es la matriz valor caracterfstico para A + 211 ^Cual 

es la matriz vector caracterfstico? Compruebe que A + 2/ = ( )( )( ) -l . 

19. i,Falso o verdadero? Si las n columnas de S (vectores caracteristicos de A) son inde- 
pendientes, entonces 

a) A es invertible. 

b) A es diagonalizable. 

c) S es invertible. 

d) Se s diagonalizable. 

20. Si los vectores caracterfsticos de A son las columnas de I, entonces A es una matriz 

. Si la matriz vector caracterfstico S es triangular, entonces S 1 es triangular y 

A es triangular. 
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Los valores caracteristicos de AS (son iguales a)(no son iguales a) los valores carac- 
teristicos de A multiplicados por los valores caracteristicos de B. Los valores caracte- 
risticos de A B (son)(no son) iguales a los valores caracteristicos de BA. 


Los problemas 25 a 28 son sobre la diagonalizabilidad de A. 

25. ^Falso o verdadero? Si los valores caracteristicos de A son 2, 2, 5, entonces la matriz 
ciertamente es 

a) Invertible. 

b ) Diagonalizable. 

c) No diagonalizable. 

26. Si los valores caracteristicos de A son 1 y 0. escriba todo lo que sepa sobre las matri- 
ces A y A 2 . 

27. Complete las siguientes matrices de modo que det A = 25. Ast, traza = 10, y jX = 5 
es repetido! Encuentre un vector caracterfstico con Ax = 5x. Estas matrices no son dia- 
gonalizables porque no hay una segunda linea de vectores caracteristicos. 



28. La matriz A = \\ 3 j no es diagonalizable porque el rango de A - 3/ es . 

Cambie un elemento para hacer diagonalizable a A. y,Que elementos podria cambiar? 

Los problemas 29 a 33 son sobre potencias de matrices. 

29. A k — SA k S~ 1 tiende a la matriz cero cuando k -> co si y solo si el valor absolute de 
cada X es menor que . iQue es cierto: A* —*■ 0 o B k -*■ 0? 


'0.6 0.4' 
0.4 0.6 


y B = 


'0.6 0.9 
0.1 0.6 ‘ 


30. (Recomendado) Encuentre Ay S para diagonalizar A en el problema 29. ^Cual es el 
Ifmite de A k cuando k -»oo? ^Cual es el limite de SA k S~ 1 ? En las colunmas de esta 
matriz limitante, es posible observar el . 
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31. Encuentre Ay S para diagonalizar B en^Lproblema 29. ^Cual es B lo u 0 para estos w 0 ? 


32. Diagonalice A y calcule SA k S 1 con la fmalidad de demostrar esta formula para A k : 

. [2 1] . Ak 1 f3* + 1 3* - ll 

_ 1 2J 2 [3 - 1 3 + 1 

33. Diagonalice B y calcule SA k S ~~ 1 con la fmalidad de demostrar esta formula para B k : 


tiene B k 


3 k 3 k - 2 k 
0 2 k 


Los problemas 34 a 44 son nuevas aplicaciones de A = SAS 1 . 

34. Suponga que A = SAS -1 . Tome determinantes para demostrar que A = X t X 2 • ■ ■ 

X„ = producto de as. Esta rapida demostracion solo funciona cuando A es . 

35. La traza de S multiplicado por AS -1 es igual a la traza de AS -1 multiplicada por S. 

Asf, la traza de una matriz diagonalizable A es igual a la traza de A, que es . 

36. Si A = SAS -1 , diagonalice la matriz en bloque B = j |. Encuentre sus matri- 
ces valor caracterfstico y vector caracterfstico. 

37. Considere todas las matrices A de 4 por 4 que son diagonalizadas por la misma matriz 
vector caracterfstico fija S. Demuestre que las As constituyen un subespacio (cA y A] + 
A 2 tienen esta misma S). ^Cual es este subespacio cuando S = /? y,Cual es su dimen- 
sion? 

38. Suponga que A 2 = A. En el miembro izquierdo A multiplica cada columna de A. £,Cual 
de los cuatro subespacios contiene vectores caracteristicos con X = 1? <,Que subespa- 
cio contiene vectores caracteristicos con X = 0? Con base en las dimensiones de es- 
tos subespacios, A tiene un conjunto completo de vectores caracteristicos 
independientes y es posible diagonalizarla. 

39. Suponga que Ax = ax. Si X = 0, entonces x esta en el espacio nulo. Si A rf 0, enton- 
ces x esta en el espacio columna. Las dimensiones de estos subespacios son (« — r) + 
r = n. Entonces, y,por que ninguna matriz cuadrada tiene n vectores caracteristicos li- 
nealmente independientes? 

40. Sustituya A = SAS -1 en el producto (A - XiI)(A - X 2 I) ■ • • (A - X n l ) , y expli- 
que por que esto produce la matriz cero. Se esta sustituyendo la matriz A por el nume- 
ro X en el polinomio p(X) — det (A — XI). El teorema de Cayley -Hamilton establece 
que este producto siempre es p(A) = matriz cero, incluso si A no es diagonalizable. 

41. Pruebe el teorema de Cayley-Hamilton en la matriz de Fibonacci A = jj. El 
teorema. pronostica que A 2 — A — / = 0, ya que det (A — XI) es X 2 — X — 1. 

42. Si A = b d J, entonces det (A — XI) es (X — a)(X — d). Compruebe la afirmacion 
del teorema de Cayley-Hamilton de que (A — al){ A — dl) = matriz cero. 

43. Si A = g ®] y AB = BA, demuestre que B = tambien es diagonal. B tie- 
ne los mismos caracteristicos que A, pero diferentes caracteristicos. Es- 

tas matrices diagonales B constituyen un subespacio bidimensional del espacio de ma- 
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trices. AB—BA—O proporciona cuatro ecuaciones para las incognitas a, b, c, d. Bn- 
cuentre el rango de la matriz de 4 por 4. 

44. Si A es de 5 por 5, entonces AB - BA = matriz cero proporciona 25 ecuaciones pa- 
ra los 25 elementos de B. Demuestre que la matriz de 25 por 25 es singular, indican- 
do una simple solucion B diferente de cero. 

45. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos para las dos siguien- 
tes matrices A y A°° de Markov. Explique por que A 100 esta proxima a A°°: 


0.6 0.2' 

a OO __ 

'1/3 

1/3' 

0.4 0.8 

y a - 

2/3 

2/3 


5.3 ECUACIOMES E H DIFERENCIAS Y POTENCSAS A k 

Las ecuaciones en diferencias u k+l — Au k se mueven hacia adelante en un numero finito 
de pasos finitos. Una ecuacion diferencial asume una infinidad de pasos infinitesimales, 
aunque ambas teorias permanecen absolutamente en paralelo. Se trata de la misma analo- 
gfa entre el discreto y el continuo que aparecen una y otra vez en matematicas. Un buen 
ejemplo es el interes compuesto cuando el paso temporal se hace mas corto. 

Suponga que se invierten $1000 al 6% de interes. Si se compone una vez al ano, el ca- 
pital P se multiplica por 1 .06. Esta es una ecuacidn en diferencias P k+l — AP k = 1.06 P k 
con un paso temporal de un ano. Al cabo de 5 anos, la P 0 = 1000 original se ha multipli- 
cado cinco veces: 

Anual P s = (1.06) 5 P 0 que es (1.06) 5 1000 = $1338. 

Ahora suponga que el paso temporal se reduce a un mes. La nueva ecuacion en diferencias 
es Pk+i — (1+ Q.06/I2)p k . Luego de 5 anos, o 60 meses, se tienen $11 mas: 

( O \ ^ 

1 + ~J^~) Po que es (1.005) 60 1000 = $1349. 


Mensual P 60 = ^1 + P° que es (1.005) 60 1000 — $1349. 

El paso siguiente es componer cada dfa, sobre 5(365) dtas. Esto es de poca ayuda: 


Composicion diaria 


0.06 N 5 
365" ) 


1000 = $1349.83. 


Finalmente, para mantener activos a sus empleados, los bancos ofrecen composicion con- 
tinua. El interes se suma a cada instante, y la ecuacion en diferencias fracasa. Es de espe- 
rar que el tesorero no sepa calculo (lo cual es todo sobre Unites cuando A t — > 0). El banco 
puede componer el interes N veces al ano, de modo que Af = l/N: 


Continuamente 


1 1000 = $1349.87. 


O bien, el banco puede pasar a una ecuacion diferencial: el lfmite de la ecuacion en dife- 
rencias p k+l = (1 + 0.06A t)p k . Al pasar p k al miembro izquierdo y dividir entre At, se ob- 
tiene 

De discreto a p k+l - p k _ n „ , _ . _ d P _ n 


continuo 


: 0.06 p k 


A t 

e om, Po- Al cabo de t 


tiende a 


< 0.06p. 


La solucion es pit ) = e°' 06l p 0 . Al cabo de t = 5 anos, lo anterior nuevamente suma 
$1349.87. El capital sigue siendo finito, aun cuando se componga a cada instante, y la me- 
jorfa sobre la composicion diaria es de s6Io cuatro centavos. 
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Numeros de Fibonacci 

El objetivo principal de esta section es resolver u k+l — Au k . Lo anterior lleva a A k y a po- 
tencias de matrices. El segundo ejemplo es la famosa sucesion de Fibonacci : 

Numeros de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . 

Este es el patron: cada numero es la suma de los dos numeros de Fibonacci previos F s: 

Ecuacion de Fibonacci = F*+i 4- F k . (2) 

Esta es la ecuacion en diferencias. Aparece en una inmensa variedad de aplicaciones, de 
suyo merece todo un libro. Las hojas crecen siguiendo un patron en espiral, y en el man- 
zano o en el roble se encuentran cinco crecimientos por cada dos vueltas alrededor del ta- 
llo. El peral tiene ocho crecimientos por cada tres vueltas, y el sauce es 13:5. Parece que el 
campeon es un girasol cuyas semillas escogen una razon casi increxble de F l2 /F 13 = 
144/233.*' 

yComo es posible encontrar el milesimo termino de Fibonacci sin empezar en F 0 = 0 
y F x = 1, y trabajar hasta Iiegar a F 100 o? El objetivo es resolver la ecuacion en diferencias 
F k+ 2 = F k+l + F k . Esta ecuacion puede reducirse a una ecuacion de un paso u k+l =Au lr 
Cada paso multiplica u k = (F Mr F k ) por una matriz A: 


Fk + 2 — F* + i + F k 
F k +i = F k + 1 


se convierte en 


Uk + l 




(3) 


El sistema de un paso u M = Au k e s facil de resolver. Empieza desde u 0 . Luego de un 
paso se obtiene u x = Au 0 . Luego, u 2 es Au x , que es A 2 u 0 . Cada paso conlleva una multi- 
plicacion por A, y al cabo de k pasos hay k multiplicaciones: 


La solucion de una ecuacidn en diferencias u k+1 = Au k es u k 


El verdadero problema consiste en encontrar alguna forma rapida para calcular el milesi- 
mo termino de Fibonacci. La clave se encuentra en los valores caracteristicos y en los vec- 
tores caracteristicos: 


Despues de k pasos, u k es una combination de las n “soluciones puras” X k x. 


*Para estas aplicaciones en botanica, consulte el libro On Growth and Form de D’Arcy Thompson (Cambridge 
University Press, 1942), o la hermosa obra de Peter Stevens, Patterns In Nature (Little, Brown, 1974). demos de 
otras propiedades de los F„ han sido publicadas en el Fibonacci Quarterly. Parece que foe Fibonacci quien llev<5 
los numeros arabigos a Europa, alrededor de 1200 d.C. 



50 Si es posible diagonalizar A, A = SAS ', entonces A* proviene de A' 
u k = A k u 0 =(SAS~ l )(SAS~~ , )---(SAS~ l )u 0 = SA k S- l u 0 

Las columnas de S son los vectores caracteristicos de A. Al escribir S~ 1 u 0 
lucion se convierte en 

- r 1 Ti* 1 D..1 
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Estas formulas constituyen dos metodos para encontrar la misma solucion 
Uk = SA k S~ l uo.. La primera formula reconocfa que A k es identica con SA k S~~ l , y es po- 
sible detenerse ahf. Sin embargo, el segundo metodo conlleva la analogfa con una ecuacion 
diferencial: las soluciones puramente exponentiates e Ut x, son ahora las potencias pu- 
ras de xfx t . Los vectores caracteristicos x, son amplificados por los valores caracteristicos 
X ; . A1 combinar estas soluciones especiales para coincidir con u 0 que es de donde pro- 
viene c — se recupera la solucion correcta u k = SA k S~ 1 u 0 . 

En cualquier ejemplo especffico como el de Fibonacci, el primer paso es encontrar los 

valores caracteristicos: 


A — XI 



tiene det (A — XI) — X 2 — X — 1 


- . 1 + V5 

Dos valores caracteristicos Xi = — - — 


y x 2 = 


l - V5 

2 


El segundo renglon de A - XI es (1,— X). Para obtener (A XI)x 0, el vector caracte- 
rfstico es x — (X, 1). Los primeros numeros de Fibonacci F 0 = 0 y F, = 1 van en u 0 , y 

5 -1 «o = c: 




proporciona c = 


l/fri-Xi) 
-1/(X, -X 2 ) 


1 

71 



Estas son las constantes en u k — C\X\x\ + c 2 X 2 x 2 .. Ambos vectores caracteristicos x, y 
x 2 tienen por segunda componente a 1. Lo anterior deja F k = <aX* + c 2 X 2 en la segunda 
componente de u k : 


Numeros de _ _1_ / 1 + VfA _ / 1 ■V5 \ 

Fibonacci *,/5^2 J \ 2 / 


Esta es la respuesta que se buscaba. Las fracciones y las rafces cuadradas se ven sorpren- 
dentes porque la regia de Fibonacci F k+2 = F k+l + F k debe producir numeros enteros. De 
alguna manera esa formula para F k debe proporcionar un entero. De hecho, como el segun- 
do termino [(1 - ~/5)/2} k /^/5 siempre es menor que j, solo debe mover el primer termi- 


no al entero mas proximo: 


Fiooo = entero mas proximo a 


1 

75 



Este numero es enorme, y F 1001 es todavfa mas grande. Las fracciones se vuelven insigni- 
ficantes, y el cociente •F 100 i/.Fiooo debe estar muy proximo a (1 + V5)/ 2 ** 1.618. Debt- 
do a que X\ es insignificante en comparacion con X k x , el cociente F M /F k tiende a X v 

Esta es una ecuacion en diferencias tfpica, que lleva a las potencias de A = jj 0 j. 

Implica V5 porque asi lo hacen los valores caracteristicos. Si se escoge una matriz con 
X | = 1 y X 2 = 6, es posible centrarse en la simpleza del calculo, despues que se ha diago- 
nalizado A: 

—4 — 5l ll f— 1 

A— tiene X = 1 y 6, con x } = . y x 2 - „ 

10 11 ~~ t I x 


A k = SA k S 1 es 


' 1 - 1 ] [ 1 * 0 ' 
-1 2 J _0 6 * 


"2 il l" 2 — 6* 1 -6* 

1 1J [ — 2 + 2 • 6 4 — 1 + 2-6* ' 


Las potencias 6 k y \ k aparecen en la ultima matriz A k , mezcladas por los vectores caracte- 
risticos. 
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Para la ecuacion en diferencias u k + 1 = Au k , se recalca la cuestion principal. Cada vec- 
tor caracteristico x produce una “solucion pura” con potencias de X: 



Cuando el u 0 inicial es un vector caracteristico x, esta es la solucion: u k = X k x. En ge- 
neral, u 0 no es un vector caracteristico. Pero si u 0 es una combination de vectores caracte- 
risticos, entonces la solucion u k es la misma combinacion de estas soluciones especiales. 


SB Si «o= ctXi + • - • + c n x, ,, entonces : 

c„X*x„. Los cs se escogen para coincidir con el vector inicial u 0 : 



Matrices de Markov 

En el capitulo 1, hay un ejercicio sobre salir y entrar a California, que merece un analisis 
mas detallado. Las reglas eran las siguientes: 

Cada aho, L de la gente que vive fuera de California se cambia a este estado, y ~ de la 
gente que vive en California sale del estado. Se empieza con y 0 gente fuera y Zo dentro. 

Al final del primer ano las cantidades fuera y dentro son y Zj: 

Ecuacion en yi = 0.9y 0 + 0.2z 0 ,. Tyi] _ [0.9 0.2l pyo" 

diferencias z, = 0.1 y 0 + 0.8z 0 ° len ’ zi 0.1 0.8 z 0 ' 

Este problema y su matriz poseen las dos propiedades esenciales de un proceso de Mar- 
kov: 

1. El numero total de gente permanece fijo. La suma de cada columna de la matriz de 
Markov es 1. No se gana ni pierde a nadie. 

2. Los numeros de gente afuera y dentro jamas pueden volverse negativos: La matriz no 
tiene elementos negativos. Todas las potencias de A k son no negativas.* 

Esta ecuacion en diferencias de Markov se resuelve, usando u k = SA k S~ l UQ. Lue- 
go se demuestra que la poblacion tiende a un “estado estacionario”. Primero es necesario 

diagonalizar a A: 


A - XI = ^ „ P'“ , tiene det (A — XI) = X 2 — 1.7X + 0.7 

U. 1 U.O — A 

M = 1 y = 0.7: A = SAS- 1 = f J Q ? J • 


1 



*Ademas, la historia ha sido relegada por completo; cada nuevo u k+l depende solo del u k actual. Tal vez incluso 
nuestras vidas son ejemplos de procesos de Markov, aunque espero que no lo scan. 
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Para encontrar A k , y la distribuci6n luego de k anos, SAS 1 se cambia por SA k S 


(yo + Zo) f + (yo ~ 2zo)(0.7)* 

3 . 


Los dos terminos son t'iX k l x l + c 2X2X2. El factor X* — 1 esta escondido en el primer ter- 
mino. A largo plazo, el otro factor (0.7/ se vuelve extremadamente pequeiio. La solution 
tiende a un estado limitante ^OO (y 00 » Zoo) ■ 


Estado estacionario 


(yo + zo) 


La poblacion total sigue siendo y 0 + Zo» pero en el Kmite § de esta poblacion esta fuera de 
C alif ornia y 5 esta dentro. ;Lo anterior es cierto sin importar cual haya sido la distribucion 
inicial! Si el ano empieza con 5 fuera y 5 dentro, entonces termina de la misma forma: 


0.9 0.2 

0.1 0.8 


o bien , Au c „ 


El estado estacionario es el vector caracteristico de A correspondiente a X = 1 . Mi 
car por A, de un paso temporal al otro, deja sin cambio a u x . 

La teoria de los procesos de Markov, se ilustra con este ejemplo de California: 


1. Multipli- 


51 Una ma 
na es igual a 

a) X, 

b ) Su vector caractenstico Xj es no nega 



c) Los otros valores caracteristicos cumplen |X,| < 1. 

d) Si A o cualquier otra potencia de A dene a todos sus elementos positivos, es- 
tos otros JX;| estan abajo de 1. 

La solucion A k u 0 se aproxima a un multiplo de x,, el cual es el estado esta- 
■ ; ■ cionario «oo. ■" 

Para encontrar el multiplo idoneo de x t , se usa el hecho de que la poblacion total permane- 
ce igual. Si California empezd con todos sus 90 millones de gente fuera, entonces termino 
con 60 millones fuera y 30 dentro. Termina de la misma forma si originalmente los 90 mi- 
llones estan dentro. 

Se observa que muchos autores trasponen la matriz, de modo que la suma de sus ren- 
glones es 1 . 


Observation Esta descripcion de un proceso de Markov fue determinista: las poblaciones 
se movieron en proporciones fijas. Pero si se considera un simple individuo, las fracciones 
que se mueven se convierten en probabilidades. Un individuo fuera de California entra con 
probabilidad -L a este estado. Si esta dentro, la probabilidad de salir es . El movimiento 
se vuelve un proceso aleatorio, y A se denomina matriz de transition. 

Las componentes de u k = A k u 0 especifican la probabilidad de que el individuo este fue- 
ra o dentro del estado. Estas probabilidades nunca son negativas, y su suma es 1 ; es decir. 
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todo mundo debe estar en algun sitio. Esto retrotrae las dos propiedades fimdamentales de 
una matriz de Markov: La suma de cada columna es 1, y ningun elemento es negativo. 

<i,Por que X = 1 siempre es un valor caractenstico? La suma de cada columna de A — / 
es 1 — 1 = 0. En consecuencia, la suma de los renglones de A — / es el renglon cero, los 
renglones son linealmente dependientes, y det (A — I) = 0. 

Excepto por casos muy especiales, u k tiende al vector caracteristico correspondiente.* 
En ia formula u k = CtXfx t + ■ ■ ■ + c n X k x n ningun valor caracteristico puede ser mayor 
que 1. (En caso contrario se inflanan las probabilidades u^. Si todos los demas valores ca- 
racteristicos son estrictamente menores que X! = 1, entonces el primer termino en la fiSrmu- 
la es dominante. Los otros X* se van a cero, y u k axi = «oo = estado estacionario. 

Este es un ejemplo de uno de los temas torales de este capitulo: Dada informacion so- 
bre A, encontrar informacion sobre sus valores caracteristicos. Aqui se encontro X m4x = 1. 

Esfabilidad tie u k+t = Au k 

Hay una diferencia evidente entre los numeros de Fibonacci y los procesos de Markov. Los 
numeros F k se vuelven cada vez mas grandes, mientras la definicion de “probabilidad” es- 
ta entre 0 y 1 . La ecuacion de Fibonacci es inestable. Tambien lo es la ecuacion del interes 
compuesto P M = 1.0 6P k \ el capital crece por siempre. Si las probabilidades de Markov 
decrecen a cero, esa ecuacion serfa estable; pero no lo hacen, ya que en cada etapa su su- 
ma debe ser 1 . En consecuencia, un proceso de Markov es neutralmente estable. 

Se desea estudiar el comportamiento de u k+ \ = Au k cuando k —>-00. Suponiendo que 
A puede diagonalizarse, u k es una combinacion de soluciones puras: 

Solucion en el instante k u k = SA k S~ l u 0 = ciX*x. + • • • + c r X k x n . 


Ejemplo 1 


El crecimiento de u k esta regido por los X* . La estabilidad depende de los valores carac- 
teristicos'. 



5J La ecuacion en difer< 

estable si todos los valoi 
neutralmente estable si 
inestable si por lo meno 

En el caso estable, las pott 


sticos 


como u k 


La matriz A es ciertamente estable: 



tiene valores caracteristicos 0 y 1 . 


Los Xs estan en la diagonal principal porque A es triangular. Empezando con cualquier u 0 , 
y siguiendo la regia u k+l = Au k , la solucion debe terminar por tender a cero: 



*Si todos los que estln afiiera se mueven hacia dentro y todos los que estan adentro se mueven hacia fuera, entonces 
las poblaciones se invierten cada ano y no hay estado estacionario. La matriz de transicion es A = q J y — 1 
es un valor caracteristico, asi como + 1, io cual no puede ocurrir si todos los a- tj > 0. 
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El mayor valor caracterfstico A — y rige la disrumucion; despues del primer paso, cada u k 


es lu k - 1. El verdadero efecto del primer paso, es separar u 0 en los dos vectores caracteris- 
ticos de A: 


u o — 



fiy 

y entonces u k = 1-1 


+ ( 0 / 



g 

g 


Matrices positivas y aplicaciones a la economia 

A1 desarrollar las ideas de Markov es posible encontrar una pequena mina de oro ( comple - 
tamente opcional) de aplicaciones matriciales a la economia. 

Ejempio 2 Matriz entrada-salida de Leontief 

Este es uno de los primeros grandes exitos de la economia matematica. Para ilustrarlo, se 
construye una matriz consumo, en la que ay proporciona la cantidad del producto j que 
se requiere para obtener una unidad del producto i: 



'0.4 

0 

o.r 

(acero) 

A = 

0 

0.1 

0.8 

(alimentos) 


0.5 

0.7 

0.1 

(trabajo) 


La primera pregunta es: (,Bs posible producir y j unidades de acero, y 2 unidades de alimen- 
tos, y y 3 unidades de trabajo? Es necesario empezar con grandes cantidades p x , p 2 , p 3 , por- 
que una portion se consume en la produccion misma. La cantidad que se consume es Ap, 
y deja una produccion neta de p — Ap. 

Problema Encontrar un vector p tal que p — Ap = y, o bien, p — (I — A) l y. 

Aparentemente solo se esta preguntando si / — A es invertible. Sin embargo, hay un giro 
negativo del problema. La demanda y la produccion, y y p, son no negativas. Debido a que 
p es (/ - A) -1 y, la verdadera pregunta es sobre la matriz que multiplica a y: 

iCuando ocurre que (J - A) -1 es una matriz no negativa? 

Aproximadamente, A no puede ser demasiado grande. Si la produccion consume demasia- 
do, nada queda como salida. La clave radica en el mayor valor caracterfstico A, de A, que 
debe ser menor que 1 : 

si A.j > 1, (/ — A) -1 fracasa en ser no negativa. 
si Xi = 1, (I — A)" 1 fracasa en existir. 

si A x < 1, (/ - A) -1 es una suma convergente de matrices no negativas: 

Serie geometrica {/ — A)~ ! — I + A + A 2 + A 3 + • • ■. (7) 

En el ejempio de 3 por 3 se tenia A x = 0.9, y la salida excedfa a la entrada. La produccion 
puede continuar. 

Es facil demostrar lo anterior, una vez que se conoce el hecho principal sobre una ma- 
triz no negativa como A: No solo el mayor valor caracteristico X x es positivo, sino que 
tambien lo es el vector caracteristico x v As i (/ - A)" 1 tiene el mismo vector caracterfsti- 
co, con valor caracterfstico 1/(1 — Aj). 

Si Ai excede a 1, ese ultimo numero es negativo. La matriz (/ — A) -1 tomara el vec- 
tor positivo x x como si fuese un vector negativo x x /( 1 — A x ). En ese caso (/ — A) 1 defmi- 
tivamente no es no negativa. Si A, = 1, entonces I - A es singular. El caso productive es 
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A x < 1, cuando las potencias de A se hacen cero (estabilidad) y la serie infinita I + A + 
A 2 + . . . converge. 

Al multiplicar esta serie por / — A se queda con la matriz identidad; todas las poten- 
cias superiores se cancelan, de modo que (/ — A) -1 es una suma de matrices no negativas. 
A continuacidn se proporcionan dos ejemplos: 

ie A[ = 2 y se pierde la economia 

1 

tiene Ai = — y es imposible producir algo. 

En estos casos, las matrices (/— A) -1 son |^2 x ] y ^ 2 ]- 

La inspiration de Leontief fue encontrar un modelo en que se utilizan datos genuinos 
de la economia real. La tabla para 1958 contenia 83 industrias en Estados Unidos, con una 
“tabla de transacciones” de consumo y produccion para cada una. La teorfa tambien Uega 
mas alia de (/ — A) - " 1 , para decidir precios naturales y cuestiones de optimization. Nor- 
malmente, el trabajo esta limitado en suministro y debe minimizarse. Y, por supuesto, la 
economia no siempre es lineal. 

Ejempio 3 Los precios en un modelo entrada-salida cerrado 

El modelo se denomina “cerrado” cuando todo lo que se produce es consumido. Nada sa- 
le del sistema. En ese caso, A regresa a ser una matriz de Markov. La suma de las colum- 
nas es 1. Podrfa hablarse sobre el valor del acero, y de los alimentos, y del trabajo, en vez 
del numero de unidades. El vector p representa precios, en vez de niveles de produccion. 

Suponga que p 0 es un vector de precios. Entonces Ap 0 multiplica los precios por can- 
tidades con la finalidad de proporcionar el valor de cada producto. Este es un nuevo con- 
junto de precios que el sistema utiliza para el siguiente conjunto de valores A 2 p 0 . La 
pregunta es si los precios tienden al equilibrio. ^Existen precios tales que p = Ap, y el sis- 
tema conduce a ellos? 

p se reconoce como el vector caracterfstico (no negativo) de la matriz A de Markov, 
con A = 1 . Este es el estado estacionario p x , al que se tiende desde cualquier punto initial 
p 0 . Al repetir una transaction una y otra vez, los precios tienden al equilibrio. 

El teorema de “Perron-Frobenius” proporciona las propiedades clave de una matriz 
positiva, que no debe confundirse con una matriz positiva definida, que es simetrica y to- 
dos sus valores caracteristicos son positivos. Aquf todos los elementos ay son positivos. 

5K Si A es una matriz positiva, tambien lo es su mayor valor caracterfstico: A-. > 
todos los demas |A,[. Cada componente del vector caracterfstico x t correspondiente, 

. tambien es positivo. 

Demostracion Suponga A > 0. La idea clave es considerar todos los numeros t tales que 
Ax a: tx para algun vector no negativo x (que no sea x = 0). La desigualdad Ax 3: tx se de- 
ja para contar con muchos candidates positivos t. Para el mayor valor r mfix (que se alcan- 
za), se demostrara que la desigualdad se cumple: Ax = t. niiy x. 

En caso contrario, si Ax £ t miK x no es una igualdad, se multiplica por A. Debido a que 
A es positiva, lo anterior produce una desigualdad estricta A 2 x > t mix Ax. En consecuencia, 
el vector positivo y = Ax cumple Ay > f m4 *y, y t m4x hubiera podido ser mas grande. Esta 
contradiction obliga a la igualdad Ax = t mix x, y se tiene un valor caracterfstico. Su vector 
caracterfstico x es positivo (no solamente no negativo) debido a que en el miembro izquier- 
do de esa desigualdad, es seguro que Ax es positivo. 


A = 

A = 


0 2 
2 0 

0.5 2 

0 0.5 





262 


Capftulo 5 Valores caracteristicos y vectores caracteristicos 


Para ver que ningiin valor caracteristico puede ser mayor que r miSx , suponga que Az 
Xz. Debido a que tanto X como z pueden implicar numeros negativos o complejos, se to- 
man valores absolutos: [X||z| = | Az| < A|z| por la “desigualdad del triangulo”. Este |z| 
es un vector no negativo, de modo que |X| es uno de los candidates posibles t. En conse- 
cuencia |X| no puede exceder a X,, que era * 


Ejempio 4 Modelo de von Neumann, de una economia en expansion 

Se regresara a la matriz A de 3 por 3 que proporciono el consumo de combustible, alimen- 
tos, y trabajo. Si las salidas son l u entonces las entradas requeridas son 

'0.4 0.1] [V 

Mo — 0 0.1 0.8 fi — Au\. 

0.5 0.7 0.1J 

En economia, jla ecuacion en diferencias es hacia atras! En vez de u l = Au 0 , se tiene u 0 = 
Am[. Si A es pequena (como es el caso), entonces la produccion no consume todo, y la eco- 
norrna puede crecer. Los valores caracteristicos de A” 1 rigen este crecimiento. Pero otra 
vez hay un giro no negativo, ya que el acero, los alimentos, y el trabajo no se presentan en 
cantidades negativas. Von Neumann se pregunto por la razon maxima t a la que puede cre- 
cer la economia sin dejar de ser no negativa, lo cual sigmfica que u\ > tuo > 0. 

Asi, el problema requiere «i > tAu i. Es como el teorema de Perron-Frobenius, con 
A en el otro lado. Como antes, la igualdad se cumple cuando t alcanza t m4x ; que es el valor 
caracteristico asociado con el vector caracteristico positivo de A -1 . En este caso, el factor 
de expansidn es Tp : 


x = 5 
5 


'0.9' 

= 4.5 = 
4.5 


Con acero -alimentos -trabajo, en la razon 1 - 5-5, la economia crece tan rapido como es 
posible: La razon de crecimiento maxima es 1A X . 


H Conjiinto de problemas 5.3 

1. Demuestre que cada tercer niimero de Fibonacci en 0, 1, 1, 2, 3, . . . es par. 

2. Bemadelli estudio un escarabajo que “solo vive tres aiios, y se reproduce en su tercer 
ano”. Estos escarabajos sobreviven el tercer ano con probabilidad |, y el segundo con 
probabilidad i, y luego producen seis hembras al final de su vida: 

'0 0 6 ' 

Matriz escarabajo A = 5 0 0. 

0 | 0 


Demuestre que A 3 = I, y siga la distribucion de 3000 escarabajos durante seis afios. 

3. Para la matriz de Fibonacci A = jj J j , calcule A 2 , A 3 , A 4 , Luego, use el texto y una 
calculadora, para encontrar F 20 - 
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4. Suponga que cada numero de “Gibonacci” G k+2 es el promedio de los dos numeros 
previos, G k+l y G k . Entonces G k + 2 = \{G k+l + G k ): 

Gk+2 — jGfc + l +2 Gk Gk+2 _ . G i+1 

G/c+i — G*+i G k +i^ _ _ G k 

a) Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracterfsticos de A. 

b) Encuentre el lfmite cuando n ->co de las matrices A" = SA"S~ l . 

c) Si G 0 = 0 y G, = 1, demuestre que los numeros de Gibonacci tienden a f. 

5. Diagonalice la matriz de Fibonacci completando S ~ l : 

11 X j A, 2 A[ 0 

i °j L 1 !j [ ° x 2 \ L 

Realice la multiplicacidn SA k S ~ 1 [ J 1 para encontrar su segunda componente. Este es 


el ft-esimo numero de Fibonacci F k = (X* — X|) /(Xi — X 2 ). 

6. Los numeros Xf y X| cumplen la regia de Fibonacci F k +2 — + F k : 


X] +2 = x\ +l + X* y X \ 41 = X| +1 + X\. 

Demuestre lo anterior, usando la ecuacion original para los Xs (multiplfquela por X*). 
Entonces, cualquier combinacion de y X| cumple la regia. La combinacion 
Fk = (X* — X|) / (A x - X 2 ) proporciona el inicio correcto de F 0 = 0 y = 1. 

7. Lucas empezo con L 0 = 2 y L, = 1. La regia L k+1 = L k+l + L k es la misma, de mo- 
do que A sigue siendo una matriz de Fibonacci. Sume sus vectores caracteristicos 
x t + x 2 \ 


Xt , X 2 
1 1 


5(l+^5) + 10 "VS) 


Al multiplicar por A*, la segunda componente es L k — X\ + X| . Calcule el numero 
de Lucas L J0 , lentamente aplicando L k+2 = L k+l + L k , y calcule aproximadamente 
con a.} 0 . 

8. Suponga que hay una epidemia en la cual, cada mes la mitad de los sanos enferman y 
la cuarta parte de los enfermos fallecen. Encuentre el estado estacionario para el pro- 
ceso de Markov, correspondiente 


L*"*+«J L° 0 IJ L W *J 

9. Escriba la matriz de transicion de 3 por 3 para un curso de qufmica que se ensena en 
dos secciones, si cada semana \ de los de la seccidn A y | de los de la seccion B aban- 
donan el curso, y g de cada seccidn se cambia a la otra seccion. 

10. Encuentre los valores limitantes de y k y z k (k -> oo) si 

y k +i = 0.8 y k + 0.3zfe yo = 0 

Zk+i = 0.2 y k + 0.1 Zk zo - 5. 

Tambien, encuentre formulas paray* y z k , a partir de A k = SA k S~~ x ■ 
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11. a) A partir del hecho de que colurtma 1 + columna 2 = 2(columna 3), de modo que 
las columnas son linealmente independientes, encuentre un valor caracterfstico y un 
vector caracterfstico de A: 


0.2 

0.4 

0.3 

0.4 

0.2 

0.3 

0.4 

0.4 

0.4 


b ) Encuentre los otros valores caracteristicos de A (es una matriz de Markov). 

c) Si u 0 = (0, 10, 0), encuentre el Umite de A k u 0 cuando k —>■ o o. 

12. Suponga que hay tres centros principales para los camiones Muevalo-Usted-Mismo. 
Cada mes, la mitad de los camiones que estan en Boston y en Los Angeles, van a Chi- 
cago, la otra mitad se queda donde estan, y los camiones en Chicago se dividen equi- 
tativamente entre Boston y Los Angeles. Escriba la matriz de transition A de 3 por 3, 
y encuentre el estado estacionario correspondiente al valor caracterfstico A = 1. 

13. a) iBn que rango de a y b esta la siguiente ecuacion de un proceso de Markov? 

_ f a fc ] _ fl 

trf+1 — Au k — j _ j _ , u k , «o — | • 

b) Calcule u k = SA k S~ l uo para cualesquiera ay b. 

c) i,En que condicion sobre a y b, u k tiende a un lfmite finito cuando k — ► oo y cual 
es el limite? iA debe ser una matriz de Markov? 

14. Empresas multinacionales en America, Asia y Europa poseen bienes por $4 trillones. 
Al principio, $2 trillones estdn en America y $2 trillones estin en Europa. Cada ano, 
| del dinero en America se queda en ese continente, y | se va a Asia y Europa. Para 
Asia y Europa, [ permanece ahf y ~ se envfa a America. 

a ) Encuentre la matriz que proporciona 

America f America 

Asia = A Asia 

Europa J afiot+1 [Europa 

b) Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de A. 

c) Encuentre la distribucion limitante de los $4 trillones, cuando se acaba el mundo. 

d) Encuentre la distribucion de los $4 trillones en el ano k. 

Si A es una matriz de Markov, demuestre que la suma de las componentes de Ax es 
igual a la suma de las componentes de x. Deduzca que si Ax = Xx con A # 1, enton- 
ces la suma de las componentes del vector caracterfstico es igual a cero. 

La solution de dul dt = Au = l 0 j (valores caracteristicos i y — z) gira alrede- 

dor de un cfrculo: u = (cos t, sen t). Suponga que du/dt se aproxima por diferencias 
hacia adelante, hacia atras, y centradas F, B, C: 

(F) u n +i — u n — Au n o u n + 1 = (/ + A)u n (este es el metodo de Euler). 

(B) u n + 1 — u n = Au n + 1 o u n + 1 = (I — A)~ l u n (hacia atris Euler). 

(C) u n + 1 = |A(n„ + i + u n ) o w n+1 = (/ — |A) 1 (/ + ~A)u„. 

Encuentre los valores caracteristicos de/ + A, (/ — A) _1 ,e(/“[A) ! (/ + |A). 
iPara cual ecuacion en diferencias la solution u n permanece en un cfrculo? 
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17. iQue valores de a producen inestabilidad en v n+1 = a(v n + w n ), w n+l = a(v n + w ) ? 

18. Encuentre los a, b, c mas grandes, para los cuales las siguientes matrices son estables 
o neutralmente estables: 

a -0.8] \b 0.8] f c 0.8 

0.8 0.2J ’ [0 0.2J ’ [0.2 c ' 

19. Multiplique termino a termino para comprobar que (/ — A)( I + A+ A 2 + ■■■) = !■ 
Esta serie representa (I — A) -1 . Es no negativa cuando A es no negativa, en el supues- 
to de que tenga una suma fmita; la condicion para esto es X miK < 1. Sume la serie in- 
finita, y confmne que es igual a (/ — A) -1 , para la matriz de consumo 

"0 1 r 

A = 0 0 1 que tiene X m i K = 0. 

0 0 °_ 

20. Para A = [o o!s] > encuentre las potencias A k (incluyendo A 0 ), y demuestre explfcita- 

mente que su suma coincide con (/ — A) -1 . 

21. Explique por matematicas o economfa por que al incrementar la “matriz de consumo” 
A debe incrementarse t m4x = X i (y aminorar el desarrollo). 

22. i,Culles son los lfmites cuando k->oo (los estados estacionarios) de lo siguiente? 


0.4 0.2 
0.6 0.8 


0.4 0.2 
0.6 0.8 


‘0.4 0.2 

0.6 0.8 


Los problemas 23 a 29 son sobre A = S AS 1 y A k = SA k S *. 

23. Diagonalice A y calcule SA k S~ l con la finalidad de demostrar esta formula para A*: 

„ [3 2] . Ak 1 f5* + 1 5* - 1' 

A tiene A 2 5 * — ! 5* + i ‘ 

24. Diagonalice B y calcule SA k S~ l con la fmalidad de demostrar esta formula para B k : 

„ f3 1 1 . f 3* 3* —2*1 


25. Los valores caracteristicos de A son 1 y 9, y los valores caracteristicos de B son — 1 y 

9: —r; ji i »-fi fi. 


Encuentre una matriz rafz cuadrada de A, a partir de R = sV A S~ l ■ cPor que para B 
no existe ninguna matriz rafz cuadrada real? 

26. Si A y B tienen los mismos As con el mismo conjunto completo de vectores caracte- 
risticos independientes, su factorization en es la misma. Asf, A = B. 

27. Suponga que AyS tienen el mismo conjunto completo de vectores caracteristicos, de 
modo que A = 5A I S“ i y B = SA 2 S~ l . Demuestre que AB = BA. 

28. a) i,Cudndo ocurre, que los vectores caracteristicos para A = 0 generan el espacio nu- 

lo 1V(A)? 

b) ^Cuando ocurre, que todos vectores caracteristicos para A # 0 generan el espacio 
columna C(A)? 



Caprtulo 5 Vaiores caracteristicos y vectores caracteristicos 


29. Las potencias de A k tienden a cero si todos los |X,-| < 1, y se inflan si cualquier |a,-[ > 
1. Peter Lax proporciona cuatro ejemplos sorprendentes en su libro Linear Algebra. 

. r3 2i „ r 3 21 „ _ r 5 7i „ _ r 5 6.91 


Encuentre los vaiores caracteristicos X = e ,e de B y C, para demostrar que B 4 = I y 
que C 3 = —I. 


5.4 ECUACIONES DIFERENCIALES Y e* 

Siempre que se encuentra un sistema de ecuaciones, mas que una sola ecuacion, la teorfa de 
matrices tiene un papel que desempenar. Para ecuaciones en diferencias, la solucion u k = 
A k u 0 dependfa de las potencias de A. Para ecuaciones diferenciales, la solucion u(t) = 
e A, u( 0) depende de la exponencial de A. Para definir esta exponencial, y comprenderla, de 
inmediato se presenta un ejemplo: 

Ecuacion diferencial ~ = Au = “ \ u - (1) 

at t 

El primer paso siempre consiste en encontrar los vaiores caracteristicos ( — 1 y — 3), asf co- 
mo los vectores caracteristicos: 

A J =(-l) \ y A = (—3) _J . 

Luego, varios metodos llevan a u(t). Quiza lo mejor sea hacer coincidir la solucion gene- 
ral con el vector inicial u{ 0) en t = 0. 

La solucion general es una combinacion de soluciones exponenciales puras. Estas son 
soluciones de la forma especial ce X! x , donde A. es un valor caracterfstico de A, y x es su 
vector caracterfstico. Estas soluciones puras satisfacen la ecuacion diferencial, ya que 
d/dt(ce x, x) = A(ce kl x). (Fueron la introduction a los vaiores caracteristicos al inicio 
del capftulo). En este ejemplo de 2 por 2, hay dos exponenciales puras a combinar: 


Solucion u(t) — c l e Xi 'xi + c 2 e X2t X 2 o bien, u = — lj [ e~ 3t \ 1 

En el instante cero, cuando las exponenciales son e° = 1, u(0) determina c 1 y c 2 : 


Condition inicial 


C 1*1 + C 2 X 2 


Se reconoce S, la matriz de vectores caracteristicos. Las constantes c = S , ~ 1 m( 0) son las 
mismas que para las ecuaciones en diferencias. Al sustituirlas de nuevo en la ecuacion (2), 
se encuentra que la solucion es 

“(')=[! _!l K' .-3rlM=sf e_ ' ._ 3t l 5-^(0) . (3) 


He aqui la formula fundamental de esta seccion : Se At S l u( 0) resuelve la ecuacion dife- 
rencial, justo como SA k S~ l u 0 resolvta la ecuacidn en diferencias: 

u(t) = Se Al S~ l u(0) con A = f 1 | y e Ac = \ e _ 3l | . (4) 



U f-: s V u i r- A >3 T 'S C n O LOGIC A N AGIO M A L 

' ,n "%t 4 Ecuaciones diferenciales y e 41 267 

■ Ing. P&i-tnTr"-’. S- ; ■ > • ■ -Li-'OI .J. I UEL USUGO'AV 

Hay dos cosas mdi'qu&lfacer con' Una es completar el procedimiento 
matemdtico, proporcionando una defmicion directa de la exponencial de una matriz. La 
otra es proporcionar una interpretacion ffsica de la ecuacidn y su solucion. Se trata del ti- 
po de ecuacion diferencial que tiene aplicaciones de utilidad. 

La exponencial de una matriz diagonal A es facih e Al tiene justo los n ndmeros e u 
en la diagonal. Para una matriz general A, la idea natural es imitar la serie de potencias 
e x = 1 + x + x 2 /2\ + x 3 /3 ! + • • • . Si se sustituye x por At y 1 por /, esta suma es una 
matriz de n por n: 

-Ar r I , (AO 2 , (At? , 


Matriz exponencial 


I + At + 


At? (At? 

T* -+-*•* 

2! 3! 


La serie siempre es convergente, y su suma e At tiene las propiedades idoneas: 

, A e.. At. A('A.t\ . At. , —At. . ^ . At . .A, 


(e AS )(e M ) 


(e At )(e~ M ) 


A partir de la ultima expresion, u(t) = e At u( 0) resuelve la ecuacion diferencial. Esta solu- 
cion debe ser la mismaque la forma Se A, S~ l u( 0) empleada para computation. Para demos- 
trar directamente que estas soluciones coinciden, recuerde que cada potencia (SAS~ l ) k se 
traduce en A k = SA k S~ l (debido a que S~ l cancela a S ). Toda la exponencial es diagonali- 
zada por S: 


— I + SAS { t + 


SA 2 S~ l t 2 SA 2 S~ l ? 


(At? (At? 

= H / + A? + V + V + -- 


Ejempio 1 En la ecuacion (1), la exponencial de A 


tiene A 


’-I ] 

—3 * 



En t = 0, se obtiene e° = /. La serie infmita e At proporciona la respuesta para toda f, aun- 
que es dificil calcular una serie. La forma Se A! S~ l proporciona la misma respuesta cuan- 
do es posible diagonalizar a A: se requieren n vectores caracteristicos independientes en 5. 
Esta forma mas sencilla, lleva a una combinacion de n exponenciales e' J x, que es la mejor 
solucion de todas: 



cton 


Las columnas de S son los vectores 
obtiene 


combinacion de e kl x 


Las constantes c,- que cumplen las condiciones iniciales u( 0) son c — S l u( 0). 
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Lo anterior proporciona una analogfa completa con las ecuaciones en diferencias y 
SAS~hio- En ambos casos se supuso que era posible diagonalizar a A, ya que en caso con- 
trario posee menos de n vectores caracteristicos y no se han encontrado suficientes solucio- 
nes especiales. Las soluciones que faltan existen, aunque son mas complicadas que las 
exponenciales puras e x ‘x. Implican “vectores caracteristicos generalizados” y factores co- 
mo te Xt . (Para calcular este caso defectuoso, puede usarse la forma de Jordan que se mues- 
tra en el apendice B, y encontrar e Jt ). La formula u(t) = e A ‘u(0) sigue siendo com- 
pletamente correcta. 

La matriz nunca es singular. Una demostracion consiste en considerar sus valo- 
res caracteristicos; si A es un valor caracteristico de A, entonces e x ‘ es el valor caractensti- 
co correspondiente de ft 4 ', y e Xt jamas puede ser cero. Otro metodo es calcular el 
determinante de la exponential: 

dete Al = e x,t e x • • ■ e x "‘ = e traza(A,) . (9) 

Demostracion rapida de que ft 4 ' es invertible: Simplemente reconozca e~ A ' como su in- 
versa. 

Esta invertibilidad es fundamental para las ecuaciones diferenciales. Si n soluciones 
son linealmente independientes en t = 0, son linealmente independientes por siempre. Si 
los vectores iniciales son v u ... ,v n , entonces las soluciones e A, v pueden escribirse en una 
matriz: 

[e A, Vi ■■■ e A, v n ] = e Ar [v x ■■■ u„]. 

El determinante del miembro izquierdo es el wronskiano. Este nunca es cero, ya que es el 
producto de dos determinantes diferentes de cero. Las dos matrices en el miembro derecho 
son invertibles. 

Observation No todas las ecuaciones diferenciales se presentan como un sistema de pri- 
mer orden du/dt — Au. Es posible empezar, a partir de una simple ecuacion de orden supe- 
rior, como y'" — 3y" + 2 y' = 0 . Para convertir lo anterior en un sistema de 3 por 3, se 
introducen v = y' y w = v' como incognitas adicionales, junto con y misma. Luego, estas 
dos ecuaciones se combinan con la original para obtener u' = Au: 


/ 

— V 

’0 

1 

O' 

V 

v' 

= w 

o bien, u' — 0 

0 

1 

v = Au 

w f 

= 3w — 2v 

0 

-2 

3j [wj 


De nuevo, se ha regresado a un sistema de primer orden. El problema puede resolverse 
de dos formas. En un curso de ecuaciones diferenciales, y = e Xt se sustituirfa por 
y'" - 3 y" + 2y' = 0: 

(A. 3 - 3A 2 + 2\)e x ‘ =0 o bien, k(k - 1)(A - 2)e x ' = 0. (10) 

Las tres soluciones exponenciales puras son y = e 0 ’, y = e c ,y y = e 2t . No esta implicado 
ningun vector caracteristico. En un curso de algebra lineal, se encuentxan los valores carac- 
teristicos de A: 

'-X 1 0 ‘ 

det(A — XI) = 0 —A 1 = -A 3 + 3A 2 -2A = 0. (11) 

0 -2 3 — A_ 

;Las ecuaciones (10) y (11) son las mismas! Aparecen los mismos tres exponentes: A = 0, 
A = 1, y A = 2. Esta es una regia general que hace consistentes a los dos metodos; las ra- 
zones de crecimiento de las soluciones permanecieron fijas cuando las ecuaciones cambia- 
ron de forma. Nos parece que resolver la ecuacidn de tercer orden es mas ripido. 
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La importancia fisica de dul dt = | \ es facil de explicar, y al mismo tiempo 
; realmente importante. Esta ecuacion diferencial describe un proceso de difusion. 



concentracion 0 


So S 2 S 3 

Figure 5.1 Modelo de difusion entre cuatro segmentos. 

Divida un tubo inFmito en cuatro segmentos (vease la figura 5.1). En el instante t = 0, los 
segmentos de en medio contienen concentraciones v(0) y w(0) de un producto quimico. En 
coda instante t, la razon de difusion entre dos segmentos adyacentes es la diferencia en 
concentraciones. Dentro de cada segmento, la concentracion permanece uniforme (cero en 
los segmentos infinites). El proceso es continuo en el tiempo pero discrete en el espacio; 
las incognitas son v(t) y w(t) en los dos segmentos interiores y S 2 - 

La concentracion v(t) en 5j cambia de dos formas. Hay una difusion hacia S 0 , y hacia 
o fuera de S 2 - La razon de cambio neta es dv/dt, y dw/dt es semejante: 


Caudal hacia Sj 


v)+(0- 


Caudal hacia S 2 


= (0 — w) + {v — w). 


Esta ley de difusion coincide exactamente con nuestro ejemplo du/dt = Au: 

vl du f— 2v + u)l [—2 1 

uij dt [ v — 2w J [1—2 

Los valores caracteristicos — 1 y — 3 rigen la solucion, y proporcionan la razon de que se 
desintegra la concentracion, y X x es el mas importante porque solo un conjunto excepcio- 
nal de condiciones puede conducir a “superdesintegracion” a la razon e -3 '. De hecho, es- 
tas condiciones deben provenir del vector caracteristico (1, —1). Si el experimento solo 
admite concentraciones no negativas, es imposible y la razon limitante debe ser e~'. La so- 
lucion que se desintegra a esta razon mas lenta, corresponde al vector caracteristico (1, 1). 
En consecuencia, las dos concentraciones se vuelven casi iguales (lo cual es tfpico de la di- 
fusion) cuando f — ^ oo. 

Un comentario adicional sobre este ejemplo: Se trata de una aproximacion discreta, con 
solo dos incognitas, para la difusion continua descrita por esta ecuacion diferencial parcial: 

, 3“ 3 2 “ 

Ecuacion del calor — = — r . 


Esa ecuacion del calor es aproximada, al dividir el tubo en segmentos cada vez mas peque- 
nos, de longitud UN. El sistema discrete con N incognitas esta regido por 



U\ 


d 



dt 
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Esta es la matriz en diferencias finitas con el patrdn 1, -2, 1. El miembro derecho de Au 
tiende a la segunda derivada d 2 u/dxr-, luego que un factor de escala N 2 se presenta del pro- 
blema de flujo. En el Ifmite cuando N -» oo.se llega a la ecuacion del color du/d t = 
d 2 u/d x 2 . Sus soluciones siguen siendo combinaciones de exponentiates puras, aunque 
ahora hay una infinidad. En vez de vectores caracteristicos de Ax = Xx, se tienen funcio- 
nes caracteristicos de d 2 u/ dx 2 = Xu. Estas son u{x) — sen nirx con X = —n 2 ^ . Asf, la 
solucion de la ecuacion del calor es 

OO 

u{t) — 'Y2, Cne ~~ nn ?sennjrjc - 

n = 1 

Las constantes c„ estan determinadas por la condition initial. La novedad es que los vec- 
tores caracteristicos son funciones de u(x), ya que el problema es continuo y no discreto. 


EstabiSidad de fas ecuaciones diferenciales 

Asf como para las ecuaciones en diferencias, los valores caracteristicos deciden como se 
comporta u(t) cuando t -*■ oo. En la medida en que sea posible diagonalizar a A, hay n so- 
luciones exponenciales puras de la ecuacion diferencial, y cualquier soluci6n especffica 
u{t) es alguna combination 

u(t) = Se A ‘S~'u 0 — c 1 e Xlf x 1 + • • • + c n e K ‘x n . 

La estabilidad esta regida por estos factores e'- ! . Si todos ellos tienden a cero, entonces u(t) 
tiende a cero; si todos estan acotados, entonces u(t) permanece acotado; si uno de ellos se 
infla, entonces excepto por condiciones initiates muy especiales la solucion se infla. Ade- 
mas, el tamano de e k! sdlo depende de la parte real de X. Lo unico que rige la estabilidad 
son las partes reales de los valores caracteristicos : si X = a + ib, entonces 

e Xt = e a ‘e ib ‘ — e a ‘ (cos bt + isenbt) y la magnitud es \e x, \ = e at . 

Lo anterior se desintegra para a < 0, es constante para a = 0, y explota para a > 0. La par- 
te imaginaria produce oscilaciones, aunque la amplitud proviene de la parte real. 

'5M La ecuacion diferencial du/dt = Au es A;. . . ' 

estable y e^‘ — > 0 siempre que toda Re a, < 0, 
neutralmente estable cuando toda Re A., S 0 y Re A.[ = 0, e 
inestable y e 4 ' no esta acotado si cualquier valor caracterfstico tiene Re X t > 0. 

En algunos textos, la condicion Re /,< 0 se denomina estabilidad asintotica , porque garan- 
tiza desintegracion para grandes instantes t. Nuestro razonamiento dependfa de contar con 
n soluciones exponenciales puras, pero incluso si A no es diagonalizable (y haya terminos 
como te kt ) el resultado sigue siendo cierto: todos las soluciones tienden a cero siy solo si 
todos los valores caracteristicos tienen Re X< 0. 

La estabilidad es especialmente facil de decidir para un sistema de 2 por 2 (que es muy 
comun en aplicaciones). La ecuacion es 

du f a b 
— = , u, 

dt c d 





Re >.!< 0 
Re X 2 < 0 


la tram a + d debe ser negativa. 
el determinante ad — be debe ser positivo. 


Cuando los valores caracteristicos son reales, estas pruebas garantizan que son negativos. 
Su producto es el determinante; es positivo cuando los valores caracteristicos tienen el mis- 
mo signo. Su suma es la traza; es negativa cuando ambos valores caracteristicos son nega- 
tivos. 

Cuando los valores caracteristicos son un par complejo x ± iy, las pruebas siguen te- 
niendo exito. La traza es su suma 2x (que es < 0) y el determinante es (x + iy)(x — iy) = 
x 2 + y 2 > 0. En la figura 5.2 se muestra el cuadrante estable, la traza < 0 y el determinan- 
te > 0. Tambien se muestra la Ifnea ffonteriza parabolica entre los valores caracteristicos 
reales y complejos. La razdn de la parabola se encuentra en la ecuacion cuadratica para los 
valores caracteristicos: 


(traza)A. + (det) = 0. 


La formula cuadratica para X conduce a la parabola (traza) 2 = 4(det): 

Xi y X 2 = - [traza ± \J (traza) 2 — 4(det) ] . (14) 

Arriba de la parabola, el numero en el radicando es negativo, de modo que A. no es real. So- 
bre la parabola, la raxz cuadrada es cero y /. es repetido. Debajo de la parabola, las rafees 
cuadradas son reales. Toda matriz simetrica tiene valores caracteristicos reales, ya que si 
b = c, entonces 

(traza) 2 — 4(det) = (a + d) 2 — 4 (ad — b 2 ) = {a — d) 2 + 4 b 2 > 0. 

Para valores caracteristicos complejos, bye tienen signos opuestos y son suficientemente 
grandes. 
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Ejemplo 2 Uno de cada cuadrante: solo #2 es estable: 


'1 0 " 


-1 O ' 


'1 O ' 


'-1 O ' 

_0 2 


0 -2 


0 -2 


0 2 _ 


Sobre las fronteras del segundo cuadrante, la ecuacion es neutralmente estable. Sobre el eje 
horizontal, un valor caracterfstico es cero (porque el determinante es X x X 2 = 0). Sobre el 
eje vertical arriba del eje, ambos valores caracterfsticos son puramente imaginarios (por- 
que la traza es cero). Cruzando estos ejes estan las dos formas en que se pierde la estabilidad. 

El caso de n por n es mas diffcil. Una prueba para Re < 0 se debe a Routh y Hur- 
witz, quienes encontraron una serie de desigualdades sobre los elementos ay. No creo que 
este metodo sea demasiado bueno para una matriz grande; quiza la computadora encuen- 
tre los valores caracterfsticos con mayor certidumbre de los que puede probar tales desi- 
gualdades. La idea de Liapunov fue encontrar una matriz de ponderacion W tal que la 
longitud ponderada ||W«(f)|| siempre es decreciente. Si existe una W asf, entonces ||W«|| de- 
crece de manera estable a cero, y despues de algunos altibajos u tambien debe llegar ahf 
(estabilidad). El verdadero valor del metodo de Liapunov, se encuentra para una ecuacion 
no lineal; entonces la estabilidad puede demostrarse sin necesidad de conocer una formula 
para u(t). 


Ejemplo 3 


du/dt = j a u manda a u{t) alrededor de un ctrculo, empezando desde «(0) : 


a ox 


Debido a que traza = 0 y det = 1, se tienen valores caracterfsticos puramente imaginarios: 

= A. 2 + 1 = 0 de mode que X = + i y — i. 

Los vectores caracterfsticos son (1, — 0 y (1, i), y la solucion es 


■X -I 
1 —X 



r 

+ i-i. 

Y 

— • i 

2 

i 


Lo anterior es correcto pero no es elegante. A1 sustituir cos t ± i sen t para e“ y e~“, vuel- 
ven a aparecer rtumeros reales : la solucion circulante es u(t ) = (cos t , sen t ). 

Empezando desde una «(0) = (a, b) distinta, la solucion u(i) termina como 


a cos t — b sen t 


cos t 

—sen f 


a 

b cos t + a sen t 


sen t 

cos t 


b 


(15) 


jAqui se tiene algo importante! La ultima matriz multiplica a u{ 0), por lo que debe ser la 
exponential e At . (Recuerde que u(t) = e At u( 0).) Esta matriz de senos y cosenos es nuestro 
ejemplo principal de una matriz ortogonal. La longitud de las columnas es 1, su producto 
intemo es cero, y se tiene una confirmation de un hecho maravilloso: 


Si A es simetrica sesgada (A T = —A) entonces e Al es una matriz ortogonal. 


A t = — A proporciona un sistema conservador. En amortiguamiento o difusidn no se pier- 
de energia: 

A T = -A, (e At y=e~ A! , y ||*A'«(0)|| = ||m(0)||. 
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La comparacion es perfecta si se preserva la misma A. 




(16) 


Dos condiciones iniciales inician el sistema: el “desplazamiento” u(Q) y la “velocidad” 
m'( 0) Para cumplir estas condiciones, hay 2 n soluciones exponenciales puras. 

Suponga que se usa to en vez de X, y que estas soluciones especiales se escnben co- 
m0 u = e i,M x. A 1 sustituir esta exponencial en la ecuaci6n diferencial, debe cumplir 

— (e ia ”x) = A(e iM x), o bien, -co 2 x = Ax. (17) 

dt 2 

El vector x debe ser un vector caracteristico de A, exactamente como antes. Ahora el va- 
lor caracterfstico correspondiente es -to 2 , de modo que la frecuencia <u esti relacionada 
con ia razon de desintegracion X mediante la ley -a, 2 = X. Toda solucion especial e x de 
la ecuacion de primer orden lleva a dos soluciones especiales e ,a>, x de la ecuacion de se- 
gundo orden, y los dos exponentes son co = ±-/ = X. Lo anterior solo fracasa cuando 
0, que solo tiene una raiz cuadrada: si el vector caracteristico es x, entonces las dos solu- 
ciones especiales son x y tx. 

Para una matriz de difusion genuina, todos los valores caracteristicos X son negativos 
y todas las frecuencias to son reales: la difusion pura se transforma en oscilacion pura. Los 
factores e im producen estabilidad neutra, la solucion no crece ni se desmtegra, y la ener- 
eia total permanece precisamente constante. Simplemente continua pasando alrededor del 
sistema. La solucion general de d W = Au, si A tiene valores caracteristicos negativos 
Xi,...,X„ y si coj = sj-^j .es 

u(t) = (Cl e-“>' + d.e-^xx + • • • + (c n e iw "‘ + d^^Xn. (18) 


Como siempre, las constantes se encuentran a partir de las condiciones iniciales. Esto es 
mds facil de hacer (a expensas de una formula adicional) cambiando de exponenciales os- 
cilatorias a las funciones seno y coseno mas conocidas: 


u (t ) = (oi cos o>i t + foisen<uif)xi — • • • -r (a„ cos ce„t + b n sen co n t)x n . . (19) 


El desplazamiento inicial w(0) es facil de mantener separado: t = 0 significa que sen cot 
0 y cos vjt = 1, dejando s61o 

u( 0) = aixi + • • • + a n x n , o bien, u( 0) = Sa, o bien, a = S l u( 0). 

Luego de diferenciar u(t) y hacer t = 0, las bs se determinan por la velocidad inicial: 
n'(0) = + •• • + b n co n Xn. La ecuacidn se resuelve al sustituir las as y las bs en la 

formula para u(t). 

La matriz A = [~] 4] tiene X t = -1 y X 2 = -3. Las frecuencias son ^ = 1 y 

co, = V3 . Si el sistema inicia desde el reposo, «'( 0) = 0, los terminos en b sen cot desapa- 
recen: 

'll ^1 [ll ,1 p;. 1 

Solucion de «(0) = ^ u{t) — -cost ^ ^ cos V3t • 

Ffsicamente, dos masas estan unidas entre si y a paredes estacionarias mediante tres 
resortes identicos (vease la figura 5.3). La primera masa se mantiene a u(0) = 1, la segun- 
da se mantiene a w(0) = 0 y en t = 0 se libera. Su movimiento u(t) se convierte en un pro- 
medio de dos oscilaciones puras, correspondientes a los vectores caracteristicos. En el 
primer modo ;q = (1, 1), las masas se mueven juntas y el resorte en el medio jam&s se es- 
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Figura 5.3 Los modos de oscilacion rapida y lenta. 


tira (vease la figura 5.3a). La frecuencia &), = 1 es la misma que para un solo resorte y 
una sola masa. En el modo mas rapido x 2 = (1, — 1) con frecuencia V3 , las masas se mue- 
ven de manera opuesta pero a la misma velocidad. La solucion general es una combina- 
cidn de estos dos modos normales. La solucion particular es la mitad de cada una. 

A medida que transcurre el tiempo, el movimiento es “casi periodico”. Si la razon co x /a> 2 
fuese una fraction como 2/3, las masas terminarfan por volver a u( 0) = (1, 0) y empezarfan 
de nuevo. Una combination de sen 2t y sen 3 1 tendria un periodo de 2 tr. Sin embargo, v3 
es irracional. Lo mejor que puede decirse es que las masas estaran arbitrariamente proximas 
a (1, 0) y tambien a (0, 1). Como una bola de billar que rebota por siempre en una mesa per- 
fectamente lisa, la energia total es fija. Tarde o temprano las masas llegan cerca de cualquier 
estado con esta energia. 

De nuevo es imposible dejar el problema sin establecer un paralelismo con el caso 
continuo. A medida en que las masas y los resortes discretos se unen en una varilla solida, 
las “segundas diferencias” dadas por la matriz A 1, —2, 1 se convierten en segundas deri- 
vadas. Este limite es descrito por la celebre ecuacion de onda d 2 u/dt 2 = dru/'dx 2 . 


K Conjunto de problemas 5.4 

1. Siga el primer ejemplo de esta section, para encontrar los valores caracteristicos y los 
vectores caracteristicos, asi como la exponencial eA\ para 



2. Para la matriz previa, escriba la solucion general de duldt = Au, asi como la solucion 
especifica que coincida con u(0) = (3, 1). y.Cual es el estado estacionario cuando 
t -» oo? (Este es un proceso de Markov continuo; X = 0 en una ecuacidn diferencial 
corresponde a X = 1 en una ecuacion en diferencias, ya que e 0t =1.) 

3. Suponga que la direction temporal se invierte para obtener la matriz —A: 


du 

dt 


1 

-r 


3 

”1 

ij“ 

con 

u o — j 


Encuentre u(t) y demuestre que se infla en vez de desintegrarse cuando t — » oo. (La 
difusion es irreversible, y la ecuacion del calor no puede aplicarse en retrospectiva.) 
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4. Si P es una matriz proyeccion, a partir de la serie infinita demuestre que 

e p / + 1.718 P. 

5. Una matriz diagonal como A = [o ° ] satisface la regia de costumbre e A(,+T) = e A, e AT 
ya que la regia se cumple para cada elemento diagonal. 

a ) Explique por que e A t+T) = e A, <? AT , usando la fdrmula <? A ' = 5<? At S -1 . 

b) Demuestre que e A+s = e A e B no se cumple para matrices a partir del ejemplo 

" Q Q " " Q | 

A = . „ B = . n (utilice la serie para e A y e 8 ) 

1 0 u u 

6 . La ecuacion de orden superior y" + y = 0 puede escribirse como un sistema de pri- 
mer orden si la velocidad y' se introduce como otra incognita: 


Si esta es du/dt = Au, y,cual es la matriz A de 2 por 2? Encuentre sus valores caracteris- 
ticos y sus vectores caracteristicos, y calcule la solution que empieza desde y(0) = 2, 
/( 0 ) = 0 . 

7. Transforme y" = 0 a un sistema du/dt = Au de primer orden: 

d y _ y' _ 0 1 y 

It l/J ~~ [o J “ [o Oj [y'_ ' 

Esta matriz A de 2 por 2 solo tiene un vector caracterfstico y no es posible diagonali- 
zarla. Calcule e*', a partir de la serie I + At +■■■ y escriba la solution e A, u( 0) empe- 
zando desde y (0) = 3, y'(0) = 4. Compruebe que su (y, y") satisface y" = 0. 

8. Suponga que la poblacion de conejos r, y la poblacion de lobos w estan regidas por 

dr 

— = 4r — 2w 


— — ■ = r + w. 
dt 

a) Este sistema es testable, neutralmente estable o inestable? 

b ) Si inicialmente r = 300 y w = 200, ycuales son las poblaciones en el instante ft 

c) A1 cabo de bastante tiempo, y,cuai es la proporcidn de conejos a lobos? 

9. Decida la estabilidad de u’ = Au para las siguientes matrices: 

. . [2 3] , . . _ 1 2 

d) A 45 ’ b) A ^ j. 

. . ri , [-i -i‘ 

C) A [! _ 2 j- ^ A [- 1 - 1 / 

10. Decida la estabilidad o inestabilidad de dv/dt — w, dw/dt = v. y,Existe una solution 
que se desintegre? 

11. Con base en su traza y su determinante, y,en que instante t las siguientes matrices cam- 
bian entre estables con valores caracteristicos reales, estables con valores caracteristi- 
cos complejos e inestables? 

„ ri “' 1 1 ^ _ [0 4 — f I . _\t -r 

Al t —1 ’ Al 1 -2 ’ 1 t 
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12. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos para 

du [ 0 3 0' 

= Am = -3 0 4 u. 

dt [0-40 

iPor que se sabe, sin necesidad de calcuiar, que e At es una matriz ortogonal y que 
||m(0II 2 — u\ + u\ + u\ es constante? 

13. Para la ecuacion simetrica sesgada 

du [ 0 c -b 1 Fui 

— ■ — Au = —c 0 a iio , 


L b -a 0J [« 3 J 

a ) Escriba u\, u ' 2 , u' 3 y confirme que u\ui + u' 2 u 2 + u' 3 u 3 = 0. 

b) Deduzca que la longimd u\ + u\+ u\ es una constante. 

c ) Encuentre los valores caracteristicos de A. 

La solution gira alrededor del eje w = (a, b, c), porque Au es el “producto cruz” u X 
w, que es perpendicular aay w. 

14. ^Cuales son los valores caracteristicos X y las frecuencias w, ast como la solution ge- 
neral de la siguiente ecuacion? 


15. Resuelva la ecuacion de segundo orden 

d 2 u [-5 -1 

dF = -l -5 “ COn “ (0) 


16. En la mayor parte de las aplicaciones, la ecuacion de segundo orden se ve como Mu"+ 
Ku = 0, con una matriz masa que multiplica a las segundas derivadas. Sustituya la ex- 
ponential pura u = e UM x y encuentre el “problema de valores caracteristicos gene- 
ralizado” que es necesario resolver para la frecuencia to y el vector x. 

17. Con una matriz friction F en la ecuacion u" + Fu’ — Au = 0, sustituya una exponen- 
tial pura u = e Kt x, y encuentre un problema de valor caracterfstico cuadratico para A.. 

18. Para la ecuacion (16) en el texto, con to — 1 // encuentre el movimiento si la pri- 
mera masa se golpea en t = 0 ; u( 0) = ( 0 , 0 ) y «'( 0 ) = ( 1 , 0 ). 

19. Toda matriz de 2 por 2 con traza cero puede escribirse como 

, f a b + c 
A = , 

b — c —a 

Demuestre que sus valores caracteristicos son reales exactamente cuando a 2 + 
b 2 > c 2 . 

20. Por sustitucion hacia atras o calculando los vectores caracteristicos, resuelva 


‘1 

2 

r 

T 

0 

3 

6 u con 

u( 0) = 0 

0 

0 

4_ 

1 
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21. Encuentre los Xs y los xs de modo que e Xt x resuelva 


i,Qud combination u = c x e k '‘x, + c 7 e^’x 2 empieza desde u(0) - (5. -2)? 

22. Resuelva el problema 21 para u(t ) = (y(t), z(0) P or sustitucion hacia atras. 


Primero se resuelve 
Luego se resuelve 


‘ z, empezando con z(0) = —2. 

• 4y + 3z, empezando cony(O) = 5. 


La solution para y es una combinacidn de e 4r y e‘ . 

23. Encuentre A para cambiar / = 5y'+ 4y en una ecuacion vectorial para u(t) = (y(t), 

Y(t )): 

du fy'l _ f 1 fyl _ ... 


i,Cudles son los valores caracteristicos de A? Encuentrelos tambien por sustitucion de 
y = e xt en la ecuacion escalar y" = 5y' + 4y. 

24. Entre dos habitaciones con aforo para u(0) = 30 personas y u>(0) = 10 personas se 
abre una puerta. El movimiento entre las habitaciones es proportional a la diferencia 


Demuestre que el total v + w es constante (40 personas). Encuentre la matnz en 
duldt — Au, ast como sus valores caracteristicos y vectores caracteristicos. i.Cuales 
son v y w en t = 1? 

25. Invierta la difusion de personas en el problema 24 a duldt = -Au\ 

dv dw _ 

— = v — w y —r~ — tv v. 
dt dt 

El total v + w sigue siendo constante. ^Como cambian los Xs ahora que A ha cambia- 
do a -A? Sin embargo, demuestre que v(t) tiende a infinite a partir de v(0) = 30. 

26. La solution de / = 0 es una recta y = C + Dt. Transformed en una ecuacidn matricial: 


Tt [/] = [o o] [y] tienelasoluci6n [y] =e " [y ( (°0)j- 

Esta matr iz A no puede diagonalizarse. Encuentre A 2 y calcule e M =1 + At + \A 2 t 2 
+ . . .. Multiplique su e*’ por (y(0), y'(0)> para comprobar la recta y(t) = y(0) + y'(0)f. 

27. Sustituya y = e Xt en y" = 6y' - 9y para demostrar que X = 3 es una raiz repetida. Es- 
to es un problema: se requiere una segunda solution despues de e 3t . La ecuacion ma- 
tricial es 

d fy’ _ r 0 1 y 

dt [y’\ ~ [-9 6J ' 

Demuestre que esta matriz tiene X = 3, 3 y solo una recta de vectores caracteristicos. 
Aqui tambien se tiene un problema. Demuestre que la segunda solution es y = te . 


r : \ ij s„ ? r-. •>..} \ tz 5 1 J 
U N: V tr. vi 3 f D A I. 
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b) La ecuacion de segundo orden y" = — y produce una ecuacion vectorial u' = Au: 


Escriba y (t) del inciso a) en u(t) = (y, y'). Esto resuelve nuevamente el problema 6. 

30. Una solution particular de duldt = Au — b es u p = A~ l b, si A es invertible. Las solu- 
ciones de duldt = Au dan u„. Encuentre la solution completa u p + u n de 


2m — 8. 


31. Si c no es un valor caracterfstico de A, sustituya u = e c 'v, y encuentre v para resolver 
du/dt = Am — e c ‘b. Esta u = e ct v es una solution particular. ^Como fracasa cuando c 
es un valor caracterfstico? 

32. Encuentre una matriz A para ilustrar cada una de las regiones inestables en la figura 
5.2: 

a) X x < 0 y X 2 > 0. 

b) X x > 0 y X 2 > 0. 

c ) Xs complejos con parte real a > 0. 

Los problemas 33 a 41 son sobre la matriz exponential e At 

33. Escriba cinco terminos de la serie infmita para e At . Tome la derivada t de cada termino. 
Demuestre que tiene cuatro terminos de Ae At . Conclusion: e A ‘u (0) resuelve u' = Am. 

34. La matriz B — l j tiene B 1 — 0. Encuentre e Bl , a partir de una serie infinita 
(corta). Compruebe que la derivada de e Bt es Be 8 ’. 

35. Empezando desde m(0), la solution en el instante T es e AT u (0). Pase a un instante adi- 

cional t para llegar a e At (e AT u( 0)). Esta solution en el instante t + T tambien puede es- 
cribirse como . Conclusion: e Ar multiplicado por e AT es igual a . 


36. Escriba A = I 0 0 j en la forma SAS *. Encuentre e At . a partir de 5e A '5 ,_l . 

37. Si A 2 = A, demuestre que la serie infinita produce e At = I + {e‘ — 1)A. Para A 


J J en el problema 36, con lo anterior se obtiene e A ‘ 


38. En general, e A e B es diferente de e B e A , y ambas son distintas de e A+s . Compruebe esto, 
usando los problemas 36-37 y 34: 

, = [1 ll R = fo -il A +B = fl °' 

A [° oj B [o OJ A + B [o °_ ■ 

39. Escriba A = [o 3 ] como S A 5 _1 . Multiplique Se A ‘S~~ l para encontrar la matriz 
exponential e A ‘. Compruebe que = I cuando t = 0. 
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Escriba A — l l en la serie infmita para encontrar e A ‘. Primero calcule A 2 : 


1 0 
0 1 


+ 


t 3 1 
0 0 


+ 


+ • • • 


0 


41. Proporcione dos razones por las cuales la matriz exponencial e At nunca es singular. 

a) Escriba su inversa. 

b ) Escriba sus valores caracteristicos. Si Ax = Xx, entonces e**x = x. 

42. Encuentre una solution x(t), y(t) del primer sistema que se haga grande cuando r — ► oo. 
Para evitar esta inestabilidad, jun cientffico considero intercambiar las dos ecuaciones! 

dx/dt — Ox — Ay . dy/dt = — lx +2y 


dy/dt 

Asi, la matriz 


-2x + 2 y 


se convierte en 


dx/dt 


Ox — 4 y. 


es estable. Tiene X< 0. Comente esta locura. 


43. A partir de esta solution general de du/dt = Au, encuentre la matriz A: 


u(t ) = cie 2 ' 


■ c 2 e 


5.5 MATRICES COMPLEJAS 


Ya no es posible trabajar solo con vectores y matrices reales. En la primera parte de este li- 
bro, cuando el problema basico era Ax = b, la solution era real cuando Ay b eran reales. Hu- 
biera sido posible permitir numeros complejos, aunque eso no hubiera contribuido a nada. 
Ahora ya no es posible evitarlos. Una matriz real tiene coeficientes reales en det (A — XI), 
aunque los valores caracteristicos (como en las rotaciones) pueden ser complejos. 

A continuation se introduce el espacio C" de vectores con n componentes complejas. 
La suma y la multiplication matriciales obedecen las mismas reglas que antes. La longitud 
se calcula de otra forma. Como se hacfa antes, el vector en C 2 con componentes (1, i) po- 
dia tener longitud cero: 1 2 + r = 0, lo cual no esta bien. La longitud al cuadrado correcta es 
1 2 + | if = 2. 

Este cambio a |jx|| 2 + jxij 2 + • • * + \x n \ 2 obliga a toda una serie de cambios. El pro- 
ducto intemo, la traspuesta, las definiciones de matrices simetrica y ortogonal, todo esto 
debe modificarse para numeros complejos. Las nuevas definiciones coinciden con las 
viejas cuando los vectores y matrices son reales. Estos cambios se presentan en una lista al 
final de la section, y cada cuestion se explica en la medida en que se aborda. 

Esa tabla es virtualmente un diccionario para pasar de real a complejo. Esperamos que 
sea de utilidad para el lector. En particular, se desea incursionar en las matrices simetricas 
y en las matrices hermitianas: (JDonde estan sus valores caractensticos, y que hay de es- 
pecial sobre sus vectores caracteristicos ? Para efectos pr&cticos, estas son las cuestiones 
mas importantes en la teorfa de los valores caracteristicos. De antemano se solicita aten- 
cion para las respuestas: 


1. Toda matriz simetrica (y toda matriz hermitiana) tiene valores caracteristicos 
reales. 

2. Sus vectores caracteristicos pueden escogerse de modo que sean ortonormales. 


Aunque parezca extrano, para demostrar que los valores caracteristicos son reales se em- 
pieza con la posibilidad opuesta, que lleva a numeros complejos, vectores complejos y ma- 
trices complejas. 



Numeros complejos y sus conjugados 

Qiiiza e i lector ya tenga experiencia con los numeros complejos; es facil proporcionar un re- 
paso. Los conceptos importantes son el conjugado complejo x y el valor absoluto |x|. Todo 
mundo sabe que, no importa que sea i, si este cumple la ecuacion i 2 = — 1. Se trata de un 
numero imaginario puro, como lo son sus multiplos ib; b es real. La suma a + ib es un nu- 
mero complejo, que se grafica de forma natural en el piano complejo (v6ase la figura 5.4). 

eje imaginario 



Figura 5.4 El piano complejo, con a + ib = re ,e y su conjugado a — ib = re ie . 

Los numeros reales a y los numeros imaginarios ib son los casos especiales de los nu- 
meros complejos; estan sobre los ejes. La suma de dos numeros complejos es facil: 

Suma de numeros complejos (a + ib) + (c + id) = (a + c) + i(b + d). 

Al multiplicar a + ib por c + id se aplica la regia de que i 2 — — 1: 

Multiplication (a + ib)(c + id) = ac + ibc + iad + i 2 bd 

= (ac — bd) + i(bc + ad). 

El conjugado complejo de a + ib es el numero a — ib. Se invierte el signo de las par- 
tes imaginarios. Es la imagen especular a traves del eje real; cualquier numero real es su 
propio conjugado, ya que b = 0. El conjugado se denota por una barra o una estrella: 
(a + ib)* — a + ib =a — ib- Posee tres propiedades importantes: 

1. El conjugado de un producto es igual al producto de los conjugados: 

( a + ib){c + id) — (ac — bd) — i(bc + ad) = (a + ib) (c 4- id). (1) 

2. El conjugado de una suma es igual a la suma de los conjugados: 

(a + c) + i(b + d) = (a + c) — i(b + d) = (a + ib) + (c + id). 

3. Al multiplicar a + ib por su conjugado a — ib se obtiene un numero real a 2 + b 2 : 

Valor absoluto (a + ib)(a — ib) = a 2 + b 2 — r 2 . (2) 

Esta distancia r es el valor absoluto \a + ib\ = -fa 2 -lb 2 . 




282 


Capitulo 5 Valores caracterfsticos y vectores caracterfsticos 


Por ultimo, la trigonometria relaciona los catetos ay boon la hipotenusa r mediante a - 
r cos 9 y b = r sen 9. A1 combinar estas dos ecuaciones se llega a las coordenadas polares: 

Forma polar a + ib = r(cos9 + i send) — re' 6 . (3) 

El caso especial mas importante es cuando r = 1. Asf, a + ib es e ,e = cos 9 + i sen 9, y se 
encuentra sobre la circunferencia unitaria en el piano complejo. A medida que 6 varfa de 
0 a 27 r, este numero e ,e circula alrededor de cero a la distancia radial constante \e‘ e \ = 



Ejemplo 1 x = 3 4- 4i multiplicado por su conjugado x = 3 — 4i es igual al valor absoluto al cuadrado: 

xx = (3 + 4i)(3 - 4i) = 25 = |x| 2 de modo que r = |x| = 5. 

Para dividir entre 3 + 41, el numerador y el denominador se multiplican por su conjugado 
3 - 41: 

2 + 1 2 + 1 3 - 41 _ 10 - 51 

3 + 41 “ 3 +41 3 -41 25 ' 

En coordenadas polares, la multiplication y la division son faciles: 

re i$ multiplicado por Re ia dene valor absoluto rR y angulo 9 + a. 
re ie dividido entre Re iar tiene valor absoluto r/R y angulo 9 — a. 

Longitudes y traspuestas en el caso complejo 

Volvemos al algebra lineal, y se efectua la conversion de reales a complejos. Por defini- 
cion, el espacio vectorial complejo C" contiene a todos los vectores x con n componentes 
complejas: 

~x\ 
x 2 

Vector complejo x= . con componentes Xj=aj+ibj. 

x„_ 

La suma de los vectores xyy sigue haciendose componente por componente. La multiplica- 
cion escalar cx ahora se realiza con numeros complejos c. Los vectores v x , ... ,v k son lineal- 
mente dependientes si alguna combination no trivial proporciona c 1 u l + • • • +c k v k =0; 
ahora los c } deben ser complejos. Los vectores de coordenadas unitarios siguen estando en 
C"; siguen siendo independientes, y siguen siendo una base. En consecuencia, C" es un es- 
pacio vectorial complejo de dimension n. 

En la nueva definition de longitud, cada xj se sustituye por su modulo (x/: 

Longitud al cuadrado ||x|| 2 = |xi j 2 + - • • + |x„| 2 . (4) 

Ejemplo 2 X = ! y ||x|| 2 =2; y= £ - 4i y Ill’ll 2 =25 - 

Para vectores reales, entre la longitud y el producto intemo habfa una relation estrecha: 
||x|| 2 = x T x. Se desea preservar esta relacitin. El producto intemo debe modificarse para 
coincidir con la nueva definicidn de longitud, de modo que en el producto intemo se con- 
juga el primer vector. Al sustituir x por x , el producto intemo se convierte en 

Producto interne x T y = xjyi + - •++ x n y n . (5) 
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Si se toma el producto intemo de x = (1 + i, 3 i) consigo mismo, se regresa a ||x|! 2 : 

Longitud al cuadrado x T x = (T+7)(l + i) + (3i)(3i) =2 + 9 y ||x|| 2 = 11. 

Observe que y T x es diferente de x T y; es necesario vigilar el orden de los vectores. 

Lo anterior deja un solo cambio mas en la notacidn, resumiendo dos sfmbolos en 
uno. En vez de una barra para el conjugado y una T para la traspuesta, estos sfmbolos se 
combinan en la traspuesta conjugada. Para vectores y matrices, un suprafndice H (o una 
estrella) combina ambas operaciones. Esta matriz A f = a h = A* se denomina “A her- 
mitiana”: 

“A hermitiana” A H = A T tiene elementos (A H ) y = A] J. (6) 

El lector debe estar muy atento para distinguir esta denominacion de la expresion “A es her- 
mitiana”, lo cual significa que A es igual a A H . Si A es una matriz de m por n, entonces A H 
es de n por m: 

Traspuesta 2 + l 3l _[2~i 4 + i O' 

conjugada 4 0 ' 0 ~ 3 ‘ 5 0 

Este sfmbolo A H otorga reconocimiento oficial al hecho de que, con elementos complejos, 
es muy raro que solo se busque la traspuesta de A. Es la traspuesta conjugada A H lo que se 
vuelve idoneo, y x 19 es el vector renglon • x n ]. 

5N 1. El producto intemo de x y y es x H y. Los vectores ortogonaies cumplen 
'■ >Py — 0 . 

2. La longitud al cuadrado de x es j(x|| 2 = x H x = jxi| 2 + • • • + [x„j 2 . 

3. Al conjugar (AB') r = B T A T se obtiene ( A B) H = B H A H . 

Matrices hermitianas 

En capftulos previos se hablo de matrices simetricas: A = A T . Con elementos complejos, 
es necesario ampliar el concepto de simetna. La generalizacion correcta no es hacia matri- 
ces que son iguales a su traspuesta, sino a matrices que son iguales a su traspuesta con- 
jugada. Estas son las matrices hermitianas, de las cuaies un ejemplo tfpico es: 

Matriz hermitiana A — ~ ^ 3 = A H . (7) 

3 + 5i 5 

Los elementos diagonales deben ser reates; la conjugacitin los deja sin cambio. Cada eie- 
mento fuera de la diagonal es compensado por su imagen especular a traves de la diagonal 
principal, y 3 — 3 i es el conjugado de 3 + 3 i. En cada caso, aij = ajj. 

Nuestro objetivo principal es establecer tres propiedades basicas de las matrices her- 
mitianas. Estas propiedades son igualmente validas para las matrices simetricas. Una ma- 
triz simetrica real ciertamente es hermitiana. (Para matrices reales no hay diferencia entre 
A 1 y A h ). Los valores caracteristicos de A son reales, como se demos trara a continuation. 

Propiedad 1 Si A = A H , entonces para todos los vectores complejos x, el numero 
x h A;c, es real. ' 
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Cada elemento de A contribuye a x^Ax. Intente el caso de 2 por 2 con x = ( u , w): 


3i 1 F u 


x h Ax = [u i>] 


= 2 uu + 5vv + (3 — 3 i)uv + (3 + 3 i)uv 
= real + real + (suma de conjugados complejos). 

Para una demostracidn en general, fx H Ax') H es el conjugado de la matriz de 1 por 1 
x h Ax, aunque en realidad se obtiene otra vez el mismo numero: (;c H A;c) H = ;t H A H ;c HH = 
x h Ax ■ Por tanto, este numero debe ser real. 

Propiedad 2 Si A = A H , todo valor caracterfstico es real. 

Demostracion Suponga que Ajc = Xx. El truco consiste en multiplicar por 
x 11 : x h Ax = Xx H x ■ Por la propiedad 1, el miembro izquierdo es real, y el miembro dere- 
cho x H x = H jc || 2 es real y positivo, ya que * ¥= 0. En consecuencia, x = ^ h Ajc/jc h ^ 
debe ser real. En el ejemplo se tiene A = 8 y A = — 1: 

- i; l - | 3+3i 5 ~-l | - - 71 + 10 - 13 - 3<| ! 

= A 2 - IX - 8 = (X - 8)(X + 1). (8) 

■ 

Nota Esta demostracion de valores caracteristicos reales es conrecta para cualquier ma- 
triz real: 


Demostracion 


Ax = Xx proporciona x r Ax = Xx T x , de modo que X = 


es real. 


Debe haber una trampa: El vector caracteristico x podria ser complejo. Es cuando A = A T 
que se tiene la certeza de que Ayr son reales. Mas que eso, los vectores caracteristicos 
son perpendiculares : x T y = 0 en el caso simetrico real y tFy — 0 en el caso hermitiano 
complejo. 

Propiedad 3 Dos vectores caracteristicos de una matriz simetrica real o de una ma- 
triz hermitiana, si provienen de valores caracteristicos distintos, son ortogonales en- 

tre st. : ' 'yV : A; rAy 


La demostracion empieza con Ax = A(X, Ay = X 2 y , y A = A H : 

(XiJ:) H y = (Ax) H y = x H Ay = x H (X 2 y)- (9) 

Los numeros exteriores son = X 2 x H y, ya que los Xs son reales. Ahora se utiliza la 

hipotesis de que X! ri X 2 , que obliga a concluir que jpy = 0. En el ejemplo. 


(A -8/)* 


(A + I)y 


3 — 3 i jcj 
—3 x 2 

3 — 3 / yi 
6 y 2 


Estos dos vectores caracteristicos son ortogonales: 


*> = [1 !-«'] 
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Por supuesto, cualesquiera multiplos x/a y y//3 son igualmente validos que los vecto- 
res caracteristicos. MATLAB escoge a = ||x|| y /3 = ||y||, de modo que xj a y y/f3 son vec- 
tores unitarios; los vectores caracteristicos son normalizados para que su longitud sea 1. 
Ahora son ortonormales. Si estos vectores caracteristicos se escogen como las columnas 
de S, entonces se tiene S~ l AS = A , como siempre. La matriz de diagonalizacion puede 
escogerse con columnas ortonormales cuando A = A H . 

En caso de que A sea real y simetrica, por la propiedad 2 sus valores caracteristicos 
son reales. Por la propiedad 3, sus vectores caracteristicos unitarios son ortogonales y tam- 
bien son reales; resuelven (A — XI) x = 0. Estos vectores caracteristicos ortonormales van 
en una matriz ortogonal Q, 

con Q r Q = I y Q r = Q~ l . Asf, S~ l AS = A se vuelve especial: es Q 1 AO = A o 

A = QAQ~ l = QAQ r . Ahora es posible enunciar uno de los grandes teoremas del alge- 
bra lineal: 

50 Una matriz simetrica real puede factorizarse.ee A = QAQ T . Sus vectores ca- 
racteristicos ortonormales estdn en la matriz ortogonal Q, y sus .valores caracteristi- 
cos estAn en A. 

En geometria o mecanica, este es el teorema de los ejes principales. Proporciona la 
eleccion correcta de ejes para una elipse. Estos ejes son perpendiculares, y apuntan a lo lar- 
go de los vectores caracteristicos de la matriz correspondiente. (En la seccion 6.2 se rela- 
cionan las matrices simetricas con elipses n-dimensionales). En mecanica, los vectores 
caracteristicos proporcionan las direcciones principales, a lo largo de las cuaies hay com- 
presion pura o tension pura, sin esfuerzo de corte. 

En matematicas, la formula A = QAQ r se conoce como teorema espectral. Si se multi- 
plican las columnas por los renglones, la matriz A se convierte en una combinacion de proyec- 
ciones unidimensionales, que son las matrices especiales xx T de rango 1, multiplicadas por X: 



= AijcixJ + X 2 x 2 x 2 + - • • + X n x n xJ. (10) 

En el ejemplo los valores caracteristicos son 3 y 1 : 

, ,i r i -ii r 11 ! 

Ejemplo 3 A = =3 2 2 + 2 2 = combinacion de dos proyecciones 

-* l~2 2 J L 2 2 . 

Los vectores caracteristicos, con longitud escalada a 1, son 

i r ii i rr 

Xl V2 L-iJ y Xl ./I k ' 

Asi, las matrices del miembro derecho son x\xj y x 2 xj —columnas por renglones— y 
son proyecciones sobre la recta que pasa por x x y la recta que pasa por x 2 . 

Todas las matrices simetricas son combinaciones de proyecciones unidimensionales, 
que son matrices simetricas de rango 1 . 

Observacion Si A es real, y ocurre que sus valores caracteristicos son reales, entonces tam- 
bien sus vectores caracteristicos son reales. Resuelven (A — XI) x = 0 y pueden calcularse 
por eliminacion. Sin embargo, no son ortogonales, a menos que A sea simetrica: 
A = QAQ T llevaaA T = A. 
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Si A es real, todos los valores caracteristicos complejos se convierten en pares conju- 
gados: Ax = Xx y Ax = Xx. Si a + ib es un valor caracteristico de una matriz real, tam- 
bien lo es a - ib. (Si A = A T , entonces b = 0.) 

Hablando estrictamente, el teorema espectrai A = QAQ T solo se ha demostrado 
cuando los valores caracteristicos de A son distintos. Entonces ciertamente hay n vectores 
caracteristicos independientes y A puede diagonalizarse con seguridad. No obstante, es 
cierto (consulte la seccion 5.6) que irtcluso con valores caracteristicos repetidos, una ma- 
triz simetrica sigue teniendo un conjunto completo de vectores caracteristicos ortonorma- 
les. El caso extremo es la matriz identidad, que tiene X = 1 repetido n veces, y no carece 
de vectores caracteristicos. 

Para terminar el caso complejo se requiere el analogo de una matriz ortogonal real, y 
el lector puede conjeturar lo que ocurre al requerimiento Q T Q — I. La traspuesta se susti- 
tuye por la traspuesta conjugada. La condition se vuelve U H U = I. La nueva letra U refle- 
ja la nueva denomination: Una matriz compleja con columnas ortonormales se 
denomina matriz unitaria. 

Matrices unitarias 

iSe nos permite proponer dos analogias? Una matriz hermitiana (o simetrica) puede com- 
pararse con un numero real. Una matriz unitaria (u ortogonal) puede compararse con 
un numero en la circunferencia unitaria : un numero complejo de valor absoluto 1. Los 
Xs son reales si A H = A, y estan en la circunferencia unitaria si U H U = I. Los vectores ca- 
racteristicos pueden escalarse a longitud unitaria y hacerse ortonormales.’ 

Hay dos afirmaciones aiin no demostradas para matrices unitarias (incluyendo las or- 
togonales). En consecuencia, pasamos de inmediato a las tres propiedades de U que corres- 
ponden a las propiedades anteriores 1 a 3 de A. Recuerde que las columnas de U son 
ortonormales: 

Matriz unitaria U H U = I, UU H = /, y U H = U~ l . 

Lo anterior lleva directamente a la propiedad 1', que la multiplicaci6n por U no afecta los 
productos intemos, los angulos, o las longitudes. La demostracion se hace en una linea, jus- 
to como lo fue para Q: 

Propiedad 1' {Ux) H {Uy) = x H U H Uy = x H y y U preserva las longitudes: 

La longitud permanece sin cambio \\Ux\\ 2 = x H t/ H f/x = ||x|| 2 . (11) 

Propiedad 2' Todo valor caracteristico de U tiene valor absoluto [X| = 1. 

Lo anterior se concluye directamente de Ux = Xx, al comparar las longitudes de los 
dos miembros: \\Ux\\ = ||x|| por la propiedad 1', y siempre )|Xx|| = |X|||x||. En conse- 
cuencia, |X| = 1 . 

Propiedad 3' Los vectores caracteristicos correspondientes a valores caracteristicos 

distintos son ortonormales. 

'Mas tarde se comparardn las matrices “antihermitianas” con los numeros imaginarios puros, y las matrices “nor- 
males” con todos los numeros complejos a + ib. Una matriz no normal sin vectores caracteristicos ortogonales 
no pertenece a ninguna de estas clases, y esta fuera de toda analogi'a. 
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Ejemplo 4 


Se empieza con Ux — Xpcy Uy = X 2 y, y se toman productos intemos por la propiedad 1': 
x H y = ( Ux) H (Uy ) = (XuOVjy) = X,X 2 x H y. 

Al comparar la izquierda con la derecha, X ( X 2 = 1 o x H y = 0. Pero la propiedad 2' es 
X[Xi = 1, por lo que no puede tenerse XjX 2 — 1. Asf, x^y = 0 y los vectores caracteristicos 
son ortogonales. 


cos t —sent 
sent cos t 


tiene valores caracteristicos e i! ye lt . 


Los vectores caracteristicos ortogonales son* = (1, -i) y y = (1, i). (Recuerde tomar con- 
jugados en x^y = 1 + i 2 — 0). Despues de la division entre U2 son ortonormales. 

A continuation se presenta la matriz unitaria, con mucho, la mas importante que hay. 


Ejempio 5 


Matriz de Fourier 


Ejemplo 6 


El numero complejo w esta en la circunferencia unitaria al angulo 9 = 2-nin. Es igual a 
e lnl,n . Sus potencias son equidistantes alrededor de la circunferencia. Esa separation asegu- 
ra que la suma de todas las n potencias de w — todas las rafces n-esimas de 1 — es cero. Al- 

gebraicamente, la suma 1 + w H + w"~ l es ( w" - \)!{w - 1). j Y ( w n - 1) es cero! 

el renglon 1 de U H multiplicado 1 . , , , , , w n — 1 

por la columna 2del/es n w — 1 


W n - 1 
W — 1 


el rengldn i de (/« multiplicado \ + w + . . . + = 5_lr 1 = 0 

por la columna yde£/es n W — 1 

En el segundo caso, W — w J ~‘. Cada elemento de la F original tiene valor absoluto igual 
a 1. El factor encoge las columnas de U en vectores unitarios. La identidad funda- 
mental de la transformada finita de Fourier es U H U = l. 

Asf, U es una matriz unitaria. Su inversa se ve igual, excepto que w se sustituye por 
ty-t = e -,s = u>. Debido a que U es unitaria, su inversa se encuentra trasponiendo (con 
lo cual todo permanece igual) y conjugando (con lo cual w cambia a w). La inversa de es- 
ta U es U . Ux puede calcularse rapidamente mediante la transformada rapida de Fourier 
segun se encontrd en la seccion 3.5. 

Por la propiedad 1 ’ de las matrices unitarias, la longitud de un vector x es la misma 
que la longitud de Ux. La energfa en el espacio estado es igual a la energfa en el espacio 
transformado. La energfa es la suma de |x,| 2 , y tambien es la suma de las energfas en las 
frecuencias por separado. El vector x = (1, 0, . . . , 0) contiene cantidades iguales de cada 
componente de la frecuencia, y su transformada de Fourier discreta Ux ={ 1,1,..., 1)/ 
■Jn tambien tiene longitud 1. 

'0 10 0 ' 

„ = 0 0 1 0 
0 0 0 1’ 

10 0 0 


Esta es una matriz ortogonal, de modo que por la propiedad 3' debe tener vectores carac- 
teristicos ortogonales. jEstos son las columnas de la matriz de Fourier! El valor absoluto 
de sus valores caracteristicos debe ser 1 . 



238 


Capftulo 5 Valores caracteristicos y vectores caracteristicos 


Hay numeros 1 , w , . . , , w n 1 (o 1 ,i,i 2 , i 3 en este caso de 4 por 4). Es una matriz real, aun- 
que sus valores caracteristicos y vectores caracteristicos son complejos. 


Una nota final: Las matrices antihermitianas cumplen K H = —K, asf como las matri- 
ces simetricas sesgadas satisfacen K r = —K. Sus propiedades se concluyen de inmediato, 
a partir de su estrecho vinculo con las matrices hermitianas: 


Si A es hermitiana, entonces K = iAes anti hermitiana. 


Los valores caracteristicos de K son puramente imaginarios, en vez de puramente reales; 
se multiplica por i. Los vectores caracteristicos no cambian. El ejemplo hermitiano de las 
paginas previas conducirfa a 



Los elementos diagonales son multiplos de i (permitiendo el cero). Los valores caracteris- 
ticos son 8 i y —i. Los vectores caracteristicos siguen siendo ortogonales, y sigue teniendo- 
se K = U AU H —con una U unitaria en vez de una Q ortogonal real, y con 8/ y — i en la 
diagonal de A. 

Esta seccion se resume con una tabla de paralelismos entre reales y complejos. 


Beal contra complejo 


R” (n componentes reales) 


C" (n componentes complejas) 

longitud: ||x|| 2 = xf + • • • +x 2 

*-> 

longitud: ||x|| 2 = kf| 2 + • • • + |x„| 2 

traspuesta: Aj = A; f 

•<-> 

traspuesta hermitiana: Aj] = Ay, 

(. AB) J = s t a t 


(A5) h = B h A h 

producto intemo: x T y = xiyi + • 

* ‘ 

x H y = xlyx + • • • + x n y n 

(Ax) T y = x T (A T y) 


(Ax) H y = x H (A H y) 

ortogonalidad: x r y = 0 


ortogonalidad: x H y = 0 

matrices simetricas: A T = A 


matrices hermitianas: A H = A 

A = QAQ~ l = QAQ T (A real) 


A = UAU- 1 = UAU h (A real) 

simetrica sesgada K T = —K 

■O- 

antihermitiana K H = —K 

ortogonal Q r Q = / o bien, Q T 

= Q - 1 

U H U = I unitaria o bien U H — U~ l 

(Qx) J {Qy) = x T y y \\Qx\\ = 

P II <+ 

(Ux) H (Uy) = x H y y ||{/x|| = ||x|| 


Las coiumnas, los renglones, y los vectores caracteristicos de Q y U son ortonormales, y todo |A| = 1. 


OonjuntQ de problemas 5.5 


1. Para los numeros complejos 3 + 4i y 1 — i: 

a) Encuentre sus posiciones en el piano complejo. 

b) Encuentre su suma y su producto. 

c) Encuentre sus conjugados y sus valores absolutos. 

t,Los numeros originales estan dentro o fiiera de la circunferencia unitaria? 
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2. iQue puede decir sobre 

a) la suma de un numero complejo y su conjugado? 

b) el conjugado de un numero que estd sobre la circunferencia unitaria? 

c) el producto de dos numeros que estan sobre la circunferencia unitaria? 

d) la suma de dos numeros que estan sobre la circunferencia unitaria? 

3. Si x = 2 -I- i y y — 1 + 3/, encuentre x, xx, xy, 1/ x y x/y. Compruebe que el valor 
absoluto |ry| es igual a |x| multiplicado por |y|, y que el valor absolute |l/x| es igual a 1 
dividido entre |x|. 

4. Encuentre ay b para los numeros complejos a + ib a los Angulos 9 = 30°, 60°, 90° 
sobre la circunferencia unitaria. Compruebe por multiplicacion directa que el cuadra- 
do del primero es el segundo, y que el cubo del primero es el tercero. 

5. a) Si x = re ie , ycuales son x 2 , x~ l , y x en coordenadas polares? yjDonde estan los nu- 

meros complejos que tienen x" 1 =x? 

b) En t = 0, el numero complejo e (_1+i)t es igual a la unidad. Trace su trayectoria en 
el piano complejo cuando t crece desde 0 hasta 2-rr. 

6. Encuentre las longitudes y el producto intemo de 


7. Escriba la matriz A H , y calcule C = A H A si 


1/0 
/ 0 1 


i,Cual es la relacion entre C y C H ? ^Esto se cumple siempre que C se construye a par- 
tir de alguna A H A? 

8. a) Con la A precedente, use eliminacion para resolver Ax = 0. 

b) Demuestre que el espacio nulo que calculo es ortogonal a C(A H ) y no al espacio 
renglon de costumbre C(A T ). Los cuatro espacios fundamentales en el caso com- 
plejo son N(A) y C(A) como antes, y luego ATA H ) y C(A H ). 

9. a ) y,C6mo esta relacionado el determinante de A H con el determinante de A? 
b) Demuestre que el determinante de cualquier matriz hemritiana es real. 

10. o) y,Cuantos grados de libertad hay en una matriz simetrica real, en una matriz diago- 

nal real, y en una matriz ortogonal real? (La primera respuesta es la suma de las 
otras dos, ya que A = QAQ T .) 

b ) Demuestre que las matrices hermitianas A de 3 por 3 y tambien la U unitaria tienen 
9 grados de libertad (las coiumnas de U pueden multiplicarse por cualquier e' 6 ). 

11. Escriba P, Q y R en la forma A.iX|X, h + X 2 x 2 xf del teorema espectral: 


P = 


0 1 
1 0 


R = 


3 4 

4 -3 
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12. Proporcione ima razon si es verdadeto o an contraejemplo si es falso: 

a) Si A es hermitiana, entonces A + il es invertible. 

b) Si Q es ortogonal, entonces Q + j I es invertible. 

c) Si A es real, entonces A + il es invertible. 

13. Suponga que A es una matriz simetrica de 3 por 3 con valores caracteristicos 0, 1, 2. 

a) i,Qu6 propiedades pueden garantizarse para los vectores caracteristicos umtanos 
correspondientes u, v, w7 

b) En terminos de w, v, w, describa el espacio nulo, el espacio nulo izqmerdo, el esp 

cio renglon, y el espacio columna de A. . 

c) Encuentre un vector x que cumpla Ax = v + ui, ix es unico . 

d) i,En que condiciones sobre b. Ax = b tiene una^olucion? 

e) Si u, v, w son las columnas de S, scuffles son S y S AS. 

14. En la siguiente lista, ^que clases de matrices contienen a A, y cuales contienen a B? 

'o i o ol [iiii 

0010 o = i 1 1 1 1 

A ~ 0 0 0 1 Y 41111 

1 o o oj L 1 1 1 l . 

Ortogonales , invertibles, proyeccion, permutacion. hermitianas, de rango 1, diagona- 
lizables, de Markov. Encuentre los valores caracteristicos de Ay B. 

15 ; Cual es la dimension del espacio S de todas las matrices simetricas reales de n porn? 

El teorema espectral establece que toda matriz simetrica es una combination de n ma- 
trices proyeccion. Debido a que la dimension excede a n, i,como se explica esta dile- 

rencia? 

16. Escriba un hecho importante sobre los valores caracteristicos de cada uno de los si- 
guientes incisos. 

a) Una matriz simetrica real. 

b) Una matriz estable: todas las soluciones de du/dt - Au tienden a cero. 

c ) Una matriz ortogonal. 

d) Una matriz de Markov. 

e ) Una matriz defectuosa (no diagonalizable). 

f) Una matriz singular. 

17. Demuestre que si U y V son unitarias, tambien lo es U V. Use el criterio U H U = I. 

18. Demuestre que una matriz unitaria tiene |det U] = 1. aunque quizd det U es diferente 
de det U H . Describa todas las matrices de 2 por 2 que son unitarias. 

19. Encuentre una tercera columna, de modo que U sea unitaria. iCuanta libertad hay en 

la columna 3? _ 

" 1 /V 3 i/V 2 

U = 1 /V 3 0 

J/V3 1/V2 

20. Diagonalice la matriz antihermitiana de 2 por 2 K = jj )], cuyos elementos son to- 
dos 
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Calcule e Kt = Se A, S 1 y compruebe que e Kt es unitaria ^Cual es la derivada de e Kt 
en t = 0? 

21. Describa todas las matrices de 3 por 3 que simultdneamente son hermitianas, unitarias, 
y diagonales. ^Cuantas hay? 

22. Toda matriz Z puede separarse en una parte hermitiana y una parte antihermitiana, 
Z = A + K, asf como un numero complejo z puede separarse en a + ib. La parte real 
de z es la mitad de z + z, y la “parte real” de Z es la mitad de Z + Z H . Encuentre una 
formula semejante para la “parte imaginaria” K, y separe estas matrices en A + K: 

3 + i 4 + 2/ ~ i i 

Z = „ . y Z = . . . 

0 5 [—ij 

23. Demuestre que las columnas de la matriz de Fourier de 4 por 4 en el ejemplo 5 son 
vectores caracteristicos de la matriz permutacion P. en el ejemplo 6. 

24. Para la permutacion en el ejemplo 6, escriba la matriz circulante C — CqI + c t P + 
c 2 P 2 + c 3 P 3 . (Su matriz vector caracteristico es nuevamente una matriz de Fourier.) 
Tambien escriba las cuatro componentes del producto matriz-vector Cx, que es la con- 
volution de c = (c 0 , Ci,c 2 , c 3 ) y x = (x 0 , x,, x 2 , x 3 ). 

25. Para una matriz circulante C = FAF ~\ ^por que es mas rapido multiplicar por F ~ 1 , 
luego por A, y luego por F (regia de convolution), que multiplicar directamente por 
C? 

26. Encuentre las longitudes de u = (1 + i, 1 — i, 1 + 2i) y v — (;, i, i). Tambien encuen- 
tre u H v y v H u. 

27. Demuestre que A H A siempre es una matriz hermitiana. Calcule A H A y AA H : 


28. Si Az = 0, entonces A H Az = 0. Si A H Az = 0, multiplique por z H para demostrar que 

Az = 0. Los espacios nulos de A y A H A son . A H A es una matriz hermitiana in- 
vertible cuando el espacio nulo de A solo contiene a z = , 

29 . Cuando una matriz hermitiana se multiplica por un numero real c, icA sigue siendo 
hermitiana? Si c = i, demuestre que i A es antihermitiana. Lais matrices hermitianas 
de 3 por 3 constituyen un subespacio, en el supuesto de que los “escalares” sean nu- 
meros reales. 

30. y,Que clases de matrices P pertenecen a: ortogonales, invertibles, hermitianas, unita- 
rias, factorizables en LU, factorizables en QR1 

'0 1 0' 

P = 0 0 1 . 

0 0_ 

31. Calcule P 2 , P 3 , y P 100 en el problema 30. ^Cuales son los valores caracteristicos de P? 

32. Encuentre los vectores caracterfsticos unitarios de P en el problema 30, y luego escrf- 
balos en las columnas de una matriz unitaria U. iQu 6 propiedad de P hace ortogona- 
les a estos vectores caracterfsticos? 


f 
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Escriba la matriz circulante de 3 por 3 C = 2/ + 5 P + 4 P 2 . Tiene los mismos vecto- 
res caracteristicos que P en el problema 30. Encuentre sus valores caracteristicos. 

Si U es uuitaria y Q es una matriz ortogonal real, demuestre que U~ l es unitaria, y 
tambien que UQ es unitaria. Empiece con U H U = I y Q T Q = /• 

Diagonalice A (Xs reales) y K (Xs imaginarios) para llegar a UAU H : 


Diagonalice la siguiente matriz ortogonal para llegar a Q = [/At/. Ahora todos los 
As son . 

_ cos# —sen# 

^ sen# cos# 

Diagonalice la siguiente matriz unitaria, V para llegar a V = U AU H - Nuevamente, to- 
dos los |X| = 1 : 

y =_L[ 1 

V3 [1 +i -1 J' 

Si it], . . . , v n es una base ortonormal de C", la matriz con estas columnas es una ma- 
triz . Demuestre que cualquier vector z es igual a (vfzjoi + • • • + (vj?z)v„. 

Las funciones <?““y e“ son ortogonales en el intervalo 0 < x < 2 n porque su produc- 
to intemo complejo es f„ K = 0. 

Los vectores v = (1, i, 1) , w = (i, 1, 0) y z = son una base ortogonal de . 

Si A = R + iS es una matriz hermitiana, y,las matrices R y S, son simetricas? 

La dimension (compleja) de C" es . Encuentre una base no real de C". 

Describa todas las matrices de 1 por 1 que sean hermitianas y tambien unitarias. Ha- 
ga lo mismo para las matrices de 2 por 2. 

y,Como estan relacionados los valores caracteristicos de A H (una matriz cuadrada) con 
los valores caracteristicos de A? 

Si « H « = 1, demuestre que I — 2uu H es hermitiana y tambien unitaria. La matriz uu H 
de rango 1 es la proyeccion sobre ^que recta en C"? 

Si A + iB es una matriz unitaria {Ay B son reales), demuestre que Q — ^ a ] es 
una matriz ortogonal. 

Si A + iB es una matriz hermitiana {Ay B son reales), demuestre que ^ g ^ ] es si- 


Demuestre que la inversa de una matriz hermitiana tambien es hermitiana. 

Diagonalice la siguiente matriz, construyendo su matriz valor caracterfstico A y su 
matriz vector caracterfstico S: 


Una matriz con vectores caracteristicos ortonormales es de la forma A = U A U 1 = 
U AU h . Demuestre que AA H = A H A. Estas son exactamente las matrices normales. 
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m 5.6 TRANSFORMACIONES DE SEMEJANZA 

Virtualmente, cada paso de este capitulo implied la combination l AS. Los vectores carac- 
teristicos de A se fueron en las columnas S, con lo cual S 1 AS se volvio una matriz diagonal 
(denominada A). Una vez que A era simebica, en vez de S, se escribio Q, escogiendo que los 
vectores caracteristicos fuesen ortonormales. En el caso complejo, cuando A es hermitiana, 
se escribio U, que sigue siendo la matriz de vectores caracteristicos. Ahora se consideran to- 
das las combinaciones M~ l AM,formadas con cualquier M invertible en la derecha y su in- 
versa en la izquierda. La matriz vector caracterfstico invertible S podrfa no existir (el caso 
defectuoso), o podrfa no ser conocida, e incluso podrfamos no querer utilizarla. 

Primero un nuevo comentario: Las matrices A y M~ 1 AM son “semejantes”. Pasar de 
una a otra es una transformation de semejanza. Es el paso natural para las ecuaciones di- 
ferenciales o matrices de potencias o valores caracteristicos; asf como los pasos de la eli- 
mination eran naturales para Ax = b. La eliminacidn multiplicaba A por la izquierda por 
L~ l , pero no lo haefa por la derecha por L. De modo que U no es semejante a A, y los pi- 
votes no son los valores caracteristicos. 

Toda una familia de matrices AT” ‘AM es semejante a A, y hay dos preguntas: 

1. iQu6 tienen en comun estas matrices semejantes AT ‘AMI 

2. Con una eleccidn especial de M, (.que forma especial puede obtenerse mediante 
AT 'AM? 

La respuesta final la proporciona la forma de Jordan, con la que termina el capitulo. 

Estas combinaciones M~ l AM se presentan en una ecuacion diferencial o en diferen- 
cias, cuando un “cambio de variables” u = Mv introduce la nueva incognita v: 

du . dv dv 

— = Au se convierte en M — — AMv, o bien, — =M l AMv 
dt dt dt 

u n+l = Au n se convierte en Mv n+ \ = AMv n , o bien, t>„+i = M~ l AMv n . 

La nueva matriz en la ecuacion es M~ 'AM. En el caso especial M = S, el sistema no esta 
acoplado porque A = 5 _, A5 es diagonal. Los vectores caracteristicos evolucionan de 
manera independiente. Esta es la simplification maxima, aunque tambien son de utilidad 
otras Ms. Se intentara que trabajar con M~ ‘AM sea mas facil que hacerlo con A. 

La familia de matrices M~ ‘AM incluye a A misma, eligiendo M = I. Cualquiera de 
estas matrices semejantes puede aparecer en las ecuaciones diferencial y en diferencias, 
mediante el cambio u = Mv, por lo que deben tener algo en comun, como es el caso: las 
matrices semejantes comparten los mismos valores caracteristicos. 

5P . Suponga que B = M~ 1 AM. Entonces Ay B tienen los mismos valores carac- 
teristicos. Tod© vector caracterfstico x de A correspond© a un. vector caracterfs- 
tico M~ x x de B. 

Empiece con A* = Xx y sustituya A = M B M~ l : 

Mismo valor caracterfstico MBM~ l x = Xx que es B{M~ l x ) = X{M~ l x). (1) 
El valor caracterfstico de B sigue siendo X. El vector caracterfstico ha cambiado de x a 
M~ l x. 

Tambien puede comprobarse que A — XI y B — XI tienen el mismo determinante: 
Product© de matrices B — XI = M~~ l AM — XI = M _1 (A — XI)M 

Regia del product© det ( B — XI) = det M~' det (A — XI) det M = det (A — XI). 
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Los polinomios det(A - XI) y det(J3 - XI) son iguales. Sus raices — los valores caracte- 
risticos de A y B— son los mismos. A continuacion se presentan las matrices B que son se- 
mejantes a A. 


Ejemplo 1 


A = [q q J tiene valores caracterfsticos 1 y 0. Cada B es M l AM: 

| , entonces B ~\ \ ^ : triangular con X = 1 y 0. 

J , entonces B = \ \ f ] : proyeccion con X = 1 y 0. 


Si M 

Si M 


1 b 
0 1 


1 1 

-1 1 


rl n 
2 2 
1 1 
L 2 2 


Si M 


a b 
c d 


entonces B = una matriz arbitraria con X = 1 y 0. 


En este caso es posible producir cualquier B con los valores caracteristicos correctos. Se 
trata de un caso facil, ya que los valores caracteristicos 1 y 0 son distintos. La matriz dia- 
gonal A en realidad era A, el elemento distinguido de esta familia de matrices semejantes. 
La forma de Jordan estara preocupada sobre valores caracteristicos repetidos y una posible 
carencia de vectores caracteristicos. Todo lo que se dice ahora es que cada M~ l AM tiene el 
mismo numero de vectores caracteristicos independientes que A (cada vector caracterfsti- 
co se multiplica por M ~ 1 ). 

El primer paso es considerar las transformaciones lineales que estan detras de las ma- 
trices. Rotaciones, reflexiones, y proyecciones actuan sobre el espacio ^-dimensional. La 
transformacion puede ocurrir sin algebra lineal, aunque esta resulta en multiplicacion de 
matrices. 



Cambio de base = Transformacion de semejanza 

La matriz semejante B — M~ l AM esta estrechamente relacionada con A, si se regresa al es- 
tudio de las transformaciones lineales. Recuerde la idea clave: Toda transformacion lineal 
esta representada por una matriz. ;La matriz depende de la eleccion de la base! Si la ba- 
se se cambia por M, entonces la matriz A se cambia por una matriz semejante B. 

Las matrices semejantes representan la misma transformacion T respecto a bases 
diferentes. El algebra es casi directa: Suponga que se tiene una base v u . . . , v„. La y'-esima 
columna de A se obtiene al aplicar T a vf. 

T Vj = combinacion de los vectores de la base = a X jV\ + • • • + a nJ v n . (2) 


Para una nueva base V x , ... , V„, la nueva matriz B se construye de la misma forma: TVj 
= combinacion de los Vs = b\j V x + ■ • • + b nj V„. Pero tambien cada V debe ser una com- 
binacion de los vectores de la base anterior: los V} = Y m ijVi ■ Esta matriz M en realidad 
representa la transformacion identidad (!) cuando todo lo que ocurre es el cambio de base 
(T es I). La matriz inversa M~ l tambien representa la transformacion identidad, cuando la 
base se cambia de los vs de regreso a los Vs. A si, la regia del producto proporciona el re- 
sultado que se busca: 


5Q Las matrices A y B que representan la misma transformacion lineal T respecto 
a dos bases diferentes (los vs y los Vs) son semejantes: 


[Th . V =[/],. V 
B = M~~ l A M. 


(3) 


U n 5 V E R " t D A D i E C t ! "■ !. O C ! C A r-4 A CIOMAL 
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Considero que la mejor forma de explicar B = M~ l AM es con un ejemplo. Suponga 
que T es la proyeccion sobre la recta L al angulo 9. Esta transformacion lineal es descrita 
completamente sin ayuda de una base. Sin embargo, para representar T con una matriz se 
requiere de una base. En la figura 5.5 se presentan dos posibilidades, la base estdndar 
i>[ = (1, 0), v 2 — (0, 1) y una base V h V 2 escogida especialmente para T. 



0 

1 


proyeccion 


-0.5 

0.5 


t'v 


0.5 —0.5 
—0.5 o.5 


proyeccion 



Figura 5.5 Cambio de base, con la finalidad de hacer diagonal a la matriz proyeccion. 


De hecho, TV X = V t (porque V, ya esta en la recta L) y TV 2 = 0 (porque V 2 es per- 
pendicular a la recta). En esa base de vectores caracteristicos, la matriz es diagonal: 

Base de vectores caracterfsticos B = [T]v a v — 

La otra cuestion es el cambio de matriz base M. Para ello, V, se expresa como una combi- 
nacion v x cos 9 + v 2 sen 6 y estos coeficientes se escriben en la columna 1. De manera se- 
mejante, V 2 (o rV 2 , la transformacion es la identidad) es — v t sen 9 + v 2 cos 9, con lo que 
se obtiene la columna 2: 


1 0 
0 0 


Cambio de base 


M = [/]» 


La matriz inversa M 1 (que aqui es la traspuesta) va de v a V. Combinada con By M, pro- 
porciona la matriz proyeccion en la base estandar de us: 


Base estandar 


MBM~ 


c 

cs 


cs 

<■2 


Es posible resumir la cuestion importante. La manera de simplificar la matriz A — de 
hecho diagonalizarla — significa encontrar sus vectores caracterfsticos. Estos van en las co- 
lumnas de M (o de S) y M~ l AM es diagonal. El algebrista afirma lo mismo en el lenguaje 
de las transformaciones lineales: escoger una base que conste de vectores caracteristicos. 
La base estandar llevo a A, lo cual no era sencillo. La base corrects condujo a B, que era 
diagonal. 

Nuevamente se recalca que M~ l AM no surge cuando se resuelve Ax = b. Ahi la ope- 
racion basica fue multiplicar A (jsdlo por el lado izquierdo!) por una matriz que resta un 
multiplo de un renglon de otro. Esta transformacidn preserva el espacio nulo y el espacio 
renglon de A: normalmente cambia los valores caracterfsticos. 

En realidad, los valores caracteristicos se calculan por medio de una sucesion de se- 
mejanzas. La matriz avanza poco a poco hacia una forma triangular, y los valores caracte- 
risticos aparecen de manera gradual sobre la diagonal principal. (Esta sucesion se describe 


a v 
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en el capitulo 7). Eso es mucho mejor que tratar de calcular det ( A — XI), cuyas races de- 
ben ser los valores caracteristicos. Para una gran matriz, numericamente es imposible con- 
centrar toda esta informacion en el polinomio y obtenerla de nuevo. 


Formas triangulares con una M unitaria 

Nuestro primer movimiento mas alia de la matriz vector caracterfstico M — S es un poco 
ilogico: en vez de una M mas general, se avanza en direccion opuesta y M se restringe de 
modo que sea unitaria. Con esta restriccion, M~ l AM puede alcanzar una forma T triangu- 
lar. Las eolumnas de M = U son ortonormales (en el caso real podrfa escribirse M = Q). 
A menos que los vectores caracteristicos de A sean ortogonales, una diagonal U~ 1 AU es 
imposible. Sin embargo, el “lema de Schur” en 5R es muy util, por lo menos para la teo- 
rfa. (El resto de este capitulo esta dedicado mas a la teorfa que a aplicaciones. La forma de 
Jordan es independiente de esta forma triangular). 

5R Hay una matriz unitaria M — U tal que U~ X AU = T es triangular. Los valores 
caracteristicos de A aparecen a lo largo de la diagonal de esta matriz semejante T. 

Demostracion Toda matriz, por ejemplo de 4 por 4, tiene por lo menos un valor caracte- 
rfstico A.,. En el peor de los casos, puede estar repetido cuatro veces. En consecuencia, A 
tiene por lo menos un vector caracterfstico unitario x h que se coloca en la primera colum- 
na de U. En esta etapa, es imposible determinar las otras tres eolumnas, por lo que la ma- 
triz se completa de cualquier forma que la deje unitaria, y se la denomina U y . (El proceso 
de Gram-Schmidt garantiza que esto es posible). Ax x = XjXj en la columna 1 significa que 
el producto f/f 1 AU\ empieza de forma corrects: 


AU , = U i 


X\ * * * 
0 * * * 
0 * * * 
0 * * * 


conduces U X AU X = 


Luego, se trabaja con la submatriz de 3 por 3 en la esquina inferior derecha. Tiene un 
vector caracterfstico unitario x 2 , que se vuelve la primera columns de una matriz unitaria M 2 : 


entonces U 2 ’(i/, X AU\)U 2 = 


A * * 

0 X 2 * 

0 0 * 

0 0 * 


En el ultimo paso, un vector caracterfstico de la matriz de 2 por 2 en la esquina inferior de- 
recha pasa a una M 3 unitaria, que se coloca en la esquina de U 3 : 


Triangular U 3 1 ( U 2 1 U~ l AU l U 2 )U 3 


0 X 2 * * 
0 0 A 3 * 
0 0 0 * 


El producto U — L/j C/ 2 C/ 3 sigue siendo una matriz unitaria, y U~ l AU = T. ■ 

Este lema es valido para todas las matrices, sin la hipotesis de que A es diagonaliza- 
ble. Puede usarse para demostrar que las potencias de A k tienden a cero cuando todos los 
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Ejemplo 2 


|X,-| < 1, y las exponenciales e A ‘ tienden a cero cuando todos los Re < 0, incluso sin 
el conjunto complete de vectores caracteristicos que se supuso en las secciones 5.3 y 5.4. 

2 — 1 ] 

A = ^ q tiene el valor caracterfstico X = 1 (dos veces). 


La dnica lmea de vectores caracteristicos pasa por (1, 1). Despues de dividir entre V2, es- 
ta es la primera columna de U, y la U~ l AU = T triangular tiene los valores caracteristicos 
sobre su diagonal: 


U~'AU = 


'1/V2 

.1/V2 


1 A/2 
-1/V2. 



1/V2 1A/2' 

1/V2 -1/V2. 



= T. (4) 


Diagonaiizacion de matrices simetricas y hermitianas 

Esta forma triangular mostrara que cualquier matriz simetrica o hermitiana —sin importar 
que sus valores caracteristicos sean distintos o no — tiene un conjunto complete de vecto- 
res caracteristicos ortonormales. Se requiere una matriz unitaria tal que U~ l AU sea diago- 
nal. El lema de Schur justamente acaba de encontrarla. Esta T triangular debe ser diagonal, 
ya que tambien es hermitiana cuando A = A H : 

T = T h (U~ 1 AU) h = (7 h A h ((7 _1 ) h = U~~ x AU. 

La matriz diagonal U~ l AU represents un teorema clave en algebra lineal. 

5S (Teorema espectr&L To da A simetrica real puede dieg e por una ma- 
triz ortogonal Q. Toda matriz hermitiana puede diag e por una matriz 

unitaria U. 

■ ■ . (real) Q~ x AQ — A a bien, A = QAQ r 

(compleja) U~ l AU = A o bien, A = U AU H 
Las columnas.de Q (o de U) contienen vectores caracteristicos ortonormales de A. 

Observacion 1 En el caso simetrico real, los valores caracteristicos y los vectores carac- 
teristicos son reales en cada paso. Asf se obtiene una U unitaria real, que es una matriz or- 
togonal. 


Observacion 2 A es el Irmite de matrices simetricas con valores caracteristicos distintos. A 
medida que se tiende al lfmite, los vectores caracteristicos permanecen perpendiculares. 
Esto puede fallar si A ¥= A T : 



Cuando 9 -» 0, el unico vector caracterfstico de la matriz no diagonalizable q o J es [ o 

Ejemplo 3 El teorema espectral establece que esta A = A T puede diagonalizarse: 

‘0 1 O' 

A = 10 0 con valores caracteristicos repetidos X x = X 2 — 1 y X 3 = —1. 

0 0 1 
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X = 1 tiene un piano de vectores caracteristicos, y se escoge un par x t y * 2 ; 


x _L i y x 2 = 0 ; y *3 = -7= “I P"a A* = “I- 

V2 [oj [lj ^2 [_ oj 

Estas son las columnas de Q. A1 separar A = QAQ r en 3 columnas multiplicadas por 3 
renglones se obtiene 


0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 


01 TO 0 0 

0 -f- X 2 0 0 0 


0 0 0 


0 0 1 


Debido a que A., = X 2 , estas dos primeras proyecciones x,xj y x 2 xj (cada una de ran- 
go 1) se combinan para proporcionar una proyeccion P, de rango 2 (sobre el piano de vec- 
tores caracteristicos). Ast, A es 


0 1 O' 

1 0 0 = X,P t +A3P3 =( + l) 

0 0 1 


0 0 1 


+ (-l) 


3 "I 0 
i 3 0 


Toda matriz hermitiana con k valores caracteristicos distintos tiene una descomposicion 
espectral en A = A 1 P 1 + • • • + X k P k , donde P, es la proyeccion sobre el espacio carac- 
teristico para X,. Debido a que hay un conjunto completo de vectores caracteristicos, la su- 
ma de las proyecciones es igual a la identidad. Y como los espacios caracteristicos son 
ortogonales, dos proyecciones producen cero: Pj P, = 0. 

Se esta muy cerca de responder una pregunta importante, por lo que se continiia: A Pa- 
ra que matrices se cumple que T = A? jTodas las Ts simetricas, simetricas sesgadas y 
ortogonales son diagonales! Las matrices hermitianas, antihermitianas y umtanas, tambien 
estan en esta clase. Corresponden a numeros en el eje real, el eje imaginario, y en la cir- 
cunferencia unitaria. Ahora se busca toda la clase, que corresponde a todos los numeros 
complejos. Las matrices se denominan “normales”. 

5T La matriz N es normal si conmuta con bfi: N N H — N H N . Para tales matrices, 
y no otras, la triangular T — U~ l NU es la diagonal A. Las matrices normales son 
exactamente aquellas que tienen un conjunto completo de vectores caracteristicos 
ortonormales. ;:V : . ~ 


Ciertamente, las matrices simetricas y las matrices hermitianas son normales: Si A - 
A h , entonces ambas AA H y A H A son iguales a A 2 . Las matrices ortogonales y las unitarias 
tambien son normales: ambas UU H y U^U son iguales a I. Para cualquier matriz normal 
bastan dos pasos: 

1. Si N es normal, tambien lo es la triangular T = IT X NU: 

TT u = v -i NUU a N » u = U~ l N N h U = U~ l N H NU = U H N H UU~ l NU = T H T. 

2. ;Una T triangular que sea normal debe ser diagonal! (Consulte los problemas 19 y 20 
al final de esta section). 


son las columnas de U, y son ortonormales. Este es el buen caso. A continuation se regre- 
sa de las mejores matrices ( normales ) a las peores posibles ( defectuosas ). 


Normal 



Defectuosa A = 


r 
2 ' 


La forma de Jordan 

Esta section ha hecho su mejor esfuerzo a la vez que demando que M sea una matriz uni- 
taria U. Se obtuvo M~ l AM en una forma triangular T. Ahora se retira esta restriction so- 
bre M. Se permite cualquier matriz, y el objetivo es hacer M~ 1 AM lo mas diagonal posible. 

El resultado de este esfuerzo supremo para diagonalizacion es la forma de Jordan J. 
Si A tiene un conjunto completo de vectores caracteristicos, se toma M = S y se llega a 
J = S" 1 AS = A. Asf, la forma de Jordan coincide con la diagonal A. Esto es imposible 
para una matriz defectuosa (no diagonalizable). Para todo vector caracteristico faltante, la 
forma de Jordan tiene un 1 justo arriba de su diagonal principal. Los valores caracteristi- 
cos aparecen sobre la diagonal porque J es triangular. Y siempre es posible desacoplar va- 
lores caracterfsticos distintos. 

Lo unico que puede (o no) requerir un 1 fuera de la diagonal en J es un a repetido. 



5U Si A tiene s vectores caracterfsticos independientes, es semejante a una matriz 
con s bloques: 


Forma de Jordan j = M~'AM 


Cada bloque de Jordan 7, es una matriz triangular que solo tiene un valor carac ten's 
tico X t y un solo vector caracteristico: 


Bloque de Jordan J t 


El mismo X t aparece en varies bloques, si tiene varios vectores caracteristicos inde- 
pendientes. Dos matrices son semejantes si y solo si comparten la misma forma de 
Jordan J. 


Muchos autores han hecho de este teorema el punto climax de su curso de ilgebra li- 
neal. Francamente, considero que esto es un error. Ciertamente es verdad que no todas las 
matrices son diagonalizables, y la forma de Jordan es el caso mas general. Simplemente 
por ello, su construction es tecnica y extremadamente inestable. (Un ligero cambio en A 
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Estas cuatro matrices tienen valores caracteristicos 1 y 1 con solo un vector caracte- 
ristico, de modo que J consta de un bloque. A continuation se comprobara este hecho. To- 
dos los determinantes son iguales a 1 . Las trazas (las sumas abajo de la diagonal principal) 
son igual a 2. Los valores caracteristicos satisfacen l-l = lyl + l=2. Para T, B, y J, 
que son triangulares, los valores caracteristicos estan sobre la diagonal. Se quiere demos- 
trar que estas matrices son semejantes : todas pertenecen a la misma familia. 




'0 

1 

2' 

"0 

0 

r 

Ejempio 5 

A = ,0 

0 

1 

y B = 0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 


Cero es un triple valor caracterfstico de A y B, por lo que aparece en todos sus bloques de 
Jordan. Puede haber un solo bloque de 3 por 3, o un bloque de 2 por 2 y un bloque de 1 
por 1, o tres bloques de 1 por 1. Asi, Ay B tienen tres posibles formas de Jordan: 

‘0 10] [0 1 0] [0 0 O' 

J x = 0 0 1 , J 2 = 0 0 0 , J 3 = 0 0 0 . (8) 

o o oj L° 0 °J L° 0 °. 

E1 unico vector caracterfstico de A es (1, 0, 0). Su forma de Jordan solo tiene un blo- 
que, y A debe ser semejante a J x . La matriz B tiene el vector caracterfstico adicional (0, 1, 

0), y su forma de Jordan es J 2 con dos bloques. Asf como para J 3 = matriz cero, de suyo 
constituye una familia; la unica matriz semejante a J 3 es M~ 1 0M = 0. Un conteo de los 
vectores caracteristicos determina J cuando no hay nada mas complicado que un valor ca- 
ractenstico triple. 

Ejempio 8 Aplicacion a ecuaciones en diferencias y ecuaciones diferenciales ( potencias y exponen- 
tiates). Si A puede diagonalizarse, las potencias de A = SAS~ l son faciles: A k = SA k S ~ 1 
. En cada caso se tiene la semejanza de Jordan A = M J M~ l , de modo que ahora se requie- 
ren las potencias de J: 

A k = (M J J M~ l ) ■ ■ ■ (M J M~~ l ) = MJ k M~ l . 
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II 


J es diagonal por bloques, y las potencias de cada uno de estos bloques pueden tomarse por 
separado: 


'A 

1 

0]* 

"a 4 

kx k ~ l 

\k(k - 1)A 4-2 " 

0 

A 

1 

= 0 

x k 

kX k ~ l 

0 

0 

A 

0 

0 

X k 


Este bloque J t entra en juego cuando A es un triple valor caracterfstico con un solo vector 
caracterfstico. Su exponencial esta en la solution de la ecuacion diferencial correspondiente: 


Exponential 


1 j.'I -X t 


[0 0 e k ‘ 

produce 1 + Xt + X 2 t 2 / 2! 4- 


( 10 ) 

e u en la dia- 


Aquf / 4- Jit + (7,f) 2 /2! + • ■ • produce 1 + Xt + X 2 t 2 / 2! + ••• = e u en la dia- 
gonal. 

La tercera columna de esta exponencial proviene directamente de resolver du/dt = 

^ Ui X 1 0 iii 0 

— u 2 = 0 X 1 u 2 empezando con u 0 = 0 . 


Lo anterior puede resolverse por sustitucion hacia atras (ya que J, es triangular). La liltima 
ecuacion du 3 /dt = Xu 3 produce u 3 = e x ‘. La ecuacion para u 2 es du 2 /dt =Xu 2 + u 3 , 
y su solution es te x> . La ecuacion de arriba es dujdt = Xu x + u 2 , y su solution es 
\t 2 e Xt . Cuando X tiene multiplicidad m con un solo vector caracterfstico, el factor adicio- 
nal t aparece m — 1 veces. 

Estas potencias y exponentiates de J forman parte de las soluciones u k y u(t). La otra 
parte es la M que relaciona la A original con la matriz mas conveniente J: 

si u k+] = Au k entonces u k = A k u 0 = MJ k M~ l u 0 

si du/dt = Au entonces u(t) = e A, u( 0) = Me J, M~ x u{ 0). 

Cuando My J son S y A (el caso diagonalizable) aquellas son las formulas de las seccio- 
nes 5.3 y 5.4. El apendice B regresa al caso no diagonalizable, y muestra c6mo es posible 
alcanzar la forma de Jordan. Espero que la tabla siguiente sea un resumen conveniente. 

TVansformationes de semejanza 

1. A es diagonalizable : las columnas de S son vectores caracteristicos y S~~ 1 AS = A. 

2. A es arbitraria: las columnas de M incluyen “vectores caracrensdccs gensraliza- 
dos” de A, y la forma de Jordan M~ l AM — J cs diagonal por bloques. 

3. A es arbitraria : la matriz unitaria U puede escogerse de tal manera que U~'A T J 

— T es triangular. : ■■ 

■ 4. A'es normal, AA h — A H A: luego, U puede escogerse de modoque U~ X AU = A. 

Cases especiales de matrices normales, todas con vectores caracteristicos orto- 
normales: 

a) Si A = A h es hermitiana, entonces todos los As son reales. 

b) Si A = A T es simetrica real, entonces A es real y U — Qe s ortogonal. 

c) Si A = — A h es antihermitiana, entonces todos los Ay son puramente imagi- 
narios. 

d) Si A es ortogonal o unitaria, entonces todos los (Aj = 1 estdn en la circunferen- 
cia unitaria. 
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IP Conjunto ds problemas 5.6 

1. Si B es semejante aAyCes semejante a B, demuestre que C es semejante a A. (Sean 
B — M~ 1 AM y C — N~ ] BN.) i Que matrices son semejantes a /? 

2. Describa con palabras todas las matrices que son semejantes a j, y encuentre 

dos de ellas. 


3. 

4. 


5. 


Explique por que A nunca es semejante a A + I. 

Encuentre una diagonal M integrada por Is y — Is, para demostrar que 



1 

2 

1 


1 

2 

1 


1 

2 


es semejante a 



Demuestre (si B es invertible) que BA es semejante a AS. 



6. a) Si CD = —DC (y D es invertible), demuestre que C es semejante a — C. 

(?) Deduzca que los valores caracteristicos de C deben presentarse por parejas mas- 
menos. 

c) Demuestre directamente que si Cx = kx, entonces C(Dx) = —X(Dx). 


7. Considere cualquier A y una “rotaci6n dada” M en el piano 1-2: 


a 

b 

c 

cos 9 

— sent? 

O' 

A ~ d 

e 

f 

, M = sen<9 

cos d 

0 

J 

h 

i 

L 0 

0 

1 


Escoja el angulo de rotacion 9 para obtener cero en el elemento (3, 1) de M 1 AM . 

Nota Esta obtencion “de ceros” no es facil de continuar, ya que las rotaciones produ- 
cen cero en lugar de d y h arruina el nuevo cero en la esquina. Es necesario dejar una 
diagonal abajo de la principal, y terminar el calculo de los valores caracteristicos de 
alguna otra forma. En caso contrario, si A puede hacerse diagonal y pueden verse sus 
valores caracteristicos, entonces se encontrarfan las rafces del polinomio det (A — XI) 
usando solo las rafces cuadradas que determinan cos 9; lo cual es imposible. 


8. y,Qud matriz M cambia de la base Vj = (1, 1), V 2 = (1, 4) a la base v x = (2, 5), v 2 = 
(1, 4)? Las columnas de M se obtienen al expresar y V 2 como combinaciones 'Xm ij _ 
Vi de los v’s. 

9. Para las dos mismas bases, exprese el vector (3, 9) como una combination c 1 V l + 
c 2 V 2 y tambien como d l v l + d 2 v 2 . Compruebe numericamente que M relaciona c con 
d: Me = d. 


10. Confirme el ultimo ejercicio: Si Vj = m\ X v x + m 2 \V 2 y V 2 = m 12 u i + m 2 2 v 2 , y 
m n c\ 4- m X2 c 2 = d\ y m 2l c x + m 22 c 2 = d 2 , los vectores c x V x + c 2 V 2 y d x v x + d 2 v 2 
son los mismos. Esta es la “formula de cambio de base” Me = d. 


11. Si la transformation T es una reflexion, a (raves de la recta a 45° en el piano, encuen- 
tre su matriz respecto a la base estandar v t = (1, 0), v 2 = (0, 1), y tambien respecto a 
V, = (1, 1), V 2 = (1, — 1). Demuestre que estas matrices son semejantes. 


12. La transformacion identidad lleva cada vector en sf mismo: Tx = x. Encuentre la ma- 
triz correspondiente, si la primera base es iq = (1, 2), v 2 = (3, 4) y la segunda base 
es w x = (1, 0), w 2 = (0, 1). (jNo es la matriz identidad!) 
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13. La derivada de a + bx + cx 2 es b + lex + Ox 2 . 
a) Escriba la matriz de D3 por 3 tal que 



b) Calcule D 3 , e interprete los resultados en terminos de derivadas. 

c) ^Cuales son los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de D? 

14. Demuestre que todo numero es un vector caracterfstico para Tf(x) = df/dx, pero 
que la transformacion Tf(x ) = f(t) dt no tiene valores caracteristicos (aquf 
— oo < x < oo). 

15. En el espacio de matrices de 2 por 2, sea T la transformacion que traspone cada ma- 
triz. Encuentre los valores caracteristicos y las “matrices caracterfsticas” para A T = 
XA. 

16. a) Encuentre una matriz ortogonal Q, de modo que Q ~ ' A Q — A si 


'1 

1 

r 

'0 

0 

o' 

1 

1 

1 y 

A = 0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

3 


Luego, encuentre un segundo par de vectores ortonormales x S) x 2 para A. = 0. 
b) Compruebe que P = x x xj + x 2 xj es el mismo para ambos pares. 

17. En dos pasos, demuestre que toda matriz unitaria A es diagonalizable: 

i) Si A es unitaria, y V tambien lo es, entonces T = U~ l AU tambien es unitaria. 

ii) Una T triangular superior que es unitaria debe ser diagonal. Asf, T — A. 

Cualquier matriz unitaria A (con valores caracteristicos distintos o no) tiene un con- 
junto completo de vectores caracteristicos ortonormales. Todos los valores caracteris- 
ticos satisfacen |A| = 1 . 

18. Encuentre una matriz normal (AW H = N H N) que no sea hermitiana, antihermitiana, uni- 
taria, o diagonal. Demuestre que todas las matrices permutation son normales. 

19. Suponga que T es una matriz triangular superior de 3 por 3, con elementos ty. Com- 
pare los elementos de 7T H y T H T, y demuestre que si son iguales, entonces T debe ser 
diagonal. Todas las matrices triangulares normales son diagonales. 

20. Si N es normal, demuestre que ||(Vx|| = ||lV H x|| para todo vector x. Deduzca que el 
i-esimo renglon de N tiene la misma longitud que la f-esima columna. Nota: Si N tam- 
bien es triangular superior, esto de nuevo lleva a la conclusion de que debe ser dia- 
gonal. 

21. Demuestre que una matriz con vectores caracteristicos ortonormales debe ser normal, 
como se establece en 5T: Si U~ V NU = A, o N = U AU H , entonces NN H = N H N. 

22. Encuentre una U unitaria y una T triangular de modo que U~~ l AU = T, para 



'l ' 

"0 

1 

O' 

a 3 

A ~ [4 

-2 

y A = 0 

0 

0 



1 

0 

0 


23. Si A tiene valores caracteristicos 0, 1,2, ^cuales son los valores caracteristicos de 
A(A - /)( A -21)1 
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24. a) Demuestre por multiplicacion directa que toda matriz triangular T, por ejemplo de 3 

por 3, satisface su propia ecuacion caracterfstica (T — X\I)(T — X 2 I)(T — 
A , 3 /) = 0 . 

b ) Sustituya U~ X AU por T para deducir el famoso teorema de Cayley-Hamilton: To- 
da matriz satisface su propia ecuacion caracteristica. Para las matrices de 3 por 3, 
esto es (A — X\I)(A — X 2 I)(A — X 3 I ) = 0. 

25. El polinomio caracterfstico de A = b d j esA 2 — (a + d)X + (ad — be). Por sus- 

titucion directa, compruebe el teorema de Cayley-Hamilton: A 2 — (a + d) A + 
(ad — be) I = 0. 

26. Si ay = 1 arriba de la diagonal principal y a tJ = 0 en todas partes, encuentre la forma 
de Jordan (por ejemplo, para matrices de 4 por 4) encontrando todos los vectores ca- 
racteristicos. 

27. Demuestre al tanteo para una M que ningunas tomadas dos a dos de las tres formas de 
Jordan en la ecuacion ( 8 ) son semejantes: J\ M~ x J 2 M, J\ 7 i M~ x J 2 M, y 
hfM~ x hM. 

28. Resuelva u’ = Ju por sustitucion hacia atras, resolviendo primero para u 2 (t): 


du 

— = Ju 
dt 


con valor inicial u( 0) 


Observe te 5 ‘ en la primera componente uft). 
29. Calcule A w y e A si A = MJM ~ X : 


30. Demuestre que Ay B son semejantes encontrando una M tal que B = M~ X AM: 


a) A = 


1 -1 
-1 1 ' 


31. y,Cuales de las siguientes matrices A, aA 6 son semejantes? 

'1 0 ] [0 1 ] Tl 1 ] [0 0 ] [1 0 ] [0 1 ' 

,° 1 J L 1 °J L° °J L 1 L 1 °J L° 1 ‘ 

32. Hay 16 matrices de 2 por 2 cuyos elementos son 0s y Is. Las matrices semejantes per- 
tenecen a la misma familia. ^Cuantas familias hay? ^.Cuantas matrices (en total 16) 
hay en cada familia? 

33. a) Si x esta en el espacio nulo de A, demuestre que M~ x x esta en el espacio nulo de 

M~ l AM. 

b) Los espacios nulos de A y M~ l AM tienen igual(es)(vectores)(bases)(dimensi 6 n). 

34. Si A y B tienen exactamente los mismos valores caracteristicos y vectores caracteris- 
ticos, i&s A = B? Con n vectores caracteristicos independientes, se tiene A = B. En- 
cuentre A ¥= B cuando X = 0, 0 (repetido), aunque solo hay una k'nea de vectores 
caracteristicos (xq, 0 ). 
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Los problemas 35 a 39 son sobre la forma de Jordan. 

35. Por multiplicacion directa, encuentre J 2 y J 3 cuando 

/-f: >1 


Conjeture la forma de J k . Haga k = 0 para obtener J°. Haga k = — 1 para obtener 

36. Si J es la matriz de Jordan por bloques de 5 por 5 con X = 0, encuentre J 2 y cuente 
sus vectores caracteristicos. Tambien encuentre su forma de Jordan (dos bloques). 

37. En el texto se resolvio du/dt = Ju para una matriz J de Jordan por bloques de 3 por 3. 
Agregue una cuarta ecuacion dw/dt = 5tu+ x. Siga el patron de soluciones para z, y, 
x con la finalidad de encontrar w. 

38. Los valores caracteristicos de las siguientes matrices de Jordan son 0, 0, 0, 0. Las ma- 
trices tienen dos vectores caracteristicos (encuentrelos). Sin embargo, los tamanos de 
los bloques no coinciden y J no es semejante a K: 


'0 

1 

0 

0 ‘ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 


‘0 

1 

0 

o' 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


Para cualquier matriz M, compare JM con MK. Si son iguales, demuestre que M no es 
invertible. Luego, M~ X JM = K es imposible. 

39. Demuestre en tres pasos que A T siempre es semejante a A (se sabe que los Xs son los 
mismos; el problema son los vectores caracteristicos): 

a) Para A = un bloque, encuentre M, = permutation tal que Mj 1 M, = Jj . 

b) Para A = J cualquiera, construya M 0 , a partir de bloques, de modo que Mf l J Mo 
= J 7 . 

c) Para cualquiera A = M J M ~ x , demuestre que A T es semejante a J 7 y que tambien 
es semejante a J y a A. 

40. ^Cuales de los siguientes pares son semejantes? Escoja a, b, c, d para demostrar que 
los otros pares no lo son: 


41. y,Falso o verdadero (proporciona una buena razon)? 

a) Una matriz invertible no puede ser semejante a una matriz singular. 

b) Una matriz simetrica no puede ser semejante a una matriz no simetrica. 

c) A no puede ser semejante a —A, a menos que A = 0. 

d) A — I no puede ser semejante a A + I. 

42. Demuestre que A B tiene los mismos valores caracteristicos que BA. 

43. Si A es de 6 por 4 y B es de 4 por 6 , AB y BA son de tamanos distintos. No obstante. 


AB 0 
B 0 


0 0 
B BA 


a) i De que tamafio son los bloques de G? Son los mismos en cada matriz. 

b) Esta ecuacidn es M~~ X FM = G, de modo que F y G tienen los mismos 10 valores 
caracteristicos. F tiene los valores caracteristicos de AB mas 4 ceros; G tiene los 
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valores caracteristicos de BA mas 6 ceros. AB tiene los mismos valores caracteristi- 
cos que BA mas _ ceros. 

44. yPor qud cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera? 

a) Si A es semejante a B, entonces A 2 es semejante a B 2 . 

b) A 2 y B 2 pueden ser semejantes cuando AyBno son semejantes (intente X = 0, 0). 

c) [l ° j es semejante a j^o ij. 

d) ^ o 3 1 no es semejante a £ l 3 j. 

e) Si se intercambian los renglones 1 y 2 de A, y luego se intercambian las columnas 
1 y 2, los valores caracteristicos siguen siendo los mismos. 

Propiedades de (os valores caracteristicos y vectores caracteristicos 

iComo se reflejan las propiedades de una matriz en sus valores caracteristicos y vectores 
caracteristicos? Esta cuestion es fundamental en todo el capftulo 5. Una tabla que organi- 
ce los hechos mas importantes puede ser de utilidad. Para cada clase de matrices, a conti- 
nuacion se presentan las propiedades especiales de los valores caracteristicos y los 
vectores caracteristicos x,. 


Simetrica: A T = A 

X real 

ortogonal xjxj — 0 

Ortogonal: Q r = Q~ l 

toda|X| = 1 

ortogonal xfxj = 0 

Simetrica sesgada: A T = —A 

X imaginaria 

ortogonal xjxj = 0 

— x 

Hermitiana compleja: A = A 

X real 

ortogonal xjxj = 0 

Definida positiva: x T Ax >0 

toda X > 0 


Matriz similar: B = M~ l AM 

X(B) = A.(A) 

x(B) = M- x x{A) 

Proyeccion: P = P 2 = P T 

X = 1; 0 

espacio de columna; espacio nulo 

Reflexion: / — 2 uu T 

X = — 1; 1,..., 1 

u'.u 1 - 

Matriz rango 1: uv T 

X = v T u; 0, ... ,0 

u; v x 

In versa: A -1 

1/X( A) 

vectores caracteristicos de A 

Corrimiento: A + cl 

X(A) + c 

vectores caracteristicos de A 

Potencias estables: A n — > 0 

toda |X| < 1 


Exponencialmente estable: e At — 

> 0 toda Re X < 0 


Markov: my > 0, Y'" = , rriij = 1 

^•max = 1 

estado estacionario x > 0 

Permutacion ciclica: P n = / 

X k - e 2 * ik,n 

Xk = (i,x k ,...,xr l ) 

Diagonalizable: SAS~ l 

diagonal de A 

las columnas de S son independientes 

Simetrica: QAQ 2 

diagonal de A (real) 

las columnas de Q son ortonormales 

Jordan: J = M~ l AM 

diagonal de J 

cada bloque de un vector caracterfstico 

Cada matriz: A = I/SV T 

rango (A) = rango (S) 

los vectores caracteristicos de 


A t A, AA t en V, U 


Ejercicios de repaso 


Capftulo 


Ejercicios de repaso 


5.1 Encuentre los valores caracteristicos, los vectores caracteristicos, y la matriz de dia- 
gonalizacion S, para 


y B 


7 2 

-15 -4 


5.2 Encuentre los determinantes de A y A 1 si 


_ Xi 2 1 

[ 0 X 2 J 5 ‘ 

5.3 Si A tiene los valores caracteristicos 0 y 1, correspondientes a los vectores caractens- 
ticos 


ipodria decir de antemano que A es simetrica? ^Cuales son su traza y su determinan- 
te? ^Cual es A? 

5.4 En el problema previo, ^cuales son los valores caracteristicos y los vectores caracte- 
rfsticos de A 2 ? pCual es la relacion de A 2 con A? 

5.5 i,Existe una matriz A tal que toda la familia A + cl es invertible para todos los mime- 
ros complejos c? Encuentre una matriz real con A + rl invertible para todo r real. 

5.6 Resuelva para los dos valores iniciales, y luego encuentre e At : 


u si u( 0) 


y si k( 0) 


5.7 ^Prefiere un interes compuesto trimestralmente a 40% anual o anualmente a 50%? 

5.8 ^Falso o verdadero? (Proporcione un contraejemplo si es falso): 

a) Si B se forma a partir de A, mediante el intercambio de dos renglones, entonces B 
es semejante a A. 

b ) Si una matriz triangular es semejante a una matriz diagonal, ya es diagonal. 

c) Cualesquiera de las dos afirmaciones anteriores implica la tercera: A es hermitia- 
na, A es unitaria, A 2 = /. 

d) Si Ay B son diagonalizables, entonces tambien lo es A B. 

5.9 y.Que ocurre a la sucesion de Fibonacci si se retrocede en el tiempo, y como esta re- 
lacionado F- k con F k 7 La ley F k+ 2 = F k+1 + F k sigue siendo valida, de modo que 
F-i = 1 . 

5.10 Encuentre la solucion general de du!dt — Au si 

'0 -1 O' 

A = 1 0 -1 . 

0 1 0_ 

4,Puede encontrar un instante T al que se garantice que la solucion u{T) vuelva ai va- 
lor inicial u( 0)? 
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5.11 Si P es la matriz que proyecta R" sobre un subespacio S, explique por que todo vec- 
tor en S es un vector caracterfstico, y asf como cada vector en S 2- . y,Cudles son los va- 
lores caracteristicos? (Observe la relation con P 2 = P, lo que significa que X 2 = X.) 

5.12 Demuestre que toda matriz de orden > 1 es la suma de dos matrices singulares. 

5.13 a) Demuestre que la ecuacion diferencial matricial dX/ dt = AX + XB tiene la solu- 

tion X(t) = e Al X(0)e B ‘ . 

b ) Demuestre que las soluciones de dX/dt = AX — XA preservan los mismos valores 
caracteristicos para todos los instantes. 

5.14 Si los valores caracteristicos de A son 1 y 3 con vectores caracteristicos (5, 2) y (2, 1), 
encuentre las soluciones de du/dt — Au y u k+i — Au k , empezando con u (9, 4). 

5.15 Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de 


[0 -i Oj 

iQue propiedad se espera tengan los vectores caracteristicos y es verdadera? 

5.16 Intente resolver lo siguiente para demostrar que A no tiene raiz cuadrada. 

a b a b __ 0 1 _ . 

c d c d 0 0 


Cambie los elementos en la diagonal de A a 4 y encuentre una rafz cuadrada. 

5.17 a ) Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de A = [ ? I ] . 

b) Resuelva du/dt = Au empezando con w(0) = (100, 100). 

c) Si v(t) — ganancia de los corredores de bolsa y w{t) = ganancia del cliente, y am- 
bos se ayudan mutuamente mediante dv/dt = 4wy dw/dt = \ v, i& que tiende la 
razon v/w cuando t — »co? 

5.18 i,Falso o verdadero? (Proporcione una razon si es verdadero y un contraejemplo si es 
falso). 

a) Para toda matriz A, hay una solution de du/dt = Au empezando con n(0) = 

(1. • • • , D- 

b) Toda matriz invertible puede diagonalizarse. 

c) Toda matriz diagonalizable puede invertirse. 

d) El intercambio de los renglones de una matriz de 2 por 2 invierte el signo de sus 
valores caracteristicos. 

e) Si los vectores caracteristicos xy y corresponden a valores caracteristicos distin- 
tos, entonces = 0. 

5.19 Si K es una matriz simetrica sesgada, demuestre que Q = (/ - K)(I + K)~~' es una ma- 

[ 0 2 1 
-2 Oj' 

5.20 Si K H = - K (hermitiana sesgada), los valores caracteristicos son imaginarios y los 
vectores caracteristicos son ortogonales. 

a) (,Como se sabe que K — I es invertible? 

b)' iComo se sabe que K = U AU H para una matriz U unitaria? 
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c ) ^Por que es unitaria e Ar ? 

d) ),Por que es unitaria e K “l 

5.21 Si M es la matriz diagonal con elementos d, d 2 , d 3 , i,cual es i,Cuales son sus 

valores caracteristicos en el siguiente caso? 

'i i r 

A = 1 1 1 . 

1 1 1 _ 

5.22 Si A 2 = —I, ^cuales son los valores caracteristicos de A? Si A es una matriz real de n 
por n, demuestre que n debe ser par, y proporcione un ejemplo. 

5.23 Si Ax = XiX y A T y = X 2 y (todos reales), demuestre que x T y = 0. 

5.24 Una variante de la matriz de Fourier es la “matriz seno”: 


sen# sen 29 sen 30 
sen 20 sen 40 sen 69 
sen 30 sen 69 sen 90 


con 0 


Compruebe que S T = S '. (Las columnas son los vectores caracteristicos de la ma- 
triz tridiagonal —1, 2, —1). 

5.25 a) Encuentre una matriz N diferente de cero tal que N 3 — 0. 

b ) Si Nx = Xx, demuestre que X debe ser cero. 

c) Demuestre que N (denominada “matriz nilpotente”) no puede ser simetrica. 

5.26 a) Encuentre la matriz P = aa T / a T a que proyecta cualquier vector sobre la recta que 

pasa por a = (2, 1, 2). 

b ) i,Cual es el unico valor caracterfstico diferente de cero de P, y cual es el vector ca- 
racterfstico correspondiente? 

c) Resuelva u k+l — Pu k , empezando con u 0 = (9, 9, 0). 

5.27 Suponga que el primer renglon de A es 7, 6 y que sus valores caracteristicos son i, —i. 
Encuentre A. 

5.28 a) i Para que numeros c y d ocurre que A tiene valores caracteristicos reales y vecto- 

res caracteristicos ortogonales? 


b) i,Para cuales c y d es posible encontrar tres vectores ortonormales que sean com- 
binaciones de las columnas? (jNo lo resuelva!) 

5.29 Si los vectores jq y x 2 estan en las columnas de S, ^cuales son los valores caracterfs- 
ticos y los vectores caracteristicos de 


0.4 0. 

530 y,Cudl es el Ifmite cuando k — > oo (el estado estacionario de Markov) de 0 .6 o. 


'• 3 1* Ho 
L7 J i b \ 
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Matrices positivas dsfinidas 


E 6.1 MINIMOS, MAXIMOS, Y PUNTOS SILLA 

Hasta el momento, diffcilmente se ha pensado en los signos de los valores caracteristicos. 
No es posible preguntar si X es positivo antes de saber si es real. En el capftulo 5 se esta- 
blecio que toda matriz simetrica tiene valores caracteristicos reales. A continuacion se 
encontrara una prueba que puede aplicarse directamente a A, sin calcular sus valores carac- 
teristicos, que garantizard que todos estos valores caracteristicos son positivos. Esta prue- 
ba conlleva tres de los conceptos mas importantes del libro: pivotes , determinantes y 
valores caracteristicos. 

A menudo, el signo de los valores caracteristicos es crucial. Para estabilidad en ecua- 
ciones diferenciales, se requieren valores caracteristicos negativos, de modo que e Xr decai- 
ga. El nuevo y muy importante nuevo problema es reconocer un punto minimo. Esto se 
presenta en toda la ciencia e ingenieria, asf como en todo problema de optimizacion. El pro- 
blema matematico es mover la prueba de la segunda derivada F" > 0 hacia n dimensiones. 
A continuacion se presMtan dos ejemplos: 

F(x, y) = 7 + 2(x + y ) 2 — yseny — x 3 /(x, y) — 2x 2 + 4xy 4- y 2 . 

Ya sea F(x, y) o fix, y), itiene un punto minimo en x = y = 0? 

Observacidn 1 Los terminos de orden cero F( 0, 0) = 7 y/(0, 0) = 0 no afectan la res- 
puesta. Simplemente suben o bajan las graficas de F y /. 

Observacidn 2 Los terminos lineales proporcionan una condicion necesaria: A fin de 
tener alguna posibilidad de un mmimo, las primeras derivadas deben hacerse cero en 
x — y = 0: 

9F dF 

= 4(x + y) — 3x 2 = 0 y — — = 4(x + y) — y cos y — seny = 0 

9x 9y 

9/ 9/ 

— = 4x + Ay = 0 y — - = 4x + 2y = 0. Todo cero. 
dx dy 

Asf, (x, y) — (0, 0) es un punto estacionario para ambas funciones. La superficie z = F(x, 
y) es tangente al piano horizontal z = 7, y la superficie z — /(x, y) es tangente al piano 
z = 0. La cuestidn es si las graficas pasan o no por arriba de esos pianos , a medida que 
se aleja el punto de tangencia x = y — 0. 
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Estas segundas derivadas 4, 4, 2 contienen la respuesta. Debido a que son las mismas pa- 
ra F y para/, deben contener la misma respuesta. Las dos funciones se comportan exac- 
tamente de la misma manera cerca del origen. F tiene un minima si y solo si f tiene un 
minima. jSe demostrara que estas funciones no lo hacen! 

Observation 4 Los terminos de orden superior en F no afectan la cuestion de un mf- 
nimo local , aunque pueden impedir que este se convierta en un mfnimo global. En el 
ejemplo, el termino —x 3 tarde o temprano empujara a F hacia — oo. Para fix, y), sin ter- 
minos superiores, toda la accion esta en (0, 0). 

Toda forma cuadratica f = ax 2 + 2 bxy + cy 2 tiene un punto estacionario en el ori- 
gen, donde df/dx = df/dy = 0. Un mfnimo local tambien debe ser un mfnimo global. 
Entonces, la forma de la superficie z = fix, y) es como la de un tazon, apoyado en el ori- 
gen (vease la figura 6.1). Si el punto estacionario de F esta en x — a, y = /3, el unico 
cambio es en el uso de las segundas derivadas en a, ]3: 


Parte 

cuadratica 

deF 


fix, y) 


7 3 2 F y 2 3 2 F 

r(ct,P) +xy-^-(a,P) + Y Jy 2 ^’ 


( 1 ) 


Cerca de (0, 0), esta f(x, y), y se comporta de la misma forma en que F(x, y) se compor- 
ta cerca de (a, j8). 


Las terceras derivadas hacen su aparicion en el problema cuando las segundas deriva- 
das fracasan en proporcionar una decision deflnitiva. Esto ocurre cuando la parte cuadra- 
tica es singular. Para un mfnimo verdadero, se permite que /sea cero solo en x = y = 0. 




6.1 Mtnimos, mSximos. y puntos silla 
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Cuando f(x, y) es estrictamente positiva en todos los demas puntos (el cuenco del tazdn 
esta hacia arriba), se denomina positiva definida. 

Definida contra indefinida: tazon contra silla 

El problema se reduce a lo siguiente: Para una funcion de dos variables xy y, ^cual es la 
sustitucion correcta para la condicion 3 2 F/3 x 2 > 0? Con una sola variable, el signo de 
la segunda derivada decide entre un mfnimo o un maximo. Ahora se cuenta con tres se- 
gundas derivadas: F^, F v = F yx , y Fyy. Estos tres numeros (como 4, 4, 2) deben deter- 
minar si F (igual que /) tiene o no un mfnimo. 

iQue condiciones sobre a, b y c aseguran que la cuadratica f(x,y ) = ax 2 + 2 bxy 
+ cy 2 es positiva definida ? Una condicion necesaria es facil: 

i) Si ax 1 + 2bxy + cy 2 es positiva definida, entonces necesariamente a > 0. 

Se considera x — 1, y = 0, donde ax 1 + 2 bxy + cy 2 es igual a a. Esta debe ser positiva. 
Trasladando de vuelta a F, lo anterior significa que 3 2 F/3 x 2 > 0. La grafica debe ser 
hacia arriba en la direccion x. De manera semejante, se fija x = 0 y se considera la di- 
reccion y, donde /(0, y) = cy 2 : 

ii) Si f{x, y) es positiva definida, entonces necesariamente c > 0. 

t Estas condiciones sobre a > 0 y c > 0 garantizan que/Oc, y) siempre es positiva? La res- 
puesta es no. Un gran termino cruzado 2bxy puede empujar la grafica por abajo de cero. 

Ejemplo 1 fix, y) = x 2 - lOxy + y 2 . Aquf a — 1 y c = 1 son ambas positivas. Sin embargo, /no es po- 
sitiva definida, ya que /( 1, 1) = —8. Las condiciones a > 0 y c > 0 aseguran que fix, y) 
es positiva en los ejes xy y. Pero la funcion es negativa sobre la recta x — y, porque b = 
— 10 supera a a y c. 

Ejemplo 2 En la /original, el coeficiente 2b = 4 era positivo. y,Esto asegura un mfnimo? De nue- 
vo la respuesta es no; ;el signo de b carece de importancia! Aunque sus segundas deri- 
vadas son positivas, 2x z + 4 xy + y : no es positiva definida. Ni F nif tienen un minimo 

en (0, 0) porque /(l, —1) = 2 — 4 + 1 = —1. 

Lo que debe controlarse es el tamano de b, en comparacion con aye. Ahora se 
quiere una condicion necesaria y suficiente para la condicion de positiva definida. La tec- 
nica mas simple es completar el cuadrado: 

Expresar f(x,y) . b \ 2 / b 2 \ 

usando / = ax 2 + 2 bxy + cy 2 — a I x H — y J + ( c j y 2 . (2) 

cuadrados ' a ' ~ a ' 

El primer tdrmino a la derecha nunca es negativo, cuando el cuadrado se multiplica por 
a > 0. Pero este cuadrado puede ser cero, y entonces el segundo tdrmino debe ser posi- 
tivo. El coeficiente de ese termino es (ac - b 2 )/ a. El ultimo requerimiento para la condi- 
cion de positiva definida es que este coeficiente debe ser positivo: 

iii) Si ax 2 + 2 bxy + cy 2 permanece positiva, entonces necesariamente ac > b“. 
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Prueba para tin minirno: Las condiciones a > 0 y ac> b 2 son conrectas. Garantizan c > 0. 
El miembro derecho de (2) es positivo, y se ha encontrado un mfnimo: 

' 6A ax 2 + 2 bxy + cy 2 es positiva definida si y solo si a > 0 y ac > b 2 . Cualquier 
F(x, y) tiene un mfnimo en un punto donde BF/'dx = 8F/dy =0 con 



Prueba para un maxima: Debido a que / tiene un maximo siempre que —f tiene un mf- 
nimo, simplemente se invierten los signos de a, b y c. Esto en realidad deja ac > b 2 sin 
cambio: la forma cuadratica es negativa definida si y solo si a < 0 y ac > b 2 . El mismo 
cambio es valido para un maximo de F(x, y). 

Case singular ac = b z : El segundo termino en la ecuacion (2) desaparece para dejar so- 
lo el primer cuadrado, que es positivo semidefinido, cuando a > 0, o negativo semidefini- 
do, cuando a < 0. El prefijo semi permite la posibilidad de que F pueda ser igual a cero, 
como es el caso en el punto x = b, y = —a. La superficie z = /Or, y) degenera de un tazon 
en un valle. Para f — (x + y) 2 , el valle se encuentra a lo largo de la recta x + y — 0. 

Punto silla ac < b z : En una dimensidn, F(x) tiene un mfnimo o un mdximo, o bien, 
F" = 0. En dos dimensiones, permanece una posibilidad bastante importante: la combina- 
cion ac - b 2 puede ser negativa. Esto ocurrio en los dos ejemplos, cuando b dominaba a a 
y c. Esto tambien ocurre si a y c tienen signos opuestos. Asf, dos direcciones proporcionan 
resultados opuestos: en una direccion, /crece; en la otra, decrece. Resulta de utilidad con- 
siderar dos casos especiales: 

Puntos silla en (0, 0) f=2xy y f 2 = x 2 - y 2 y ac-b 2 — - 1. 

En el primero, b = 1 domina a — c = 0. En el segundo, a — 1 y c = — 1 tienen signos 
opuestos. Los puntos silla 2xy y x 2 -y 2 son practicamente los mismos; si uno se hace gi- 
rar 45°, se obtiene el otro. Tambien es diffcil trazarlos. 

Estas formas cuadraticas son indefinidas, porque pueden asumir cualquier signo. Asf, 
se tiene un punto estacionario que no es mSximo ni mfnimo. Se denomina punto silla. La 
superficie z = x 2 - y 2 va hacia abajo en la direccion del eje y, donde sus piemas se ajustan 
(si usted ha montado a caballo). En caso de que usted haya cambiado a un automovil, pien- 
se en una carretera que va por un paso de montana. La cima del paso es un mfnimo mien- 
tras se observa a lo largo de la cordillera, aunque es un maximo cuando usted avanza por 
la carretera. 

Dimensiones superiores: algebra lineal 

El calculo podrfa bastar para encontrar nuestras condiciones F xx > 0 y F xx F yy > F xy 
para un mfnimo. Sin embargo, el algebra lineal esta preparada para hacer mas, ya que las 
segundas derivadas se ajustan a una matriz simetrica A. Los terminos ax 2 y cy 2 aparecen 
sobre la diagonal. La derivada cruzada 2 bxy esta separada entre el mismo elemento b arri- 
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ba 3 f%bajd. jUna cuadrdtica/(x, ^/grqyiene direcaniMte31b»8na matriz simetrica de 2 por 2! 

x T AxenR 2 ax 2 +2 bxy + cy 2 = [x y] ^ ^ x . (4) 

Esta identidad (por favor, realice el producto) constituye la clave para todo el capftu- 
lo. Se generaliza de inmediato a n dimensiones, y constituye una abreviacion perfecta pa- 
ra estudiar maximos y mfnimos. Cuando las variables son x it , x„, van en un vector 
columna x. Para cualquier matriz simetrica A, el producto x ' . lx es una forma cuadrdti- 
ca pura f(x v — , x„): 

a u a \z 
<*21 0,22 

On 1 a n 2 

Los elementos diagonales a n a a nn multiplican xf y x 2 • El par ay = a jt se combina en 

2 ayXiXj. Asf, / = a 1( x 2 + 2ai2XjX2 + • • • + a nn x 2 . 

No hay terminos de orden superior ni terminos de orden inferior; solo de segundo or- 
den. La funcion es cero en x = (0, . . . , 0), y sus primeras derivadas son cero. La tangente 
es plana; se trata de un punto estacionario. Es necesario decidir si x = 0 es un mfnimo, un 
maximo o un punto silla de la funcion / = x T Ax. 

Ejemplo 3 ^ 4. 4 X y + / y A = ^ ^ -*■ punto silla. 

Ejemplo 4 y = 2xy y A = ^ q — ^ punto silla. 




Ejemplo 5 A es de 3 por 3 para 2xf - 2x t x 2 + 2x\ - 2x 2 x 3 + 2x|: 

2—1 0 xi 

/ = [xi x 2 x 3 ] — 1 2 -1 x 2 minirno en (0,0,0). 

0—1 2 x 3 

Cualquier funcion F(x u . . . , x„) es aproximada de la misma forma. En un punto esta- 
cionario todas las primeras derivadas son cero. A es la “matriz segunda derivada” con ele- 
mentos ay = 9 2 F/3x,-3x,-- Esto automaticamente es igual a aji = 3 2 F/3x,3x ; , de modo 
que A es simetrica. Asf, F tiene un minirno cuando la cuadratica pura x T Ax es positiva 
definida. Estos terminos de segundo orden controlan a F cerca del punto estacionario: 


Serie de Taylor F(x) = F(0) + x T (grad F) + -x T Ax + terminos de orden superior. (6) 


En un punto estacionario, F = (3F/3x t , . . . , 3F/3x„) es un vector de ceros. Las segun- 
das derivadas en x r Ax asumen la grafica hacia arriba, hacia abajo (o en una silla). Si el pun- 
to estacionario esta en x 0 en vez de en 0, entonces F(x) y todas las derivadas se calculan en 
x 0 . Luego, x cambia a x - x 0 en el miembro derecho. 

La siguiente seccion contiene las pruebas para decidir si x T Ax es positiva (el tazon se 
dirige hacia arriba a partir de x = 0). De manera equivalente, las pruebas deeiden si la 
matriz A es positiva definida, io cual constituye ei objetivo mds importante del capftulo. 
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Conjunto de probiemas 6.1 

1. La cuadratica / = * 2 4- 4 xy + 2 y 2 tiene un punto silla en el origen, a pesar de que sus 
coeficientes son positivos. Escriba fcomo una diferencia de dos cuadrados. 

2. Decida a favor o en contra de la condicion de positiva definida de las siguientes ma- 
trices, y escriba las / = * T A* correspondientes: 

. fl 3] [ 1 -1] .[2 3 ] . r-1 2 

a) [3 5 j ' b) [-1 l} c) [3 5 j ^ L 2 -8 ' 

El determinante en el inciso b) es cero; lo largo de cual recta se encuentra/(x, y) = 0? 

3. Si una matriz simetrica de 2 por 2 satisface las pruebas a > 0, ac > b 2 , resuelva la 
ecuacion cuadratica det (A - kl) = 0, y demuestre que los dos valores caracteristicos 
son positivos. 

4. Decida entre un mfnimo, un maximo o un punto silla para las siguientes funciones. 

a) F = — 1 + 4(e x — x) - 5x sen y + 6y 2 en el punto x = y = 0. 

b) F — ( x 2 - 2*)cos y, con punto estacionario en * = 1 , y = -rr. 


5. a ) ^Para cudles numeros b se cumple que la matriz A = ^ b 9 j es positiva definida? 

b) Factorice A = LDL r cuando b esta en el intervalo para la propiedad de positiva de- 

finida. 

c) Encuentre un valor mfnimo de |(* 2 4- Ibxy + 9y 2 ) - y para b en este intervalo. 

d) i,Cual es el mfnimo si b = 3? 

6. Suponga que los coeficientes positivos aye dominan a b en el sentido de que a 4- 
c > 2b. Encuentre un ejemplo que tenga ac < b 2 , de modo que la matriz no sea posi- 
tiva definida. 

7. a) ^Cu&les matrices simetricas de 3 por 3 A ( y A 2 corresponden a/ ( y/ 2 ? 

/i = X 2 + x\ + X 2 — 2X[X2 ~ 2X1X3 + 2*2*3 
/ 2 = *f + 2*| + 1 1*| — 2*|*2 — 2 *j*3 — 4* 2 *3. 

b) Demuestre que f es una matriz cuadrado perfecto simple y no positiva definida. 

^Donde ocurre que f\ es igual a 0? 

c) Factorice A 2 en LlJ . Escriba f 2 = * T A 2 * como una suma de tres cuadrados. 

8. Si A = es positiva definida, pruebe A~ l = q r J en cuanto a esta propiedad. 

9. La cuadratica f{x u * 2 ) = 3{*i 4- 2* 2 ) 2 + 4*| es positiva. Encuentre su matriz A, 
factorfcela en LDLf, y relacione los elementos en D y L con 3, 2, 4 en / 

10 . Si R = ^ q r j , escriba R 2 y compruebe que es positiva definida a menos que R sea 
singular. 

11. a) Si A = ^ es hermitiana ( b complejo ), encuentre sus pivotes y su determi- 

nante. 

b) Complete el cuadrado para x^A*. Ahora * H = [*t * 2 ] puede ser compleja. 

«|*i| 2 4- 2Ref?*i* 2 4- c|* 2 | 2 = a|*i 4- {b/d)x 2 1 2 4 |* 2 | 2 . 

c) Demuestre que a > 0 y ac > |£| 2 aseguran que A es positiva definida. 

d) Las matrices [ i i ; 1 2 * J y 4 1 ,■ 4 g ‘ J , is on positivas definidas? 
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12. Decida si F = x 2 y 2 — 2* — 2 y tiene un mfnimo en el punto x = y = 1 (despues de 
demostrar que las primeras derivadas son cero en ese punto). 

13. ^En que condiciones sobre a, b, c se cumple que ax 2 4- 2 bxy + cy 2 > * 2 4 y 2 para 
toda *, y? 

Los problemas 14 a 18 son sobre pruebas para la propiedad de positiva definida. 

14. i,Cuales de A b A 2 , A 3 , A 4 tienen dos valores caracteristicos positivos? Pruebe a > 0 
y ac > b 2 ; no calcule los valores caracteristicos. Encuentre una *, de modo que 
* t A i* < 0- 


1 10 
10 100 


1 1Q~ 

10 101 ' 


15. y,Cual es la cuadratica / = ax 2 + 2 bxy 4- cy 2 para cada una de las siguientes matri- 
ces? Complete el cuadrado con la finalidad de escribir fcomo una suma de uno o dos 
cuadrados d\( ) 2 4 - d 2 ( ) 2 - 



y 




16. Demuestre que /(*, y) = * 2 + 4xy 4- 3y 2 no tiene un mfnimo en (0, 0) incluso si 
sus coeficientes son positivos. Escriba /como una diferencia de cuadrados y encuen- 
tre un punto (*, >0 donde /es negativa. 

17. ( Importante ) Si A tiene columnas independientes, entonces A T A es cuadrada, simetri- 
ca e invertible (vease la seccion 4.2). Vuelva a escribir * T A T A* para demostrar por 
que es positiva, excepto cuando x = 0. Entonces, A T A es positiva definida. 

18. Pruebe si A T A es positiva definida en cada caso: 





19. Encuentre la matriz A de 3 por 3, sus pivotes, rango, valores caracteristicos, y deter- 
minante: 



20. Para Fi(*, y) = |* 4 4- * 2 y 4- y 2 y F 2 (x, y) = * 3 4- xy —*, encuentre las ma- 
trices segunda derivada A t y A 2 : 


' 9 2 F/ 9* 2 3 2 F/9*9y' 

d 2 F/dydx d 2 F/dy 2 


A t es positiva definida, de modo que F t es edneava hacia arriba (= convexa). Encuen- 
tre el punto mfnimo de F t y el punto silla de F 2 (analice, donde las primeras deriva- 
das son cero). 

21. La grafica de z. ~ x 2 + y 2 es un tazon que se abre hacia arriba. La grafica de 
z = x 2 _ y 2 es una s iiia. La grafica de z = —x 2 — y 1 es un tazon que se abre hacia 
abajo. y,Cual es una prueba sobre F(x, y) para tener una silla en (0, 0)? 

22. ^Con que valores de c se obtiene un tazon, y con cuales un punto silla para la grafica 
de z = 4* 2 4- 12xy 4- cy 2 ? Describa esta grafica en el valor ffonterizo de c. 
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gF 6.2 PRUEBAS PARA COMPROBAR SI UNA MATRIZ ES POS1TIVA DEFINIDA 

^Cuales son las matrices simetricas que poseen la propiedad de que x T Ax > 0 para todos los 
vectores x diferentes de cero? Hay cuatro o cinco formas distintas para contestar esta pre- 
gunta, y esperamos encontrarlas todas. La seccion previa empezd con algunas sugerencias 
sobre los signos de los valores caracteristicos, aunque ello origino las pruebas sobre a, b, c: 

A = * ^ es positiva defmida cuando a > 0 y ac — b 2 > 0. 


A partir de estas condiciones, ambos valores caracteristicos son positivos. Su producto 
X x X 2 es el determinante ac-b 2 > 0, de modo que los valores caracteristicos son ambos po- 
sitivos o ambos negativos. Deben ser positivos porque su suma es la traza a + c > 0. 

AI considerar ay ac - b 2 , incluso es posible pronosticar la apariencia de los pivotes. 
Estos aparecieron cuando x r Ax se descompuso en una suma de cuadrados: 


Suma de cuadrados 


ax 2 + 2 bxy + cy 2 


■ a I x + — y J + 


ac ~b 2 7 

y - 


Estos coeficientes a y (ac - b 2 )/ a son los pivotes para una matriz de 2 por 2. Para matri- 
ces mas grandes, los pivotes siguen constituyendo una prueba para comprobar si una ma- 
triz es positiva defmida: x T Ax es positiva cuando n cuadrados independientes se multiplican 
pot pivotes positivos. 

Una observation preliminar mas. Las dos partes de este libro se vincularon mediante 
el capitulo sobre determinantes. En consecuencia, se pregunta cual es el papel que desem- 
penan los determinantes. No basta requerir que el determinante de A sea positive. Si a = 
c = — 1 y b = 0, entonces det A = 1, pero A = —I = negativa defmida. La prueba del de- 
terminante se aplica no sdlo a A misma, para obtener ac - b 2 > 0, sino tambien a la sub- 
matriz a de 1 por 1 que esta en la esquina superior izquierda. 

La generalization natural implica a todas las n de las submatrices superiores izquier- 
das de A: 


Ai — [an]. 



a\2 
°22 _ * 


fan 

an 

a\2 

til 

Q 

II 

an 

423 

L a 3l 

^32 

^33 


A continuation se presenta el teorema principal sobre la comprobacion de si una ma- 
triz es positiva defmida, asf como una demostracion razonablemente detallada: 

6B Cada una de las pruebas siguientes constituye una prueba necesaria y suficien- 

te para que la matriz simetrica real A sea positiva definida : 

(I) x t Ax > 0 para todos los vectores reales x diferentes de cero. v. 

(II) Todos los valores caracteristicos de A satisfacen A., > 0. 

(HI) Todas las submatrices superiores izquierdas A k tienen determinantes positivos. 
(IV) Todos los pivotes (sin intercambios de renglones) cumplen d k > 0. 

Demostracion La condition I define una matriz positiva defmida. El primer paso es de- 
mostrar que cada valor caracterfstico es positivo: 

Si Ax = Xx, entonces x r Ax = x T Xx = A.||x|| 2 . 

Una matriz positiva definida tiene valores caracteristicos positivos, ya que x T Ax > 0. 


6.2 Pruebas para comprobar si una matriz es positiva definida 


319 



A continuation se procede en la otra direction. Si todos los X t > 0, es necesario de- 
mostrar que x r Ax > 0 para todo vector x (no solo para los vectores caracteristicos). Debi- 
do a que las matrices simetricas tienen un conjunto completo de vectores caracteristicos 
ortonormales, cualquier x es una combination ciXi + - ■ • + c,,x„. Luego, 

Ax = Cj Axi + • • ■ + c n Ax n = C\X iXi + • • • + c n X„x„. 

Debido a la ortogonalidad, x Jxj = 0 , y la normalization x]x t = 1, 

x t Ax = (axj + • • • + CnxDidXiXi + • • • + c n X n x n ) 

= c 2 X t +■■■+ c\x n . (2) 

Si todo ki > 0, entonces la ecuacion (2) demuestra que x T Ax > 0. Asf, la condition II im- 
plica la condition I. 

Si la condicion 1 se cumple, entonces tambien se cumple la condicion lit El determi- 
nante de A es el producto de los valores caracteristicos. Y si la condicion I se cumple, ya 
se sabe que estos valores caracteristicos son positivos. Pero tambien debe tratarse con toda 
submatriz superior izquierda A k . El truco consiste en considerar a todos los vectores dife- 
rentes de cero cuyas ultimas n-k componentes sean cero: 

x t Ax = [xj 0] ^ * ** = xjA k x k > 0. 

Asf, A k es positiva definida. Sus valores caracteristicos (jno los mismos A,-!) deben ser po- 
sitivos. Su determinante es su producto, por lo que todos los determinantes izquierdos su- 
periores son positivos. 

Si la condicion III se cumple , entonces tambien se cumple la cortdicidn TV: Segiin la 
seccion 4.4, el fc-dsimo pivote d k es la razon de det A* a det A*.-;. Si todos los determinan- 
tes son positivos, tambien lo son los pivotes. 

Si la condicion TV se cumple, entonces tambien se cumple la condicion I: Se cuenta 
con pivotes positivos, y es necesario deducir que x x Ax > 0. Esto fue lo que se hizo en el 
caso de 2 por 2 al completar e] cuadrado. Los pivotes eran los numeros ftiera de los cua- 
drados. Para ver como ocurre lo anterior para matrices simetricas de cualquier tamafio, se 
regresa a la eliminacion de una matriz simetrica : A = LDL T . 

Ejsmplo 1 Pivotes positivos 2, | y 1 : 



Se busca separar x T Ax en x T LDL T x : 



Asf, x t Ax es una suma de cuadrados con los pivotes 2, | y | como coeficientes: 

x t Ax = (L T x) T D(L T x) = 2 (^u — + ^(u;) 2 . 

Estos pivotes positivos en D multiplican cuadrados perfectos para hacer positiva a x x Ax. 
Asf, la condicion IV implica la condicion I, y la demostracidn esta completa. ■ 

Es hermoso que la eliminacion y la completacion al cuadrado sean realmente lo mismo. 
La eliminacion retira a x x de todas las ecuaciones posteriores. De manera semejante, el primer 
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cuadrado explica todos los terminos en x T Ax que implican a^.La suma de cuadrados tie- 
ne a los pivotes fuera. \ Los multiplicadores ty estdn dentrol En el ejemplo, puede ver los 
ndmeros — A y — § dentro de los cuadrados. 

I J , 

Todo elemento diagonal a u debe ser positivo. Como se sabe por los ejemplos, no obs- 
tante, es mucho mas que suficiente observar solo los elementos en la diagonal. 

Los pivotes d t no deben confundirse con los valores caracterfsticos. Para una matriz 
positiva definida tfpica, se trata de dos conjuntos completamente distintos de numeros po- 
sitives. En el ejemplo de 3 por 3, quiza la prueba mas facil sea la del determinante: 

Prueba del determinante det A t = 2, det A 2 = 3, det A 3 = det A = 4. 

Los pivotes son las razones d\ = 2, d 2 = §, d 3 = Normalmente, la prueba de los valo- 
res caracterfsticos es el calculo mas largo. Para esta A se sabe que todos los As son positivos: 
Prueba del valor caracteristieo X x — 2 — V2, X 2 = 2, A 3 = 2 + V2. 

Aunque es la mas diffcil de aplicar a una simple matriz, la prueba de los valores caracte- 
rfsticos puede ser la de mas utilidad para efectos teoricos. Coda prueba es suficiente por 
si misma. 


Matrices positivas definidas y minimos cuadrados 

Espero que el lector permita la presentacion de una prueba mas para comprobar si una ma- 
triz es positiva definida. Dicha prueba esta muy proxima. Las matrices positivas definidas 
se relacionaron con los pivotes (vease el capftulo 1), los determinantes (vdase el capftulo 4) 
y con los valores caracterfsticos (vease el capftulo 5). Ahora se les ve en los problemas de 
mfnirnos cuadrados del capftulo 3, provenientes de las matrices rectangulares del capftulo 2. 

La matriz rectangular serS R y el problema de mfnimos cuadrados sera Rx — b. Tiene 
m ecuaciones con m s n (se incluyen los sistemas cuadrados). La eleccion por minimos 
cuadrados x es la solucidn de R T Rx = R 7 b. Esta matriz A = R t R no solo es simetrica, 
sino que tambien es positiva definida, como se demostrara a continuation, en el supuesto 
de que las n columnas de R sean linealmente independientes: 


6C La matriz simetrica A es positiva definida si y solo si 


(V) Existe una matriz R con columnas independientes tal que A = R 7 R 


La clave consiste en reconocer a x T Ax como x r R 7 Rx = ( Rx) 7 ( Rx). Esta longitud al cua- 
drado || Rx |i 2 es positiva (a menos que x = 0), porque las columnas de R son independien- 
tes. (Si x es diferente de cero, entonces Rx es diferente de cero.) Asf, x T R r Rx > 0 y R r R 
es positiva definida. 

Queda por encontrar una R para la cual A = R T R. Esto ya se hizo dos veces: 
Elimination A = LDL 7 = ( LV~D)(V~DL 7 ). Asf, tomar R = ~/DL 7 . 

Esta descomposicion de Cholesky tiene separados los pivotes equitativamente entre L y l7. 
Valores caracteristicos A = Q AQ 7 = (QVA)(VAQ T ). Asf, tomar R = Va Q 1 . (3) 


Una tercera posibilidad es R = QVAQ 7 , la ratz cuadrada positiva definida simetrica de 
A. Hay muchas otras opciones, cuadradas o rectangulares, que pueden verse. Si cualquier 
R se multiplica por una matriz Q con columnas ortonormales , entonces ( QR) J (QR ) — 
R 7 <2 T QR = R 7 1 R = A. En consecuencia, QR es otra option. 

Aplicaciones de las matrices positivas definidas se presentan en mi libro anterior 
Introduction to Applied Mathematics y tambien en el nuevo Applied Mathematics and 
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Ejemplo 2 


Scientific Computing (consulte la pagina tvww.wellesleycambridge.com). Se mencio- 
na que Ax = XMx se presenta constantemente en analisis ingenieril. Si A y M. son positivas 
definidas, este problema generalizado es paralelo al conocido Ax = Xx, y X > 0. M es una 
matriz masa para el metodo de elementos finitos de la section 6.4. 

Matrices semidefinidas 

Las pruebas para comprobar si una matriz es positiva definida relajan x r Ax > 0, X > 0, 
d > 0, y det > 0, para dejar que aparezean ceros. La cuestion principal es ver analogfas con 
el caso positiva definida. 

6D Cada una de las pruebas siguientes constituye una prueba necesaria y suficien- 
te para que una matriz simetrica real A sea positiva semidefinida: 

(I'} x r Ax — 0 para todos los vectores x (esto define a las matrices positivas semi- 
' definidas). 

(IT) Todos los valores caracterfsticos de A satisfacen A,- S: 0. . 

(DT) Ninguna submatriz principal tienen determinantes negatiyos. 

(IV') Ningunos pivotes son negatives. . 

(V') Existe una matriz R, quiza con columnas dependientes, tal que A = R r R. 

Ladiagonalizacionde A = QAQ T conduce a/Ai = x T Q A Q r x - y 7 Ay ■ Si el rango de 
A es r, en >’ T Ay = X\yf + ■ ■ ■ + X r y 7 hay r Xs diferentes de cero y r cuadrados perfectos. 

Nota La novedad es que la condition m' es valida para todas las submatrices principales, 
no solo para aquellas que estan en la esquina superior izquierda. En caso contrario, no se- 
ria posible distinguir entre dos matrices cuyos determinantes superiores izquierdos fuesen 
todos cero: 


es positiva semidefinida, y 


0 0 
0 -1 


es negativa semidefinida. 


Para mantener la simetrfa, un intercambio de renglones va acompanado de un intercambio 
de columnas. 


-1 es positiva semidefinida, por todas las cinco pruebas: 
2 


(I') x 7 Ax = (xi — x 2 ) 2 + (x t — X3) 2 + (x 2 — X3) 2 > 0 (cero si Xj = x 2 = x 3 ). 

(II') Los valores caracteristicos son = 0, X 2 = X 3 = 3 (y cero los valores caracteristicos). 
(HI') det A = 0 y los determinantes menores son positivos. 


(IV') A = 


-1 -1 

2 -1 

-1 2 



‘2 

0 

o' 

-* 

0 

3 

2 

0 


0 

0 



(V') A = R t R con columnas dependientes en R: 


0 (1, 1, 1) en el espacio nulo. 
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Observation Las condiciones para que una matriz sea semidefmida tambien pudieron de- 
ducirse de las condiciones originates I a V si se usa el siguiente truco: sumar un pequeno 
multiplo de la identidad para obtener una matriz positiva defmida A+el . Luego, <? tien- 
de a cero. Debido a que los determinantes y los valores caracterfsticos dependen continua- 
mente de e = 0 , son positivos hasta el ultimo momento. En e deben seguir siendo no 
negativos. 

A menudo, mis alumnos me preguntan sobre matrices positiva definida no simetricas. 
Nunca se utiliza este termino. Una definition razonable es que la parte simetrica j(A + A T ) 
debe ser positiva definida. Eso garantiza que las partes reales de los valores caracteristi- 
cos son positivas. Aunque esto no es necesario: A = |"q { j tiene X > 0 pero \(A + A T ) 

j es indefinida. 

Si Ax = Xx, entonces x H Ax = Xx H x y x H A H x = Xx H x. 

A1 sumar \x H (A + A H )x = (Re X)x H x >0 de modo que ReX > 0. 

Elipsoides en n dimensiones 

En todo este libro, la geometrfa ha sido de ayuda para el algebra de matrices. Una ecuacion 
lineal produjo un piano. El sistema Ax = b proporciona una intersection de pianos. Los mf- 
nimos cuadrados proporcionaron una proyeccion perpendicular. El determinante es el vo- 
lumen de una caja. Luego, para una matriz positiva defmida y su x T Ax, finalmente se 
obtiene una figura curva. Se trata de una elipse en dos dimensiones, y de un elipsoide en n 
dimensiones. 

La ecuacion que debe considerarse es x r Ax = 1. Si A es la matriz identidad, esto 
se simplifica a xf + x\ + • • • + x 2 = 1. Esta es la ecuacion de la “esfera unitaria” en R". 
Si A = 47, la esfera se vuelve mas chica. La ecuacion cambia a 4x 2 + • • • + 4x 2 — 1 . 
En vez de pasar por (1, 0, . . . , 0), lo hace por ( i, 0, . . . , 0). El centra esta en el origen, 
ya que si x satisface x T Ax = 1, tambien lo hace el vector opuesto -x. El paso importante es 
pasar de la matriz identidad a una matriz diagonal : 

'4 

Elipsoide Para A = 1 

i 

9 

Debido a que los elementos son desiguales (;y positivos!), la esfera cambia a un elipsoide. 

Una solution es x = (j, 0, 0) a lo largo del primer eje. Otra es x = (0, 1, 0). El eje ma- 
yor tiene el punto mas alejado x = (0, 0, 3). Se parece a una pelota de futbol americano o 
rugby, aunque no exactamente; estas estan mas proximas a x\ +xf + jxf = 1. Los dos 
coeficientes iguales las hacen circulares en el piano x r x 2 , \y mas faciles de lanzar! 

A continuation se presenta el paso final, para permitir elementos diferentes de cero le- 
jos de la diagonal de A. 

Ejetnplo 3 A = [4 5] y x T Ax = 5 u 2 + 8 uv + 5u 2 = 1- Esta elipse esta centrada en u = v = 0, 

aunque los ejes no son tan claros. Los 4s fuera de la diagonal dejan positiva definida a la 
matriz, aunque hacen rotar la elipse, ya que sus ejes dejan de estar alineados con los ejes 
de coordenadas (vease la figura 6.2). Se demostrara que los ejes de las elipses apuntan ha- 
cia los vectores caracteristicos de A. Debido a que A = A T , estos vectores caracterfsticos 
y los ejes son ortogonales. El eje mayor de la elipse corresponde al valor caracterfstico mas 
pequeno de A. 


, la ecuacion es x T Ax = 4xf + xf + |x 2 = 1. 




I I I 7 3 15 
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Figure 6.2 La elipse x T Ax = 5u 2 + 8 uv + 5v 2 = 1 y sus ejes principals. 

Para localizar la elipse se calculan /.[ = 1 y X 2 = 9. Los vectores caracterfsticos uni- 
tarios son ( 1 , — 1)/V2 y (1,1)/ V2 . Estos son angulos de 45° con los ejes u-v, y estdn 
alineados con los ejes de la elipse. La forma para ver correctamente a la elipse es volver a 
escribir x t Ax = 1: 

Nuevos cuadrados 5w 2 + 8tzn + v 2 = ( + 9 ( — +■ JL =1 (4-1 

Vs/2 V2 ) Vv/2 V2J 

X = 1 y X = 9 estan fuera de los cuadrados. Los vectores caracterfsticos estan dentro. Es- 
to es diferente para completar el cuadrado a5(n + |i)) 2 + |u 2 , con los pivotes fuera. 

El primer cuadrado es igual a 1 en ( 1 / -Jl, — 1 / ~Jl) al final del eje mayor. El eje menor 
es un tercio mas corto, ya que para cancelar el 9 se requiere (i) 2 . 

Cualquier elipsoide x T Ax = 1 puede simplificarse de la misma manera. El paso clave 
es diagonalizar A = QAQ T . La figura se enderezo al hacer girar los ejes. Algebraicamen- 
te, el cambio a y = Q r x produce una suma de cuadrados: 

x t Ax = (x t Q)A(Q t x) = y r Ay = X iy 2 + ■■■ + \ n y 2 n = 1 . (5) 

El eje mayor tiene y\ — 1/ ~JX\ a lo largo del vector caracterfstico con el menor valor ca- 
ractenstico. 

Los otros ejes estan en direction de los otros vectores caracterfsticos. Sus longitudes 
son 1/ ~/X 2 , .... 1/VXjj". Observe que los Xs deben ser positivos - la matriz debe ser posi- 
tiva definida — o estas raices cuadradas estan en problemas. Una ecuacion indefinida 
y\ - 9yf = 1 describe una hiperbola y no una elipse. Una hiperbola es una section trans- 
versal que pasa por una silla, y una elipse es una section transversal que pasa por un tazon. 

El cambio de x a y = Q T x hace girar los ejes del espacio para coincidir con los ejes 
del elipsoide. En las variables y puede verse que se trata de un elipsoide, ya que la ecua- 
ci6n se vuelve manipulable: 

6E Suponga que A = Q A Q r con k ; > 0. Al hacer girar y = Q r x se simplifica 
x t Ax = 1: 

V x T Q A Q t x = 1, y T Ay = 1, y X t yf + ■ ■ ■ + X n y 2 = 1. 

Esta es la ecuacidn de un elipsoide. Sus ejes tienen longitudes 1 /^/X7, .... 1 ! -fKi a 
partir del centro. En el espacio x original apuntan a lo largo de los vectores caracterfs- 
ticos de A. 
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La fey da la inercia 

Para eliminacion y valores caracterfsticos, las matrices se vuelven mas sencillas mediante 
operaciones elementales. La cuestion esencial es saber cuales propiedades de una matriz 
permanecen sin cambio. Cuando un multiplo de un renglon se resta de otro renglon, el es- 
pacio renglon, el espacio nulo, el rango y el determinante -todos- permanecen igual. Para 
valores caracterfsticos, la operacidn basica fue una transformacion de semejanza A — ► 
S~ l AS (oA-+ M~~ X AM). Los valores caracterfsticos permanecen sin cambio (asf como la 
forma de Jordan). Ahora se pregunta lo mismo para matrices simetricas: i cuales son las 
operaciones elementales y sus invariantes para x r Axl 

La operacion basica sobre una forma cuadratica es cambiar variables. Un nuevo vec- 
tor y esta relacionado con x por medio de alguna matriz no singular, x = Cy. La forma cua- 
dratica se convierte en y T C T ACy. Esto muestra la operacion fundamental sobre A: 

Transformacion de congruencia A — » C T AC para alguna C no singular. (6) 

La simetrfa de A se preserva, ya que C T AC permanece simetrica. La pregunta verdadera es 
ique otras propiedades comparten A y C T AC? La respuesta la proporciona la ley de la iner- 
cia de Sylvester. 

-8P C t AC tiene el mismo numero de valores caracterfsticos positivos, Valores ca- 
racterfsficos negatives, y valores caracterfsticos cero que A. 

Los signos de los valores caracterfsticos (y no los valores caracterfsticos mismos) se 
preservan con una transformacion de congruencia. En la demostracion, se supondra que A 
es no singular. Asf, C T AC tambien es no singular, y no hay valores caracterfsticos de que 
preocuparse. (En caso contrario, es posible trabajar con la no singular A+dyA-e/j 
al final hacer € -» 0.) 

Demostracion Tomaremos prestado un truco de topologfa. Suponga que C esta relacio- 
nada con una matriz ortogonal Q, por medio de una cadena continua de matrices no sin- 
gulares C(t). En t - 0 y t = 1, C(0) = CyC(l) = g. Asf, los valores caracterfsticos de 
C(t) T AC(t) cambian gradualmente, cuando t va de 0 a 1, de los valores caracterfsticos 
de C t AC a los valores caracterfsticos de Q r AQ. Debido a que C(t) nunca es singular, nin- 
guno de estos valores caracteristicos puede tocar a cero (ipor no decir cruzarlo!) En con- 
secuencia, el niimero de valores caracterfsticos a la derecha de cero, y el numero a la 
izquierda, es el mismo para C r AC que para Q T AQ. Y A tiene exactamente los mismos va- 
lores caracterfsticos que la matriz semejante Q~ X AQ = Q r AQ. 

Una buena election de Q consists en aplicar el proceso de Gram-Schmidt a las colum- 
nas de C. Asf, C = QR, y la cadena de matrices es C(f) — tQ + (1 - t)QR. La familia C(i) 
va lentamente a traves del proceso de Gram-Schmidt, de QR a Q. Es invertible porque Q 
es invertible y la diagonal del factor triangular tl + (1 - f)R es positiva. Asf se termina la 
demostracion. a 

E|emplo 4 Suponga que A = I. Entonces C T AC = C T C es positiva definida. Tanto / como C T C tienen 
n valores caracterfsticos positivos, lo cual confirma la ley de la inercia. 

Ejenrtpio 5 Si A = j^g j , entonces C T AC tiene un determinante negativo: 

det C 1 AC — (detC T )(det A)(detC) = — (detC) 2 < 0. 

Entonces C T AC debe tener un valor caracterfstico positivo y un valor caracterfstico nega- 
tivo, como A. 
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Ejemplo 6 Esta es la aplicacion importante: 

IG Para cualquier matriz simetrica A, los signos de las pivotes coinciden cob. Ids 
signos de los valores caracterfsticos. hit matriz valor caracterfstico A y la matriz pi- 
vote D tienen el mismo numero de elementos positivos, elementos negativos, y ele- 
mentos cero. . 

Se supondra que A permite la factorization simetrica A = LDl7 (sin intercambios de ren- 
glones). Por la ley de la inercia, A tiene el mismo numero de valores caracterfsticos positi- 
vos que D. Sin embargo, los valores caracterfsticos de D son justo sus elementos diagonales 
(los pivotes). Asf, el numero de pivotes positivos coincide con el numero de valores carac- 
terfsticos positivos de A. 

Lo anterior es hermoso y practico. Es hermoso porque conlleva (para matrices simetri- 
cas) dos partes de este libro que previamente estaban separadas: los pivotes y los valores 
caracteristicos. Tambien es practico, ya 
racterfsticos: 

A tiene pivotes positivos 
A -21 tiene un pivote negativo 

Gracias a nuestra prueba, los valores caracterfsticos de A son positivos. Pero se sabe que A mfa 
es menor que 2, porque al restar 2 hizo que este cayera bajo cero. En el siguiente paso se 
aborda A- 1, para ver A^ < 1 . (Esto se debe a que A - / tiene un pivote negativo). El inter- 
valo que contiene a A se divide a la mitad en cada paso al comprobar el signo de los pivotes. 

Este era casi el primer metodo practico para calcular valores caracterfsticos. Era domi- 
nante alrededor de 1960, despues de una mejora importante: hacer tridiagonal a A primero. 
Luego, los pivotes se calculaban en 2 n pasos, en vez de en | n 3 . La eliminacion se vuelve ra- 
pida, y la btisqueda de valores caracterfsticos (al dividir en dos los intervalos) se vuelve sim- 
ple. El favorito actual es el metodo OR que se presenta en el capftulo 7. 

El probiema generalizado de valores caracteristicos 

En sus problemas de valores caracterfsticos, la ffsica, la ingenierfa, y la estadfstica suelen 
ser suficientemente bondadosas para producir matrices simetricas. Sin embargo, algunas 
veces Ax = Xx se sustituye por Ax = X Mx. Hay dos matrices, en vez de una. 

Un ejemplo es el movimiento de dos masas distintas en una lfnea de resortes: 

d 2 v 
m i — — 
dt 2 

d 2 w 
m 2 ——— 
dt 2 

Cuando las masas son iguales, m x = m z = 1, este era el sistema anterior u" + Au — 0. Aho- 
ra es Mu" + Au = 0, que es una matriz “masa ” M. El probiema de valores caracterfsticos 
surge cuando se buscan soluciones exponentiates e ,w, x: 

Mu" + Au = 0 se convierte en M(ia>) 2 e ,a "x + Ae ia, x — 0. (8) 

Al cancelar e ,wt , y al escribir A por of 2 , este es un probiema de valores caracterfsticos: 

Probiema generalizado Ax = A Mx 7 I x = A m ' ^ x. (9) 

— 1 2 0 m 2 



que los pivotes pueden localizar a los valores ca- 


'3 

3 

O' 

r i 

3 

O' 

3 

10 

7 

A - 2/ = 3 

8 

7 

0 

7 

8 

0 

7 

6 
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Existe una solucion cuando A - XM es singular. La election especial M - / devuelveja ex- 
presion de costumbre del (A - XI) = 0. det (A - XM) se trabajara con m, - 1 y m 2 - 2. 

i -i 3 ± 75 

det 2 - A- 1 = 2X 2 - 6X + 3 = 0 proporciona X • 

— 1 2 2X 

Para el vector caracterfstico x, = (75 ~ 1, 1), bs dos masas oscilan juntas, aunque la 
pritnera s61o se mueve 75 - 1 » 0.73 En el mode mas rapido, las componentes de 
= ( ]. + 75 - 1) tienen signos opuestos y las masas se mueven en direcciones opuestas. 

Esta vez la masa mas pequena avanza mucho mas. 

La teorfa subyacente es mas facil de explicar si M se separa en R R. ( Se supone que M 
es positiva definida). Luego, la sustitucion y = Rx cambia 

Ax = XMx = XR r Rx hacia AR~'y = XR T y. 

A1 escribir C por R~ l , y multiplicar por (R^ = C T . lo anterior se convierte en un pro- 
blema de valores caracten'sticos estandar para la matriz simetnea simple C AC. 

Problema equivalente C T ACy = Xy. (^0) 

Los valores caracten'sticos kj son los mismos que para la Ax = AMx original, y los vecto- 
« s c^cen-sucos rdaio-ado, por* - Rxj. Las prc.pisdad.s d. <?AC Wd-n d- 
rectamente a las propiedades de Ax = XMx, cuando A = A y M es positiva definida. 

1 Los valores caracteristicos para Ax = XMx son reales, porque C T AC es simetrica. 

2. Por la ley de la inercia, los ks tienen el mismo signo que los valores caractensticos 

3. %'aC, tiene vectores caracteristicos ortogonales » Asf, los vectores caractensticos de 
Ax = XMx tienen 

“M-ortogonalidad” xjMxj = xj R r Rxj — yjyj — 0- (H) 

A y M se diagonalizan simultdneamente . Si S tiene los x, en sus columnas entonces 
<J T A g - A V S T MS = /. Esta es una transformation de congruencia, con 0 en la lzquier- 
da y no una transformation de semejanza con S~\ Es facil resumir la cuestion impor- 
tante: En tanto M es positiva definida, el problema generalizado de valores caractensticos 
Ax = AMx se comporta exactamente como Ax = Xx. 


Conjunto de problemas 6.2 

1. iPara que intervalo de numeros ayb ocurre que las matrices A y B son positiva defi- 
nida? 

’« 2 2] [1 2 4‘ 

A = 2 a 2 B = 2 b 8 . 

2 2 a] L 4 8 1 ■ 


2. Decida si las siguientes matrices son positiva definida o no: 



2 

-1 

- 1 ! 

'0 

1 

2 ] 

B = -1 

2 

i 

, C = 1 

0 

1 

.-1 

1 

2 _ 

[2 

1 

0 
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principal: 

1 b -b 

A = b 1 b con \b\ < 1 puede tener det A < 0. 

-b b 1 

4. Demuestre a partir de los valores caracteristicos que si A es positiva definida, enton- 
ces tambien lo son A 2 y A -1 . 

5 SiAyB son positiva definida, entonces A + B es positiva definida. Los pivotes y los 
valores caracteristicos no son convenientes para A + B. Es mucho mejor intentar 
x t (A + B)x > 0. 

6 . A partir de los pivotes, los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de 
A = r* jj, escriba A como R T R en tres formas: 

(l7#)(7cl t ),(77a) (7ag t ), y (<27 ag t )(<27a< 2 t ). 

7. Si A = QAQ r , es positiva definida simetrica, entonces R = Q-/AO r es su raiz 
cuadrada positiva definida simetrica. i,Por qud los valores caracteristicos de R son po- 
sitives? Calcule R, y compruebe que R 2 = A para 

. _ [ 10 6] . ... f 10 -6' 

A [ 6 10 j y A [-6 10 / 

8 . Si A, es positiva definida simetrica y C es no singular, demuestre que B = C T AC tam- 
bien es positiva definida simetrica. 

9. Si A = R r R, demuestre la desigualdad de Schwarz generalizada |x T Ay | 2 < (x T Ax) 
(,y r Ay). 

10. La elipse u 2 + 4v 2 = 1 corresponde a A = l Q ° j . Escriba los valores caracteristicos 
y los vectores caracteristicos, y trace la elipse. 

11. Reduzca la ecuacidn 3 u 2 — 2 72 nr + 2v 2 = 1. a una suma de cuadrados encontran- 
do los valores caracteristicos de la A correspondiente, y trace la elipse. 

12. En tres dimensiones, Ai yf + Xiy 2 + X 3 y 2 = 1 representa un elipsoide cuando 
todos los X; > 0. Describa todas las distintas clases de superficies que aparecen en el ca- 
so positiva semidefinida cuando uno o mas de los valores caracteristicos es (son) cero. 

13. Escriba las cinco condiciones para que una matriz de 3 por 3 sea negativa definida 
(—A es positiva definida) con atencion especial a la condition III: 4 ,C 6 mo esta relacio- 
nado det (—A) con det A? 

14. Decida si las siguientes matrices son positivas definidas, negativas definidas, semide- 
finidas, o indefinidas: 


-B, D 


^Existe una solucion real para — x 2 — 5y 2 — 9z 2 — 4xy — 6xz — 8 yz — 1? 

15. Suponga que A es positiva definida simetrica y que Q es una matriz ortogonal. ^Falso 
o verdadero? 

a) Q T AQ es una matriz diagonal. 


"1 

2 

3" 


2 

5 

4 

, B = 

3 

4 

9 
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b) Q t AQ es positiva defmida simetrica. 

c ) Q r AQ tiene los mismos valores caracteristicos que A. 

d) e~ A es positiva defmida simetrica. 

16. Si A es positiva defmida y se incrementa a u , a partir de cofactores demuestre que el 
determinante se ha incrementado. Demuestre con un ejemplo que lo antenor puede ta- 
llar si A es indefinida. 

17. A partir de A = R T R, demuestre para matrices positivas definidas que det A < 

a na -22 (La longitud al cuadrado de la columnar de R es Use deterrmnan- 

te = volumen.) 

18. (Prueba de M de estabilidad de Lyapunov) Suponga que AM + M H A = -I con A po- 
sitiva defmida. Si Mx = Xx, demuestre que Re X < 0. ( Sugerencia : Multiplique la pn- 

mera ecuacidn por y x.) 

19. ^Cuales matrices simetricas A de 3 por 3 producen las siguientes funciones/ — x Ax. 

: Por que la primera matriz es positiva defmida pero la segunda no? 

a) / = 2 (xf + x\ + x\ - X\X2 - *2*3) . 

b ) / = 2(xf + xj +x\ - x x x 2 -x x xi -x 2 x 3 ). 

20. Calcule los tres determinantes superiores izquierdos para establecer la condicion de po- 
sitiva defmida. Compruebe que sus razones proporcionan los pivotes segundo y tercero. 

'2 2 O' 

A = 2 5 3 . 

0 3 8_ 

21. Una matriz positiva defmida no puede tener un cero (o incluso peor: un numero nega- 
tivo) en su diagonal. Demuestre que esta matriz no cumple * Ax > 0: 


no es positiva cuando {x \ , * 2 . * 3 ) 


22. Un elemento diagonal % de una matriz simetrica no puede ser menor que todos los Xs. 

Si lo fuese, entonces A - a u l tendrfa valores caracteristicos y posiblemente se- 

rfa positiva defmida. Sin embargo, A - %/ tiene un en la diagonal principal. 

23. Proporcione una razon rapida de por que las siguientes afirmaciones son verdaderas: 

a) Toda matriz positiva defmida es invertible. 

b) La unica matriz proyeccion positiva defmida es P = /. 

c) Una matriz diagonal con elementos diagonales positivos es positiva defmida. 

d) jUna matriz simetrica con un determinante positivo podria no ser positiva defmida. 

24. ^Para cuales s y t se cumple que Ay B tienen a todos los X > 0 (y por tanto son posi- 
tivas definidas)? 

s -4 -4I t 3 0 

,4 = — 4 s — 4 y B = 3 t A . 

— 4 “4 j 0 4 t ~ 


25. Tal vez usted ya haya visto la ecuacion de una elipse como ( * ) 
son a y b cuando la ecuacion se escribe como X x x 2 + X 2 y 2 = 
lgy2 _ j t j ene sejniejes cuyas longitudes son a = y b = 


+ (f ) = l - (.Cuales 
1? La elipse 9X 2 + 
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26. Trace la elipse inclinada x 2 + xy + y 2 = 1 y encuentre las semilongitudes de sus 
ejes, a partir de los valores caracteristicos de la A correspondiente. 

27. Con pivotes positivos en D, la factorization A = LDL' se convierte en L-/D^/DL T . 
(Las rafces cuadradas de los pivotes proporcionan D = JT5-JT) . Asf, C = L-JTj 
conduce a la factorization de Cholesky A = CC r , que es “simetrizada Llf’: 


A partir de C 


encuentre A. A partir de A 


encuentre C. 


28. En la factorization de Cholesky A = CC T , con C = LsfD, las rafces cuadradas de los 
pivotes estan en la diagonal de C. Encuentre C (triangular inferior) para 


x t LDL t x : 

1 b/a 
)/a 0 1 


'9 

0 

0' 

"1 

1 

r 

A = 0 

1 

2 y 

A = 1 

2 

2 

0 

2 

8_ 

1 

2 

7 


29. La factorization simetrica A 

r 1 fa W r 


LDL t significa que x T Ax = x T . 

1 r 1 0] fa 0 

b/a 1 0 ( ac—b 2 )/a 


El miembro izquierdo es ax 2 + 2bxy + cy 2 . El miembro derecho es a{x- l-fy) + 
./• 

|E1 segundo pivote completa el cuadrado! Pruebe con a = 2, b = 4, c = 10. 

c,. , . [cos# -sen $ 1 \l 0 1 f cos^ senO 1 

30. Sin multiplicar A — |^ eng cos9 J [ 0 5 J |_-sene costij’ encuentre: 

a) El determinante de A. 

b) Los valores caracteristicos de A. 

c) Los vectores caracteristicos de A. 

d) Una razon de por que A es positiva definida simetrica. 

31. Para las matrices semidefinidas 


2 

-1 

-r 

"1 

1 

r 

-1 

2 

— 1 (rango 2) y B = 

1 

1 

i 

-1 

-1 

2_ 

1 

1 

i 


A = — 1 2—1 (rango 2) y B — 1 1 1 (rangol), 

_-l -1 2 J [1 1 1_ 

Escriba x T Ax como una surua iL, dos cuadrados y x T Bx como un cuadrado. 
Aplique tres pruebas cualesquiera para probar cada una de las siguientes matrices 


"i 

i 

r 

"2 

1 

2 ' 

i 

i 

i 

y B = 1 

1 

1 

i 

i 

0 

2 

1 

2 


y decidir si son positivas definidas, positivas semidefinidas, o indefinidas. 

Para C = [o -i] y A = [j | j , confirme que C T AC tiene valores caracterfsti- 
cos de los mismos signos que A. Construya una cadena de matrices no singulares C ( t ) 
que relacione a C con una Q ortogonal. ^Por que es imposible construir una cadena no 
singular que relacione a C con la matriz identidad? 

Si todos los pivotes de una matriz son mayores que 1, ^es cierto que todos los valores 
caracteristicos son mayores que 1? Pruebe lo anterior con las matrices tridiagonales 
- 1 , 2 , - 1 . 
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35. Use los pivotes de A - 5 / para decidir si A tiene un valor caracteristico menor que 5 : 

[2.5 3 O' 

A — —I = 3 9.5 7 . 

2 l° 7 7 - 5 . 

36. Una demostracion algebraica de la ley de la inercia empieza con los vectores caracte- 
nsticos ortonormales x„ . . . , x p de A correspondientes a los valores caracteristicos 
kj > 0, y los vectores caracteristicos ortonormales y ly . . . , y q de C T AC correspondien- 
tes a los valores caracteristicos M,- < 0. 

a) Para demostrar que los p + q vectores x u . . . , x p , Cy 1 , . . . , Cy q son independien- 
tes, suponga que alguna combinacion proporciona cero: 

a 1 x 1 + • • • +a p x p = b x Cy x + ■ ■ ■ +b q Cy q (= z, digamos). 

Demuestre que z T Az = X x a x 3 + X p a 2 > 0 y z r Az = p- x b\ 3 b P-qb 2 < 0. 

b) Deduzca que las as y las bs son cero (demostrando independencia lineal). Con ba- 
se en lo anterior, deduzca que p + q £ n. 

c) Con el mismo razonamiento para los n - p As negativos y los n — q /.is positivos se 
obtiene n-p + n-q^n. (Nuevamente se supone que no hay valores caracteris- 
ticos diferentes de cero, que se manejan por separado). Demuestre que p + q = n, 
de modo que el numero p de As positivos es igual al numero n - q de /xs positivos; 
lo cual es la ley de la inercia. 

37. Si C es no singular, demuestre que A y C r AC tienen el mismo rango. Asf, tienen el 
mismo numero de valores caracteristicos cero. 

38. Por experimentacion, encuentre el numero de valores caracteristicos positivos, nega- 
tivos, y cero de 

, _ [/ B 
A [b t 0 

cuando el bloque B (de orden j ri) es no singular. 

39. - l A y C t AC siempre satisfacen la ley de la inercia cuando C no es cuadrada? 

40. En la ecuacion (9) con m x = 1 y m 2 = 2, compruebe que los modos normales son M 
ortogonales: xjMx 2 = 0. 

41. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de Ax = A Mx\ 

6 -3] A [4 f 

-3 6J X 18 L 1 4 J 

42. Si las matrices simetricas Ay M son indefinidas. Ax = A Mx podrfa no tener valores 
caracteristicos reales. Construya un ejemplo de 2 por 2. 

43. Un grupo de matrices singulares incluye A B y A~* si incluye a A y B. “Los produc- 
tos e inversas permanecen en el grupo”. ^Cuales de los siguientes conjuntos son gru- 
pos? Matrices positivas definidas simetricas A, matrices ortogonales Q, todas las 
exponenciales e’ A de una matrizfija A, las matrices P con valores caracteristicos po- 
sitivos, matrices D con determinante 1 . Invente un grupo que solo contenga matrices 
positivas definidas. 
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II 


6.3 DESCOMPOSICION DEL ¥AL0R SINGULAR 

Para el final del curso basico se ha dejado una gran factorizacion matricial. IJ £V T se 
vincula con LU de la eliminacidn y con QR de la ortogonalizacidn (Gauss y proceso de 
Gram-Schmidt). No se le ha asignado ninguna denominacion o nombre: A = U £ V T se co- 
noce como “DVS” o descomposicion del valor singular. Asf como “SVD” por sus siglas 
en ingles. Se quiere describirlo, demostrarlo, y analizar sus aplicaciones, que son muchas 
y cada vez mas numerosas. 

La DVS esta estrechamente relacionada con la factorizacion valores caracterfsticos- 
vectores caracteristicos QAQ r de una matriz positiva definida. Los valores caracteristicos 
estan en la diagonal de la matriz A. La matriz vector caracteristico Q es ortogonal (Q r Q = 
1 ) porque es posible escoger que los vectores caracteristicos de una matriz simetrica sean 
ortonormales. Esto no es cierto para la mayor parte de las matrices, y para las matrices rec- 
tangulares es ridxculo (porque los valores caracteristicos estan indefmidos). Sin embargo, 
ahora se permite que Q a la izquierda y Q 1 a la derecha sean dos matrices ortogonales cua- 
lesquiera U y V T , no necesariamente traspuestas entre si. Asf, toda matriz puede separarse 
en A = U£V T . 

jLa matriz diagonal (pero rectangular) E tiene valores caracteristicos de A T A, no de 
A! Estos elementos positivos (que tambien se denominan sigma) son E,, . . . , 2 r . Son los 
valores singulares de A, y ocupan los r primeros sitios sobre la diagonal principal de E, 
cuando el rango de A es r. El resto de E es cero. 

Con matrices rectangulares, casi siempre la clave es considerar A T A y AA T . 

- * . i 

Descomposicion del valor singular: Cualquier matriz A de m por n puede factori- 
zarse como ■ ,'i 

A = U EV t = (ortogonal)(diagonal)(ortogonal). 

Las columnas de U{ que es de m por m) son vectores caracteristicos de AA T , y las co- 
lumnas de V (que es de n por ri) son los vectores caracteristicos de A T A. Los r valo- 
res singulares en la diagonal de S ( m por ri) son las ratces cuadradas de los valores 
caracteristicos diferentes de cero tanto de AA T como de A T A. 

Observacion 1 Para matrices positivas definidas, E es A y U EV' T es identica a QAQ r . 
Para otras matrices simetricas, cualesquiera valores caracteristicos negativos en A se vuel- 
ven positivos en S. Para matrices complejas, E permanece real pero U y V se convierten 
en unitarias (la version compleja de las matrices ortogonales). Se toman conjugados com- 
plejos en U H U = / y V H V = / y A = U E V H . 

Observacion 2 U y V constituyen bases ortonormales de todos los cuatro subespacios 
fundamentals : 

Las primeras r columnas de U: espacio columna de A 

Las ultimas m — r columnas de U: espacio nulo izquierdo de A 

Las primeras r columnas de V: espacio renglon de A 

Las liltimas n — r columnas de V: espacio nulo de A 

Observacion 3 La DVS escoge estas bases de una manera extremadamente especial. Son 
mas que simplemente ortonormales. Cuando A multiplica a una columna v ,■ de V, produce 
E j veces una columna de U. Este hecho proviene directamente de AV = ITS, considerada 
una columna a la vez. 

Observacion 4 Los vectores caracteristicos de AA T y A T A deben ir en las columnas de U 
y V: 
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AA t = ([/SV T )(VS T t/ T ) = L££ T £/ T similar, y A 7 A = V£ T £V T . (1) 

U debe ser la matriz vector caracteristico para AA 7 . La matriz valor caracteristico que es- 
ta en medio es £ £ T , que es de m por m con of, . . , , or 2 en la diagonal. 

Con base en A 7 A = V £ T £ V T , la matriz V debe ser la matriz vector caracteristico 
para A T A. La matriz diagonal £ T £ tiene los mismos ex 2 , . . . , or r 2 , pero es de n por n. 

Observacion 5 Estaes la razon por la que Avj = OjUj. Se empiezacon A 7 Avj = ojAvj: 

Multipliear por A AA 7 Avj=ojAvj (2) 

jLo anterior indica que Avj es un vector caracteristico de AA T ! Simplemente se movieron 
los parentesis a (. AA 7 )(Avj ). La longitud de este vector caracteristico Avj es £,-, ya que 

v 7 A 7 A Vj = crjv 7 vj proporciona \\Avj \\ 2 = oj. 

De modo que el vector caracteristico unitario es Avj/aj — Uj. En otras palabras, AV — 

[/£. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Esta A solo tiene una columna: rango r = 1. Entonces, £ solo tiene £ t = 3: 


DVS 



A 7 A es de 1 por 1, mientras AA 7 es de 3 por 3. Ambas tienen valor caracteristico 9 (cuya 
rafz cuadrada es 3 en £). Los dos valores caracterfsticos cero de AA T dejan algo de liber- 
tad para los vectores caracterfsticos en las columnas 2 y 3 de U. Esta matriz debe mante- 
nerse ortogonal. 

r 2 —i i 

Ahora el rango de A es 2, y A A 7 = _j 2 con X = 3 y 1: 



unv T = 


1 

V2 



V3 0 O' 
0 1 0 


1 -2 11/V6 
-1 0 1 /V 2. 

1 1 1J/V3 


Observe a V3 y VI- Las columnas de U son vectores singulares izquierdos (vectores ca- 
racterfsticos unitarios de AA 7 ). Las columnas de V son vectores singulares derechos (vec- 
tores caracterfsticos unitarios de A 7 A). 


Aplicaciones de la DVS 

Se presentan algunas aplicaciones importantes, luego de recalcar una cuestion. La DVS es 
terrorffica para calculos numericamente estables, ya que U y V son matrices ortogonales. 
Nunca cambian la longitud de un vector. Debido a que \\Ux\\ 2 = x 7 U T Ux — ||x|| 2 , ia 
multiplicacion por U no puede destruir el escalamiento. 

Por supuesto, £ puede multipliear por un gran £ o bien (lo que es mas comun) divi- 
dir entre un £ pequeno, y saturar la computadora. Sin embargo, £ es la mejor posible. 
Revela exactamente que es grande y que es pequeno. La razon £ mlix /£,„-„ es el numero 
de condicion de una matriz invertible de n por n. La disponibilidad de esta informacion 
es otra razon que explica la conocida popularidad de la DVS. En la segunda aplicacion se 
volvera a esto. 

1, Procesamiento de imageries Suponga que un satelite toma una fotograffa, y quiere 
enviarla a la Tierra. La fotograffa puede contener 1000 por 1000 “pixeles”: un millon de 
cuadros pequenos, cada uno con un color defmido. Es posible codificar los colores y trans- 


1 
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1 ..6i3-ADescomposici6n del valor singular 

mitir 1 6(M)t)OO de’nurneros. Es mejpr'ehOTnjrarlaJigfefrffitSSl^&encia/ dentro de la ma- 
triz de 1000 por 1000,' y ehviar'solo bso. 

Suponga que se conoce la DVS. La clave esta en los valores singulares (en £). Tfpi- 
camente, algunos ers son significantes y otros son extremadamente pequenos. Si se preser- 
van 20 y se desechan 980, entonces solo se envfan las 20 columnas correspondientes de U 
y V. Las otras 980 columnas se multiplican por UHV 7 por los <rs pequenos que se han ig- 
norado. La multiplicacion de matrices puede hacerse como columnas por renglones : 

A = UnV 7 = u.\ 0 \ v 7 + u 2 <J 2 V 7 + ■ ■ ■ + u r a r v 7 . (3) 

Cualquier matriz es la suma de r matrices de rango 1 . Si solo se preservan 20 terminos, se 
envfan 20 veces 2000 numeros, en vez de un millon (compresion de 25 a 1). 

Las fotograffas son verdaderamente sorprendentes, a medida que se incluyen mas y 
mas valores. A1 principio no se ve nada y repentinamente se reconoce todo. El costo esta 
en el calculo de la DVS; esta se ha vuelto mucho mas eficaz, aunque es costosa para una 
matriz grande. 

2. Ei rango efectivo El rango de una matriz es el numero de renglones independien- 
tes, y el numero de columnas independientes. iEsto puede ser diffcil de decidir en calcu- 
los! En aritmetica exacta, el conteo de los pi votes es correcto. La aritmetica real puede ser 
enganosa, aunque eliminar los pivotes pequenos no es la respuesta. Considere io siguien- 
te: 

e es pequeno 6 2e el e 1 

_1 2J y [° °J y [e 1+e/ 

El rango de la primera es 1, aunque el error por redondeo probablemente produzca un se- 
gundo pivote. Ambos pivotes son pequenos, asf que (,cuantos se ignoran? La segunda tie- 
ne un pivote pequeno, pero no es posible pretender que este renglon es insignifxcante. La 
tercera tiene dos pivotes y su rango es 2, aunque su “rango efectivo” debe ser 1. 

A continuacion se precede a una medicion mas estable del rango. El primer paso es 
utilizar A 7 A o AA 7 , que son simetricas pero tienen el mismo rango que A. Sus valores ca- 
racterfsticos -los valores singulares al cuadrado— no son enganosos. Con base en la preci- 
sion de los datos, se decide en una tolerancia como 10~ 6 y se cuentan los valores singulares 
aniba de esta; este es el rango efectivo. Los ejemplos anteriores tienen rango efectivo 1 
(cuando e es muy pequeno). 

3. Descomposicion polar Todo numero complejo z es un numero positivo r multipli- 
cado por e‘ e en la circunferencia unitaria: z = re m . Esto expresa a z en “coordenadas pola- 
res”. Si se considera que z es una matriz de 1 por 1, r corresponde a una matriz positiva 
definida y e‘ e corresponde a una matriz ortogonal. Mas exactamente, debido a que e‘ e es 
complejo y satisface e~‘ e e‘ 9 = 1, forma una matriz unitaria de 1 por 1: U H U = I. Se toma 
el conjugado complejo, asf como la traspuesta, de U n . 

La DVS extiende esta “faetorizacion polar” a matrices de cualquier tamano: 

Toda matriz cuadrada real puede factorizarse en A = QS, donde Q es ortogonal y S 
es semidefinida positiva simetrica. Si A es invertible, entonces S es positiva definida. 

Para demostrar lo anterior simplemente se inserta V 7 V = I en medio de la D VS: 

a = unv 7 = (uv 7 xvnv 7 ). (A) 
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El factor S = VT V T es simetrica y semidefmida (porque £ lo es). El factor Q L/V es 
una^nairiz ortogonal (porque &Q - Vl/W - , ). En .1 c«o co^ S, » co™~ 
te en hermitiana en vez de simetrica y 2 se vuelve umtana en vez de ortogonal. En 

so invertible, 3C es definida, asi como S. 


Ejemplo 3 Descomposicion polar: 

A= QS 


1 -2 
3 -1 


0 -ll 3 -1 

1 0-1 2 


I 

i 


Ejemplo 4 Descomposicion polar inversa: 





Los ejercicios muestran como, en orden inverso, S cambia pero Q permanece igual. Tanto 
S como S' son positivas definidas simetricas porque A es invert* e. 

Aplicacion de A = QS: Una utilizactfn fundamental de la descomposicion polar se en- 
cuentra en mecanica del continuo (y recientemente en robotica). En cualquier deformaci 
es importante separar el alargamiento de la rotation, que es exactamente lo que logra QS. 
La matriz ortogonal Q es una rotacion, y quiza una reflexion. El material no expenmen a 
deformation. La matriz simetrica 5 tiene valores caractensticos I,. . • , U, que son os 
factores de alargamiento (o de compresion). La diagonalizacion que despliegan estos valo- 
res caracterfsticos constimye la election natural de los ejes, denommados ejes pnncipales ^ 
asi como con las elipses en la section 6.2. Es 5 la que requiere trabajar con el material, y 

q- es positiva definida simetrica cuando A es invertible. 5 

es la rafz cuadrada positiva definida simetrica de A T A, y Q es AS De 
rectangular, en tanto A T A sea positiva definida. (Esta es la condicion que se ha cumplido 
que A tenga columnas independientes.) En el orden inverso A = S Q, la matnz 5 es la raiz 
c uadrada positiva definida simetrica de AA T . 


4. Mmimos cuadrados Para un sistema rectangular Ax = b, la solucion por mirnmos 
cuadrados proviene de la ecuacion normal A T A? = A*b . SiAtiene columnas dependien- 
tes, entonces A T A no es invertible yx no esta determinado. Cualquier vector en el espa- 
cio nulo puede surname a 2. Ahora es posible completar el capitulo 3, eligiendo un mejor 

(mas corto) x para toda Ax = b. . , 

A; C = b tiene dos posibles dificultades: renglones dependientes o columnas dependien- 
tes. Con renglones dependientes, Ax = b puede no tener solucion. Esto ocurre cuando b es- 
ta fuera del espacio columna de A. En vez de resolver Ax - b, se resuelve A Ax A . 
Pero si A tiene columnas dependientes, este 2 no es unico. Es necesano escoger una solu- 
cion particular de A T Ax = A T b , y se elige la mas corta. 

La solucion optima de Ax = b es la s olucion de menor longitud de A r Ax = A T b . 

Esa solucion de longitud minima se denomina x + . Es nuestra option P ref ®^ da c0 “ 10 
la mejor solucion de Ax = b (que no terna solucidn), y tambien de A Ax — A b (que te- 
nia demasiadas). Empezamos con un ejemplo diagonal. 


i 
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Ejemplo 5 A es diagonal, con renglones dependientes y columnas dependientes: 

IV, 0 o o] f! 1 ! M 


Todas las columnas terminan con cero. En el espacio columna, el vector mds proximo a 
b = (fii, b 2 , b 3 ) es p = (b u b 2 , 0). Lo mejor que puede hacerse con Ax = b es resolver las 
dos primeras ecuaciones, ya que la tercera ecuacion es 0 = b 3 . Este error no puede redu- 
cirse, pero los errores en las dos primeras ecuaciones es cero. Asi, 

xi = bi/ct\ y x 2 = b 2 /a 2 . 

Ahora se enfrenta la segunda dificultad. Con la finalidad de hacer a x lo mas peque- 
iio posible, se escoge que los totalmente arbitrarios x 3 y x 4 sean cero. La solucion de lon- 
gitud minima es x + : 


A + es seudoinversa 
x + — A + b es mas corta 


Con esta ecuacion se encuentra x + , y tambien se despliega la matriz que produce x + 
a partir de b. Esta matriz es la seudoinversa A + de la A diagonal. Con base en este ejem- 
plo, £ + y x + se conocen para cualquier matriz diagonal E: 

fcrj 1 f I/O-, 1 \b x lo{\ 


bi/ai 


bi/cti 


0 


0 



La matriz S es de m por n, con r elementos diferentes de cero en Su seudoinversa £ 1 
es n por m con elementos r diferentes de cero en l/ 23,. Todos los espacios en bianco son 
ceros. Observe que (3E3 + ) + es de nuevo 23. Esto es como (A -1 ) -1 = A, pero aqui A no es 
invertible. 

A continuation se encuentra x + en el caso general. Se afirma que la solucion mas 
corta x + , siempre esta en el espacio renglon de A. Recuerde que cualquier vector x pue- 
de separarse en una componente espacio renglon x r y una components espacio nulo 
x = x r + x„ . A continuation se presentan tres cuestiones importantes sobre esa separa- 
ci6n: 

1. La componente espacio renglon tambien resuelve A T Ax r — A T b , porque Ax„ = 0. 

2. Las componentes son ortogonales, y cumplen el teorema de Pitagoras: 

||x|| 2 = llxrll 2 + lla: n || 2 , de modo que x es mas corto cuando x n = 0. 

3. Todas las soluciones de A T Ax = A r h tienen el mismo Ese vector es x + . 

El teorema fundamental del algebra lineal se mostro en la figura 3.4. Todo p en el espacio 
columna proviene de uno y s61o un vector x r en el espacio rengldn. Todo lo que se esta ha- 
ciendo es escoger ese vector x + = x n como la mejor solucion de Ax = b. 

La seudoinversa en la figura 6.3 empieza con b y regresa a x + . Invierte a A donde A 
es invertible : entre el espacio renglon y el espacio columna. La seudoinversa elimina al es- 
pacio nulo izquierdo al enviarlo a cero, y elimina el espacio nulo escogiendo a x r como x . 
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Demostracwn la multiplicacion por la matriz ortogonal U T deja sin cambio las longitudes: 

|| Ax -b\\ = \\UTV J x -*|| = || T V r x - U T b\\. 

Se introduce la nueva incognita y = V T x = V~ l x, cuya longitud es la misma que x. Asf, 
minimizar || Ax — b\\ es lo mismo que minimizar || Ey — U T fc||. AJhora E es diagonal y se 
conoce el mejory + . Se trata dey + = T + U r b, de modo que el mejor x + es Vy + : 

Solucion mas cnrta x + = Vy + = V'I'(/ T /) = A + b. 

Vy + esta en el espacio renglon, y A r Ax + = A T b proviene de la DVS. m 


Conjunto de problemas 6.3 

En los problemas 1 y 2 se calcula la DVS de una matriz singular cuadrada A. 

1. Calcule A r A y sus valores caracterfsticos a, 2 , 0 y sus vectores caractensticos unitarios 


[2 8 J ' 

2. a) Calcule AA T y sus valores caractensticos of, 0 y sus vectores caractensticos unita- 

rios «i, Mj. 

b) Escoja signos de modo que Ai>j — E,n, y compruebe la DVS: 

.2 g] = [ Ml -“*] o] I" 1 " 2 ] T - 

c) ^Cuales son los cuatro vectores que proporcionan bases ortonormales para C(A). 
N(A ), C(A t ), N(A t )7 

En los problemas 3 a 5 se solicits la DVS de matrices de rango 2. 

3. Encuentre la DVS a partir de los vectores caractensticos u,, v 2 de A r A y Av t = cqiq: 

Matriz de Fibonacci A = j ^ . 

4. Use la parte DVS del demo eigshow de MATLAB (o Java en la pagina del curso 
web .mit . edu/ 18 . 06) para encontrar gr&ficamente los mismos vectores iq y v 2 . 

5. Calcule A 1 A y AA T , asi como sus valores caractensticos y vectores caractensticos uni- 
tarios para 

fl 1 O' 

A [° 1 !. ' 

Multiplique las tres matrices U EV T para recuperar A. 

Los problemas 6 a 13 abordan las ideas subyacentes de la DVS. 

6. Suponga que iq, y iq, . . . , v n son bases ortonormales de R". Construya la ma- 

triz A que transforma cada Vj en Uj para obtener Atq = u x , . . . , Av„ = u n . 

7. Construya la matriz con rango 1 que tiene Av = 12m para v = j(l, 1, 1, 1) y u = |(2, 
2, 1). Su linico valor singular es oq 

8. Encuentre t/EV T si A tiene columnas ortogonales ttq, . . . ,w n de longitudes eq 


9. Explique como UT V T expresa A como una suma de r matrices de rango 1 en la ecua- 
cion (3): A = cq u x vj + • • ■ + a r u r vj. 
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10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


19. 

20 . 
21 . 

22 . 

23 . 


Suponga que A es una matriz simetrica de 2 por 2 con vectores caractensticos unitarios 
u x y u 2 . Si sus valores caractensticos son k l - 3 y X 2 = —2, ^cuales son U, 2, y V‘? 

Suponga que A es invertible (con cr l > cr 2 > 0). Cambie A por una matriz lo mds pe- 
quefta posible para obtener una matriz singular Aq. Sugerencia: U y V no cambian: 

Encuentre A 0 , a partir de A = |]mi n 2 ] ^ [ v t “ 2 ] • 


a) Si A cambia a 4A, ^cual es el cambio en la DVS? 

b) ^Cual es la DVS para A T y A -1 ? 

,f,Por que la DVS para A + I no utiliza simplemente E + /? 
Encuentre la DVS y la seudoinversa 0 + de la matriz cero de m por n. 
Encuentre la DVS y la seudoinversa V'E + (/ r de 


A = [l 





Si una matriz Q de m por n tiene columnas ortonormales, ^cual es 0*1 

Diagonalice A T A para encontrar su rafz cuadrada positiva defmida S = VS I/2 V /T y su 
descomposicion polar A — QS: 





i,Cual es la solution de longitud minima por minimos cuadrados x* = A + b de lo si- 
guiente? 


Ax 


I 

1 


1 


0 O' 
0 0 




Es posible calcular A + , o encontrar la solution general para A r Ax = A T b y escoger 
la solution que esta en el espacio renglon de A. Este problema ajusta el mejor piano 
C + Dt + Ezstb = 0 y tambien a£> = 2enf = z = 0(y£> = 2enf = z= 1). 

a) Si A tiene columnas independientes, su inversa izquierda (A t A)~‘A t es A + . 

b) Si A tiene renglones independientes, su inversa derecha A T (AA T ) _1 es A + . 

En ambos casos, compruebe que x + = A*b esta en el espacio renglon, y que A r Ax* 
= A T b. 


Separe A = U E V T en su descomposicion polar inversa QS'. 

La expresion (AB) + = B*A*, ^siempre es verdadera para seudoinversas? Creo que 
no. 


Si se eliminan los renglones cero de U se queda con A — LQ, donde las r columnas 
de L generan el espacio columna de A y los r renglones de U generan el espacio ren- 
glon. Asi, A + tiene la formula explicita Uj{lLlf v )~ l {L r L)~' L? . 

i,Por que A + b esta en el espacio renglon con £/ T al frente? ^Por que A T AA*b = A T b, 
de modo que x* = A + b satisface la ecuacion normal como debe hacerlo? 

Explique por que AA + y A* A son matrices proyeccion (y por tanto simetricas). i,So- 
bre qud subespacios fundamentales se proyectan? 
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6.4 PRINCIPIOS MINIMALES 

En esta section nos escapamos por primera vez de las ecuaciones lineales. La incognita x 
no se proporcionard como la solution de Ax = b o Ax = Xx. En vez de ello, el vector x se 
determinara por un principio minimo. 

Es sorprendente la cantidad de leyes naturales que pueden expresarse como principios 
minimales. Justo el hecho de que los lfquidos pesados se hunden hasta el fondo es una con- 
secuencia de minimization de su energta potencial. Y cuando una persona se sienta en un 
automovil o se acuesta en una cama, los resortes se ajustan a sf mismos de modo que la 
energfa se minimiza. Una pajilla en un vaso de agua se ve flexionada porque la luz llega al 
ojo lo mas rapido posible. Ciertamente hay ejemplos mas intelectuales: el principio funda- 
mental de la ingenierfa estructural es la minimization de la energfa total.* 

Es necesario mencionar de inmediato que estas “energfas” no son otra cosa que fun- 
ciones cuadraticas positivas definidas. Y la derivada de una cuadratica es lineal. Volvemos 
a las conocidas ecuaciones lineales, cuando las primeras derivadas se igualaron a cero. El 
primer objetivo en esta section es encontrar el principio minimo equivalente a Ax — b,y 
la minimizacion equivalente a Ax = Xx. En dimensiones finitas se hara exactamente lo 
que la teoria de la optimization hace en un problema continuo, donde “primeras derivadas 
= 0” proporciona una ecuacion diferencial. En todo problema, se tiene libertad de resolver 
la ecuacidn lineal 0 de minimizar la cuadratica. 

El primer paso es directo: se desea encontrar la “parabola” P(x) cuyo minimo ocurre 
cuando Ax = b. Si A es justo un escalar, es facil hacer lo anterior: 

La grafica de P(x) = zrAx 1 — bx tiene pendiente cero cuando —• — Ax — b — 0 . 

2 dx 

Este punto x = A~ l b es un minimo si A es positiva. Asf, la parabola P(x) se abre hacia arri- 
ba (vease la figura 6.4). En mis dimensiones esta parabola se transforma en un tazon pa- 
rabolico (un paraboloide). Para asegurar un minimo de P(x), no un maximo o un punto 
silla, j A debe ser positiva defmida! 

6H Si A es positiva defmida simetrica, entonces P(x) = ~x T Ax — x T b alcanza su 
: minimo en el punto donde Ax = b. 'En ese punto, P mfn = — ~b r A~~ l b. 



Figura 6.4 La grafica de una cuadratica positiva P(x) es un tazon parabolico. 


*Estoy convencido de que los vegetales y ios humanos tambidn se desarroilan segun principios minimaies. Qui- 
za la civilizacion estd basada en una ley de accion minima. Debe haber nuevas leyes (y principios minimaies) por 
descubrir en las ciencias sociales y en las ciencias de la vida. 
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Demostracion Suponga que Ax = b. Para cualquier vector y, se demostrara que P(y) > 
P(x): 

P(y) — P(x ) = -y T Ay — y r b — -x T Ax + x T b 

j 1 

= -y T A>> — y T Ax + -x t Ax (iguale b = Ax) 

= i(y -x) r A(y -x). (1) 

Lo anterior no puede ser positiva deftnida porque A es positiva definida, y es cero solo si 
y -x = 0. En todos los dernas puntos, P(y) es mas grande que P(x), de modo que el mfni- 
mo ocurre en x. ■ 

EjempSo 1 Minimizar P(x) = x\ - jcijc 2 + x\ - b\X X - b 2 x 2 . El metodo de costumbre, por calculo, 
es igualar a cero las derivadas parciales. Asi se obtiene Ax = b: 

dP/dXi =2xi -Xi-bi =0 significa f 2 _1 ] M = [M (2) 

dP/dx 2 = -Xi +2x 2 -b 2 =0 S [-1 2J [x 2 \ [b 2 \- ( ) 

El algebra lineal reconoce esta P(x) como \x T Ax — x r b, y sabe de inmediato que Ax = b 

proporciona el minimo. Se sustituye x = A~ l b en P(x): 


Valor minimo 


^(A~ l b) T A(A~ x b) - ( A~ l bfb = ~ b T A~ l b . (3) 


En aplicaciones, -x 1 Ax es la energfa interna y -x T b es el trabajo extemo. El sistema 
automaticamente se vuelve x = A~ 1 b, donde la energfa total P(x) es un mi'nimo. 


Minimizacion con restricciones 

Muchas aplicaciones agregan ecuaciones extra Cx = d por encima del problema de mini- 
mizacion. Estas ecuaciones son restricciones. P(x) se minimiza sujeto al requerimiento 
adicional Cx = d. Por lo general x no es capaz de satisfacer n ecuaciones Ax = b y tam- 
bien l restricciones extra Cx = d. Se tienen demasiadas ecuaciones y se requieren i incog- 
nitas mis. 

Estas nuevas incognitas jq, . . . , y e se denominan multiplicadores de Lagrange. In- 
tegran la restriccion en una funcion L(x, y). Esta fue la brillante aportacion de Lagrange: 

L(x , y) = P(x) + y T (Cx — d) = i x T Ax — x T b + x T C T y — y T d. 

El termino en L se escoge exactamente de modo que dLldy = 0 devuelva Cx — d. Cuan- 
do las derivadas de L se igualan a cero, se tienen n + i ecuaciones para n + l incognitas 
xyy: 

Minimizacion dL/dx —0: Ax + C T y = b 

restrmgida dL/dy =0 : Cx =d ^ 

Las primeras ecuaciones implican las misteriosas incognitas y. Bien podrfa preguntarse que 
representan. Estas “incognitas duales” y indican cuanto el minimo restringido Pci min (qu® 
solo permite a x cuando Cx = d) excede al P ^ no restringido (permitiendo todas las x): 

Sensibilidad del minimo P c/min = P mil + iy T (CA _1 b - d) > „ . (5) 

EjempSo 2 Suponga que P(x i,x 2 ) = + \x\. Ciertamente, su valor mas pequeno es P^ = 0. 

Este problema no restringido tiene n = 2, A = I y b — 0. Asf, la ecuacion de minimizacion 
Ax = b justamente proporciona = 0 y x 2 = 0. 
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Ahora se agrega una restriccion c, x, + c 2 x 2 = d. Esto coloca a x sobre una recta en 
el piano x r x 2 . El minimizador anterior jq = x 2 = 0 no esta en la recta. La funcion la- 
grangiana L(x, y) = \x\ + \x\ + yCtqx, + c 2 x 2 - d ) tiene n + l = 2+1 derivadas 
parciales: 

dL/dxi =0 x\ + C\y — 0 

dL/ dx 2 =0 x 2 + c 2 y = 0 (6) 

dL/dy = 0 CiXi + c 2 x 2 ~ d. 

Al sustituir x x = — c,y y x 2 = —cyy en la tercera ecuacion se obtiene ~cjy — c|y = d. 



El minimo restringido de P = ^x T x se alcanza en ese punto solution: 


^ Cl min - ■ ~x 2 ~ — j -J—J ■ W 

2 2 2 (cf +c\) 2c\ +ci 

Lo anterior es igual a - \yd , como se pronosticaba en la ecuacion (5), ya que b = 0 y 


En la figura 6.5 se muestra el problema que ha resuelto el algebra lineal, si las restric- 
ciones mantienen a x sobre una recta 2jq - x 2 = 5. Se esta buscando el punto mas proxi- 
mo a (0, 0) sobre esta recta. La solution es x = (2, — 1). Se espera que este vector mas 
corto x sea perpendicular a la recta, y se tiene razon. 



Mi'nimos cuadrados de nuevo 

En minimizacion, la gran aplicacion son los mmimos cuadrados. El mejor x es el vector 
que minimiza el enror al cuadrado E 2 = || Ax — b\\ 2 . jEsta es una cuadratica y se ajusta a 
nuestro marco de referenda! Esclarecera las partes que parecen nuevas: 

Error al cuadrado E 2 = (Ax - bf(Ax - b) = x T A r A x - 2 x T A J b + b T b. (9) 

Compare con ^x T Ax — x r b al inicio de esta section, que condujo a Ax — b: 

[A cambia a A r A] [b cambia a A T b] [sesuma& r fe]. 

La constante b T b eleva toda la grafica, lo cual no afecta al mejor x. Los otros dos cambios, 
A en A t A y b en A T 6, originan una nueva manera de llegar a la ecuacion de mmimos cua- 
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drados (ecuacion normal). La ecuacion de minimizacidn /be = b cambia a la 

Ecuacion por iranimos cuadrados .4 Ax --Ah. ' 

El tema de la optimization requiere todo un libro. Nos detendremos mientras sea algebra 
lineal pura. 

El cociente de Rayleigh 

El segundo objetivo es encontrar un problema de minimization que sea equivalente a Ax 
= Xx lo cual no es tan facil. La funcion a minimizar no puede ser cuadrabca, ya que en- 
tonce’s su derivada tendrfa que ser lineal, y el problema de valores caractensticos es no li- 
neal (X multiplicado por x). El truco exitoso es dividir una cuadratica entre otra: 

Cociente de Rayleigh Minimizar R(x) = 


61 Principio de Rayleigh: El valor minimo del cociente de Rayleigh es el me- 
nor valor caracteristico X,. R(x) alcanza el minimo en el primer vector caractenstico 

Xj d© Ar t 4 Ti 

_ xjAx i __x;k x xi _ ^ 

Minimo dandle Ax t = Xx t . R(x 0 -f- t >* 

x i x \ , x } x l,.. 


Si se mantiene x T Ax = 1, entonces R(x) es un minimo cuando x T x = llx|| 2 es lo mas gran- 
de posible. Se esta buscando el punto sobre el elipsoide x T Ax = 1 lo mas lejano posible al 
origem el vector x de mayor longitud. Con base en el analisis que se hizo sobre el elipsm- 
de , su eje mayor apunta a lo largo del primer vector caracteristico. Asi, R(x) es un minimo 

Algebraicamente es posible diagonalizar la matriz simetrica A por medio de una ma- 
triz ortogonal: Q T AQ = A. Luego se hace x = Qy y el cociente se facilita: 


(Qy)' l 'MQy) _ y T Ay = Xiy? + • • • + 
(Qy) r (Qy) y T y yl + --- + yl 


(ii) 


El minimo de R es X „ en el punto en que y , - 1 y y 2 ~ 0: 

En todos los puntos Xi (yf + y\ + • • • + yl) < ( x iy? + x xy\ + " ’ 


El cociente de Rayleigh en la ecuacion (11) nunca es menor que X t y nunca es mayor que 
X„ (el mayor valor caracteristico). Su minimo esta en el vector caractenstico x x y su maxi- 
mo esta en x n : 

x^ Axn X n ^ 

Maximo donde Ax n = R(x n ) - — A «- 

X n X n 


Un detalle pequeno pero importante: el cociente de Rayleigh es igual a a„, cuando el vec- 
tor ensayo es x = (1, 0, . . . , 0). Asl, a„ (sobre la diagonal principal) esta entre X t yU>- 
to puede verse en la figura 6.6, donde la distancia horizontal a la elipse (donde a n xri - D 
esta entre la distancia mas corta y la distancia mis larga: 




que es Xi < an < X„. 


Los elementos diagonals de cualquier matriz simetrica estdn entre X t y X n . Para ver mas 
claramente lo anterior, la figura 6.6 se trazo para una matriz positiva definida de 2 por 2. 




Figura 6.6 Ambas, la x = xy/y/X[ mas alejada y la x = x n j -JT7 n mas proxima propor- 
cionan x T Ax = x T Xx = 1. Estos son los ejes mayor y menor de la elipse. 


Entrefazamiento de los valores caractensticos 

Los vectores caracteristicos intermedios x 2 , ■ ■ . , x„_ y son puntos silla del cociente de Ray- 
leigh (derivadas cero, aunque n ingun minimo o maximo). La dificultad con estos puntos es 
que no se tiene ni idea de si R(x) estd arriba o abajo de ellos. Esto hace mas diflcil de esti- 
mar a los valores caracteristicos intermedios X 2 , . . . , X„_,. 

Para este topico opcional, la clave consiste en encontrar un minimo o un maximo res- 
tringido. Las restricciones provienen de la propiedad basica de las matrices simetricas: x. 
es perpendicular a los otros vectores caracteristicos. 


6 J El minimo de l?(x) sujeto a x T x f = 0 es X 2 . El minimo de 
ra otra restriccion x T v = 0 no estd por arriba de X 2 : 





min R(x) 

x r x i =0 


A , 2 > rmn R(x) 

x r v~0 



Este “principio maximo” hace de X 2 el maximo sobre todas las v del minimo de R(x) con 
x T v = 0. Esto supone un metodo para estimar X 2 sin conocer X t . 


Ejemplo 3 Eliminar el ultimo renglon y la ultima columna de cualquier matriz simetrica: 

Xi(A)=2-V2 [2-1 O' 

X 2 (A) =2 A = — 1 2—1 se convierte en B = 

X 3 (A)=2 + V2 L 0 — 1 2 . 


2 -1] Xi(B) = 1 

-1 2 j X 2 (S) = 3. 


El segundo valor caracteristico X 2 (A) = 2 esta por arriba del menor valor caracteristico 
Xy(B) = 1. El menor valor caracteristico X^A) = 2 — V2 esta por abajo de X x {B). Asl, 
XjB) esta atrapado entre ambos. 

En este ejemplo se escogio v = (0, 0, 1), de modo que la restriccion x T u = 0 elimino 
la tercera componente de x (reduciendo asl A a B ). 
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La fotograffa completa es un entrelazp.mien.to de valores caracteristicos: 

X x (A) < Xi(B) < A-2(A) £ A. 2 (B) < * * • < ^-n-i(B) < A n (A). (13) 

Esto tiene una interpretation natural para un elipsoide, cuando es cortado por un piano que 
pasa por el origen. La seccion transversal es un elipsoide de una dimension menor. El eje 
mayor de esta seccion transversal no puede ser mas largo que el eje mayor de todo el elip- 
soide: X t (B) > /_ 1 ( A ) . Sin embargo, el eje mayor de la seccion transversal es por lo me- 
nos tan largo como el segundo eje del elipsoide original: a 1 ( B ) < X 2 (A). De manera 
semejante, el eje menor de la seccion transversal es menor que el segundo eje original, y 
mayor que el eje menor original: X 2 (A) < X 2 (B ) < X 3 (A). 

Lo mismo puede verse en mecanica. Cuando los resortes y las masas estan oscilando, 
suponga que una masa se mantiene en equilibrio. Entonces la menor frecuencia se incre- 
menta, pero no por arriba de X 2 . La mayor frecuencia disminuye, pero no por debajo X„_j. 
Se termina con tres observaciones. Espero que su intuition le indique que son correctas. 

Observation 1 El principio maximo se extiende a subespacios Sj de dimension j: 

Maximo del minimo X, +1 = max min R(x) . (14) 

todas las Sj [xl Sj 

Observation 2 Para tambien hay un principio minimax: 

Minimo de! maximo X n -j = nun maxfi(x) . (15) 

todas las Sj x±Sj 

Si j — 1 , se esta maximizando R(x) sobre una restriccion x T v = 0. Este maximo esta entre 
X„-i y no restringidas. La restriccion mds fuerte hace que x sea perpendicular al vector 
caracteristico superior v = x n . As f, el mejor x es el siguiente vector caracterfstico x n _ l . El 
“minimo de los maximos” es A.„_ , . 

Observation 3 Para el problema generalizado Ax = XMx, los mismos principios se cum- 
plen si M es positiva definida. En el cociente de Rayleigh, x T x se convierte en x T Mx: 

Ax 

Cociente de Rayleigh Al minimizar R(x) = ~= se obtiene XiiM^A). (16) 

x l Mx 

Incluso para masas desiguales en un sistema oscilatorio (M t 6 I), al mantener una masa en 
equilibrio se eleva la menor frecuencia y se disminuye la mayor frecuencia. 


H Conjunto de probfemas 6.4 

1. Considere el sistema Ax = b dado por 



Construya la cuadratica conrespondiente P(x u x 2 , x 3 ), calcule sus derivadas parciales 
3P/dXi,y compruebe que se hacen cero exactamente en la solution deseada. 
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2. Complete al cuadrado en P = |x T Ax -x T b = |(x -A *fe) T A(x - A~ l b) + cons- 
tante. Esto es igual a R mfn porque el termino anterior nunca es negativo. (^Por que?) 

3. Encuentre el minimo, en caso de haberlo, de P x = |x 2 + xy + y 2 — 3y y P 2 = ±x 2 
— 3y. i,Que matriz A esta asociada con P 2 ? 

4. (Repaso) Otra cuadratica que ciertamente tiene su minimo en Ax = b es 

Q(x) — - II Ax —fe|| 2 = i x T A r Ax — x T A r b + ^fe T fe- 

Al comparar Q con B, e ignorar la constante lfe T fe, ique sistema de ecuaciones se ob- 
tiene en el minimo de Q1 1 Como se denominan estas ecuaciones en la teorfa de mini- 
mos cuadrados? 

5. Para cualquier matriz simetrica A, calcule la razon R(x) para la election especial x = 
(1, . . . , 1). ^Corno esta relacionada la suma de todos los elementos a tj con a, y X„? 

6 . Con A = [_ 2 2 ]’ encuentreunae l ecc io nc lexconlaqueseobtengaunmenorB(x) 

que la cota X^ 2 que proviene de los elementos diagonales. ^Cual es el valor mini- 
mo de R(x)7 

1. Si B es positiva definida, a partir del cociente de Rayleigh demuestre que el menor va- 
lor caracteristico de A + B es mayor que el menor valor caracterfstico de A. 

8. Si y ju-j son los menores valores caracteristicos de A y B, demuestre que el menor 
valor caracteristico de A + B es por lo menos tan grande como a ( + (Intente el 
correspondiente vector caracteristico x en los cocientes de Rayleigh.) 

Nota Quiza los problemas 7 y 8 son los resultados mas tipicos y mas importantes 
que resultan facilmente del principio de Rayleigh, pero no es asi en el caso de las ecua- 
ciones de valores caracteristicos. 

9. Si B es positiva definida, a partir del principio minimax (12) demuestre que el segun- 
do menor valor caracteristico se incrementa al sumar B : A. 2 (A + B) > X 2 (A). 

10. Si se eliminan dos renglones y dos columnas de A, )que desigualdades son de esperar 
entre el menor valor caracteristico p. de la nueva matriz y los as originates? 


11. Encuentre los valores minimos de 

R(x) = 

xf + xj 


xf — X 1 X 2 + x\ 
2x1 + X 2 


12. A partir de la ecuacion (11), demuestre que R(x) nunca es mayor que el mayor valor 
caracteristico X n . 

13. El principio minimax para Xj implica subespacios .S’- de dimension j: 


Equivalente a la ecuacion (15) 


X j = nun max R{x ) 

St x en Si 


a) Si Xj es positivo, deduzca que todo Sj contiene un vector x con R(x) > 0. 
fe) Deduzca que S, contiene un vector y = C~ l x con y T C T ACy/y T y > 0. 
c) Concluya que el j-dsimo valor caracteristico de C r AC, con base en el principio mi- 
nimax, tambien es positivo, suponiendo de nuevo la ley de la inertia proporciona- 
da en la seccion 6.2. 
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14. Demuestre que el menor valor caracterfstico A. t de Ax = XMx no es mds largo que la 
razon a n /m n de los elementos en las esquinas. 

15. i,Que subespacio particular S 2 en el probleraa 13 proporciona el valor mfnimo X 2 1 En 
otras palabras, £Sobre que S 2 se cumple que el mdximo de R(x) es igual a A. 2 ? 

16. (Recomendado) A partir de la submatriz cero, decida los signos de los n valores carac- 
terfsticos: 

'o -or 
„ • • 0 2 

A 0 0 0 • ’ 

12 ■ n 

17. (Mmimo restringido) Suponga que el mfnimo sin restringir x = A~ x b satisface la 
restriction Cx = d. Compruebe que la ecuacion (5) proporciona correctamente 
Pci min ~ Rnimi el termino de correction es cero. 


6.5 EL METODO DEL ELEMENTO FINITO 

En la section previa sobre principios mfnimos se presentaron dos conceptos fundamentales: 

i) Resolver Ax: = b es equivalente a minimizar P(x) = jX t Ax — x T b. 

ii) Resolver Ax = X,xes equivalente a minimizar R(x) = x r Ax/x r x. 

A continuation se intentara explicar como es posible aplicar estas ideas. 

La historia es larga, ya que estos principios se conocen desde hace mas de un siglo. 
En ingenierfa, problemas como el doblado de planchas, o problemas de fisica como el es- 
tado fundamental (funcion caracteristica) de un atomo, la minimizatibn se ha utilizado pa- 
ra obtener una aproximacion tosca a la solution verdadera. La aproximacion tenia que ser 
tosca; las computadoras eran humanas. Los principios i) y ii) ahf estaban, aunque no era 
posible implementarlos. 

Resulta evidente que la computadora conllevarfa una revolution. Lo que salto hacia 
delante fue el metodo de diferencias finitas, ya que es facil “discretizar” una ecuacion di- 
ferencial. Ya en la section 1.7, las derivadas se sustituyeron por diferencias. La region fi- 
sica es cubierta con una malla, y w" = fix) se convirtio en uj+\ — 2 uj + «y_, = h 2 fj. En la 
decada de 1950 surgieron nuevos metodos para resolver sistemas Au = / que eran muy 
grandes y ralos: actualmente los algoritmos y el hardware son mucho mas rapidos. 

Lo que no se reconocio por completo fue que incluso las diferencias finitas se vuelven 
increiblemente complicadas para problemas ingenieriles reales, como las deformaciones 
que experimenta un avion. La verdadera dificultad no estriba en resolver las ecuaciones, 
sino en plantearlas. Para una region irregular el trozo de malla se coloco junto con trian- 
gulos, cuadrilateros o tetraedros. Luego se requirio un metodo sistematico para aproximar 
las leyes ffsicas subyacentes. La computadora tuvo que ayudar no solo en la solucion de 
Au =fy Ax = Xx, sino tambien en su planteamiento. 

Puede conjeturarse lo que ocurrio. Los antiguos metodos estan de vuelta, con un nuevo 
concepto y un nuevo nombre. El nuevo nombre es metodo del elemento finito. La nueva idea 
utiliza mas de la potencia de la computadora — en la construction de una aproximacion dis- 
creta, en su resolution y en el despliegue de los resultados— que cualquiera otra tbcnica en la 
computation cientffica.* Si la idea basica es simple, las aplicaciones pueden ser complicadas. 


1 



'Por favor, disculpe este entusiasmo; sd que el mdtodo puede no ser etemo. 
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u : : • . V - .. r - • ■- : : r„> l o a j a n a cional 

~ El metodo del elemento finito 

^ jnsf. PEViit . nA r. ,. vt. coac;:cclJn ‘del Uruguay 

Para problemas en eJtei escaTagef umcB^jSirftb ’qfi^nt^^uede discutirse es su costo; me temo 
que mil millones de dolares es una estimation conservadora del costo hasta la fecha. Es- 
pero que algunos lectores tengan el vigor necesario para dominar el mdtodo del elemento 
finito y utilizarlo correctamente. 


Funciones ensayo 

Empezando con el clasico principio de Rayleigh-Ritz, se introducira la nueva idea de los 
elementos finitos. La ecuacion puede ser — = fix) con condiciones en la frontera u(0) = 
n(l) = 0. Este problema es de dimension infinita (el vector b se sustituyo por una funcion 
/, y la matriz A se convierte en -d 2 / dx 1 ). Es posible escribir la energfa cuyo mfnimo se bus- 
ca, al sustituir los productos intemos v T f por integrates de v(x) fix): 

Energfa total P(v) = ^u T Ati — v r f — i f v(x)(—v"(x))dx— f v(x)f(x)dx. (1) 

2 2 Jo Jo 

P(v) debe minimizarse sobre todas las funciones v(x) que satisfacen v(0) = u(l) = 0 .La 
funcion que proporciona el minima es la solucion u( x). La ecuacion diferencial se ha con- 
vertido en un principio mfnimo, y s61o queda integrar por partes: 

r 1 r I de p 1 " i 

/ v{-v")dx= (v') 2 dx - [ut»']*”o modo P( v ) = / -(v'(x)) 2 + v(x)f(x) dx. 

Jo Jo que Jo L 2 

El termino vt/es cero en ambos Ifmites, ya que v lo es. Asf, f (v'(x)) 2 dx es positiva, co- 
mo x r Ax. Se tiene garantizado un mfnimo. 

El calculo exacto del mfnimo es equivalente a resolver exactamente la ecuacion di- 
ferencial. El principio de Rayleigh-Ritz produce un problema n-dimensional al escoger 
solo n funciones ensayo V\(x ), . . . , V n (x). A partir de todas las combinaciones V = yq 
V/x) + • • • + y n V n (x) se busca la combinacibn particular (se denomina U) que minimiza 
P(V). Esta es la idea clave: minimizar sobre un subespacio de Vs en vez de sobre todas las 
v(x) posibles. La funcion que proporciona ei mfnimo es U(x). Es deseable y de esperar que 
U(x) este proxima a la u(x) correcta. 

Al sustituir V por v, la cuadratica se convierte en 

P(V)=i [ (yi v[(x) +• • - + y n V^(x)) 2 dx- [ (yi V/x) -I + y„ V n (x))f(x) dx. (2) 

2 Jo 10 

Las funciones ensayo V se escogen de antemano. [Este es el paso clave! Las incognitas y 1; 
. . . , y n van en un vector y. Luego, P(V) = jy r Ay — y T b se reconoce como una de 
las cuadraticas de costumbre. Los elementos A tj de la matriz son / V' Vi dx = coeficien- 
tes de yyij. Las componentes bj son f Vjfdx. Ciertamente, es posible encontrar el rnfni- 
mo de iy T Ay — y T b al resolver Ay = b. En consecuencia, el mbtodo de Rayleigh-Ritz 
consta de tres pasos: 

1. Escoger las funciones ensayo V u . . . , V„. 

2. Calcular los coeficientes A iy - y bj. 

3. Resolver Ay = b para encontrar U(x) = yiVfx) + • • - + y n V n (x). 

Todo depende del paso 1 . A menos que las funciones Vj (x) sean extremadamente sim- 
ples, los otros pasos serfan virtualmente imposibles. Y a menos que alguna combination de 
los Vj este proxima a la solucion u(x) verdadera, estos pasos seran inutiles. Para combinar 
la facilidad de hacer los calculos y la exactitud, la idea clave que hace exitosos los elemen- 
tos finitos, es el uso de los polinomios por partes como las funciones ensayo V(x). 
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Elementos finitos lineales 

El elemento finite mas simple y de mayor uso es lineal por partes. En los puntos interio- 
res x x = h, jc 2 = 2h, . , . , x n = nh se colocan nodos, asf como para las diferencias finitas. 
Luego, Vj es la “funcion sombrero” que es igual a 1 en el nodo Xj, y cero en todos los de- 
mas nodos (vease la figura 6.7a). Esta concentrado en un pequeno intervalo alrededor de 
su nodo, y es cero en todas las demas partes (incluyendo x = 0 y x = 1). Cualquier com- 
bination y\Vi + • • ■ + y„V„ debe tener el valor yj en el nodo j (los otros Vs son cero ahO, 
de modo que resulta facil trazar su grafica (vease la figura 6.7 b). 



0 xa , = 4ft 1 0 1 

a) b) 

Figura 6.7 Funciones sombrero y sus combinaciones lineales. 


En el paso 2 se calculan los coeficientes Ay = f V/Vj dx en la “matriz de rigidez” A. 
La pendiente Vj es igual a 1/h en el pequeno intervalo a la izquierda de x p y a -l/h en el 
intervalo a la derecha. Si estos “intervalos dobles ” no se traslapan, el producto V / Vj es ce- 
ro y Ay = 0. Cada funcion sombrero se traslapa consigo misma y con solo dos vecinos: 

-/(s) dx=, l 


En la diagonal 


i«/ = J v;v!c 


Fuera de la 
diagonal 






Asf, la matriz de rigidez es realmente tridiagonal: 


2 -1 

-1 2 -1 
-1 2 -1 
-1 2 -1 
-1 2 

jEsto se ve como diferencias finitas! Ha conducido a miles de discusiones sobre la relation 
entre estos dos metodos. Elementos finitos mas complicados — polinomios de grado supe- 
rior, definidos sobre triangulos o cuadrilateros para ecuaciones diferenciales parciales— 
tambien producen matrices ralas. Podrfa pensarse que los elementos Finitos es una forma 
sistematica para construir ecuaciones en diferencias exactas sobre mallas irregulares. La 
cuestion esencial es la sencillez de estos polinomios por partes. Dentro de cada elemento, 
sus pendientes son faciles de calcular e integrar. 

Las componentes bj en el miembro derecho son nuevas. En vez de simplemente con- 
tar con el valor de/en Xj, como para las diferencias finitas, ahora son un promedio de / 
alrededor de ese punto: bj — f V jf dx. Luego, en el paso 3, se resuelve el sistema tri- 
diagonal Ay — b, que proporciona los coeficientes en la funcion ensayo minimizadora 
U — y\V\ +•• • +y n V n - A1 unir todas estas alturas con una recta quebrada, se obtiene la 
solution aproximada U(x). 
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Ejemplo 1 —u" = 2 con u( 0) = «(1) = 0, y solucion u(x) = x -x 2 . 

La aproximacion usa tres intervalos y dos funciones sombrero, con h — |. La matriz 
A es de 2 por 2. El miembro derecho requiere integration de la funcion sombrero multipli- 
cada por/(x) = 2. Lo anterior produce el doble del area j bajo el sombrero: 



La solucion de Ay = b es y — (§, §)• La mejor (/(x) es|V[ -+- J V 2 , que es igual a | en los 
puntos de la malla. Esto coincide con la solucion exacta u(x) = x — x 2 = j — 

En un ejemplo mas complicado, la aproximacion no es exacta en los nodos. Aunque 
esta extraordinariamente proxima. La teorfa subyacente es explicada en el libro del autor 
An Analysis of the Finite Element Method (consulte la pagina www . wellesleycambridge 
. com) escrito al alimon con George Fix. En otros libros se proporcionan aplicaciones mas 
detalladas, y el tema de los elementos finitos se ha convertido en una parte importante de 
la education de la ingenierfa. Se aborda en Introduction to Applied Mathematics, y tambien 
en mi nuevo libro Applied Mathematics and Scientific Computing. AM se analizan ecua- 
ciones diferenciales parciales, donde el metodo realmente se encuentra en su medio. 


Problemas de valores caracteristicos 


El concepto de Rayleigh-Ritz -minimizar sobre una familia de dimension finita de Vs en 
lugar de hacerlo sobre todas las us admisibles- tambien es de utilidad para los problemas 
de valores caracteristicos. El verdadero mfnimo del cociente de Rayleigh es la frecuencia 
fundamental l t . Su mfnimo aproximado A, es mas grande, ya que la clase de funciones 
ensayo se ha restringido a los Vs. Este paso era completamente natural e inevitable: aplicar 
las nuevas ideas del elemento finito a esta forma variational del problema de valores ca- 
racterfsticos establecida hace bastante. 

El mejor ejemplo de un problema de valores caracteristicos tiene u(x) = sen ttx y 

X j = 7 r 2 : 

Funcidn caracterfstica u{x) —u"=Xu, con u(0) = «( 1) = 0. 


Esta funcion sen ttx minimiza el cociente de Rayleigh v T Av/ v T v: 


Cociente de Rayleigh 


fj v(x)(—v"(x)) dx 

R(v) = Jo , 

f 0 (v(x)) 2 dx 


Jq( v '( x )) 2 dx 

Jo(v(x)) 2 dx 


Esta es una razon de energfa potencial a energfa cinetica, y estan en equilibrio eu el vector 
caracteristico. Normalmente este vector caracterfstico es desconocido, y para aproximarlo 
es necesario admitir s61o los candidatos de ensayo V = y x V x + • • • + y„ V n : 


1 /\ _ fo\yiV{ + • • • +y n Vj) 2 dx _ y 1 Ay 

A ( V J | rn . , • 

/ 0 (yiV, +■•• +y„V n fdx y T My 


A continuacion se aborda el problema matricial: Minimizar y T Ay/y r M y . Con M = I, lo 
anterior conduce al problema de valores caracteristicos estandar Ay = Xy. Sin embargo, la 
matriz M es tridiagonal, ya que la aproximacion a esta funci6n se traslapa. Es exactamente 
la situation que conlleva el problema generalizado de valores caracteristicos. El valor mf- 
nimo Aj es el menor valor caracterfstico de Ay = XMy. Esta A x esta proxima a (y por 
arriba de) ir 2 . El vector caracteristico y proporciona la aproximacion U = y\ V x + • ■ ■ +. 
y n v n a la funcion caracterfstica. 



Capitulo 6 Matrices positivas definidas 


C a p I t U I 0 


Asi como en el problema de estatica, el metodo puede resumirse en tres pasos: 1) es- 
coger los V p 2) calcular A y M, y 3) resolver Ay = XMy. No se por que esto cuesta mil mi- 
liones de dolares. 


IF Conjunto da problernas 6.5 j. 

1. Use tres funciones sombrero, con h = j, para resolver — u" = 2 con u( 0) = w( 1) = 0. 
Compruebe que la aproximacion U coincide con u = x - x 2 en los nodos. 

2. Resuelva -u" = x con w(0) = u(l) = 0. Luego resuelva aproximadamente con dos 
funciones sombrero y h = \. (.Donde esta el error mas grande? 

3. Suponga que -u" = 2, con la condicion en la frontera w(l) = 0 cambiada a «'(1) = 0. 

Esta condicion “natural” sobre u no requiere ser impuesta sobre las funciones ensayo 
V. Con h = }, existe un semisombrero extra V 3 , que va de 0 a 1 entrex = § y x = 1. 

Calcule A33 = / (V3) 2 dx y / 3 = /2V3 rfx- Resuelva Ay = /para la solution del ele- 
mento finito y, V x + y 2 V 2 + y 3 V3. 

4. Resuelva -u" = 2 con una sola funcion sombrero, pero coloque su nodo en x = f en 
vez de x = (Trace esta funcion 1/.) Con condiciones a la frontera «(0) = w(l) = 0, 
compare la aproximacion por elementos finitos con la u — x - x 2 verdadera. 

5. El metodo de Galerkin empieza con la ecuacion diferencial (por ejemplo -u" = /(x)) 
en vez de con la energfa P. La solucidn ensayo sigue siendo u = y 1 Vf + y2 V% + — + 
y n V„, y las ys se escogen para hacer que la diferencia entre -u" y/sea ortogonal para 
todo Vf. 

Galerkin J ( -y, V" -y 2 V" y„ V") Vj dx = j f(x) Vj (x) dx. 

Integre por partes el miembro izquierdo para llegar a Ay — f demostrando que el me- 
todo de Galerkin proporciona las mismas Ay f que Rayleigh-Ritz para problernas si- 
metricos. 

6. Una identidad fundamental para cuadrdticas demuestra y = A~' 1 b como la minimiza- 
tion de: 

P(y) — ~y T Ay — y r b = i(y — A" 1 fc) T A(y — A~ l b ) — ^b T A~ l b. 

El mfnimo sobre un subespacio de funciones ensayo esta en la y mas proximo a A~ l b. 

(Esto hace lo mas pequeno posible al termino de la derecha; constittiye la clave para 
la convergencia de U a u.) Si A = / y b = (1, 0, 0), ^que mdltiplo de V = (1, 1, 1) 
proporciona el menor valor para P(y) = |y T y ~ yi? 

i 

7. Para una simple funcidn sombrero V(x) centrada en x = 5, calcule A = / (V') 2 dx y 

M — f V 1 dx- En el problema de valores caracterfsticos de 1 por 1, = A/M es 

mayor o menor que el verdadero valor caractenstico X = ir 2 ? 

8. Para las funciones V x y V 2 centradas enx = /i = | y x = 2 h = |, calcule la matriz 
masa de 2 por 2 M tj = / U U dx, y resuelva el problema de valores caracterfsticos 
Ax = XMx. 

9. iCuffl es la matriz masa M t j — f Vi Vj dx para n funciones sombrero con h = ? 



Calculos con matrices 


7.1 INTR0DUCCIQN 

Uno de los objetivos de este libro es explicar las partes utiles de la teorfa de matrices. En 

comparacion con libros mas antiguos sobre algebra lineal abstracta, la teorfa subyacente no 

ha cambiado radicalmente. Una de las mejores cosas sobre el tema es que la teorfa es real- 

mente esencial para las aplicaciones. Lo que es diferente es el catnbio en el enfasis que vie- 

ne con un nuevo punto de vista. La elimination se convierte en mas que justo una forma de 
encontrar una base para el espacio renglon, y el proceso de Gram-Schmidt no solo es una 
demostracion de que todo subespacio tiene una base ortonormal. En vez de lo anterior, real- 
mente se necesitan estos algoritmos. Y se requiere una description conveniente, A = LU 
o A = QR, de lo que hacen aquellos. 

Este capitulo avanzard unos pasos mas en la misma direction. Supongo que estos pasos 
estan regidos por la necesidad computational, mas que por ia elegancia, y no se donde pedir 
disculpas por esto; los hace sentir muy superficiales, lo cual es erroneo. Tratan con los pro- 
blemas mas antiguos y fundamentales del tema. Ax — by Ax = Xx, aunque cambian y mejo- 
ran continuamente. En analisis numerico hay un remanente de la prueba de ajuste, y se desea 

describir algunos conceptos que han prevalecido. Estos pueden clasificarse en tres grupos: 

1. Tecnicas para resolver Ax = b. La elimination es un algoritmo perfecto, excepto 
cuando el problema en cuestion tiene propiedades especiales, como ocurre con casi todos 
los problernas. En la seccidn 7.4 la atencion se centrard en la propiedad de ser ralo(a), 
cuando la mayor parte de los elementos en A son cero. Para resolver Ax = b se desarro- 
ttan metodos iterativos en vez de directos. Un metodo iterative se “corrige a si mismo”, y 
nunca llega a la respuesta exacta. El objeto es aproximarse mas rapidamente que la elimi- 
nacidn. En algunos problernas esto es posible; en muchos otros, la elimination es mas se- 
gura y rapida si aprovecha los ceros. La competencia esta lejos de terminar, y se identificara 
el radio espectral que controla la velocidad de convergencia a x = A~ 1 b. 

2. Tecnicas para resolver Ax = Xx. El problema de valores caracterfsticos es uno de 
los extraordinarios exitos del analisis numerico. Esta definido claramente, su importancia 
es evidente, aunque hasta no hace mucho nadie sabia como resolverio. Se han sugerido do- 
cenas de algoritmos, y todo depende del tamano y de las propiedades de A (y del numero 
de valores caracterfsticos que se quieren). El lector puede solicitar LAPACK, una subruti- 
na para valores caracterfsticos, sin conocer su contenido, aunque es mejor conocerlo. He- 
mos escogido dos o tres conceptos que han sustituido a casi todos sus predecesores: el 
algoritmo QR, la familia de “ metodos de potencias ” y el reprocesamiento de una matriz 
simetrica para hacerla tridiagonal. 
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Los dos primeros metodos son iterativos, y el ultimo es directo. Hace su trabajo en un 
numero fmito de pasos, aunque no termina con los valores caracteristicos en si. Esto pro- 
duce una matriz mucho mas simple de utilizar en los pasos iterativos. 

3. El numero de condition de una matriz. En la section 7.2 se intenta medir la “sen- 
sibilidad” de un problema: si A y B se modifican ligeramente, ^cuan grande es el efecto so- 
bre x = A~ l b? Antes de abordar esta pregunta, se requiere un mdtodo para medir A y el 
cambio A A. La longitud de un vector ya se ha definido, y ahora se necesita la norma de 
una matriz. Luego el numero de condicion, y la sensibilidad de A se concluyen al multi- 
plicar las normas de A y A -1 . Las matrices de este capitulo son cuadradas. 


W 7.2 NORMA DE UNA MATRIZ Y NUMERO DE CONDICION 

Un error y una metedura de pata son cosas muy distintas. Un error es una pequena equivo- 
cation, quiza inevitable incluso para un matematico perfecto o una computadora perfecta. 
Una metedura de pata es mucho mas seria, y por lo menos un orden de magnitud mayor. 
Cuando la computadora redondea un numero despuds de 16 bits, eso es un error. Pero cuan- 
do un problema es tan espantosamente sensible que este error de redondeo cambia por 
completo la solution, entonces casi con toda seguridad alguien ha metido la pata. Nuestro 
objetivo en esta section es analizar el efecto de los errores con la fmalidad de evitar las me- 
teduras de pata. 

En realidad, se esta continuando un analisis que empezo en el capitulo 1 con 


1 1 

1 1.0001 


0.0001 1 

1 1 ' 


Se afirmd que B esta bien acondicionada, y no es particularmente sensible al redondeo, ex- 
cepto que si la elimination gaussiana se aplica de manera imprudente, entonces la matriz 
se vuelve completamente vulnerable. Una metedura de pata es aceptar a 0.0001 como el 
primer pivote, por lo que es necesario insistir en una election mas grande y segura, me- 
diante un intercambio de renglones de B. Cuando “pivoteo partial” se integra al algoritmo 
de elimination, la computadora busca automaticamente los pivotes mas grandes. Asi, la re- 
sistencia natural al error por redondeo deja de estar comprometida. 

i,C6mo se mide esta resistencia natural, y se decide si una matriz esta bien acondicio- 
nada o mal acondicionada? Si hay un cambio ligero en b o en A, ^cuan grande es el cam- 
bio que esto produce en la solution x ? 

Se empieza con un cambio en el miembro derecho, de b a b + Sb . Este error podria 
deberse a los datos experimentales o al redondeo. Puede suponerse que Sb es pequeno, pe- 
ro su direction esta fuera de nuestro control. La solution ha cambiado de x a x + Sx: 


Ecuacion de error A(x + 8x) — b + Sb, de modo que, por sustraccion, A(Sx) = Sb. (1) 

Un error Sb conduce a Sx = A^Sb. En la solution x hay un gran cambio cuando A~ l es 
grande, A es casi singular. El cambio en x es especialmente grande cuando Sb apunta en la 
direction que es mas amplificada por A -1 . 

Suponga que A es simetrica y que sus valores caracteristicos son positivos: 
0 < A.] < ■ ■ ■ < X„. Cualquier vector Sb es una combination de los vectores caracteristi- 
cos unitarios correspondientes x i , . . . , x n . El peor error Sx, que proviene de A -1 , es en la 
direction del primer vector caracterfstico xp 

c- Sb 

Si Sb = ex u entonces Sx = — . 

A, 


Peor error 


( 2 ) 
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El error ||56|| es ampliflcado por l/X ly que es el mayor valor caracterfstico de A~ x . Esta 
amplification es maxima cuando A.j estfi proximo a cero, y A es casi singular. 

Medir la sensibilidad completamente, por medio de tiene una seria desventaja. Su- 
ponga que todos los elementos de A se multiplican por 1000. Asi, X , se multiplica por 1000 
y la matriz se vera mucho menos singular. Esto ofende nuestro sentido del juego justo; un 
reescalamiento tan simple no puede corregir a una matriz mal acondicionada. Es cierto que 
Sx sera 1000 veces menor, pero lo mismo ocurre a la solucidn x = A~~ l b. El error relativo 
||5x||/ ||x|| sera el mismo. Al dividir entre ||x||, el problema vuelve a normalizarse contra un 
cambio trivial de escala. Al mismo tiempo hay una normalization para Sb. Nuestro proble- 
ma es comparar el cambio relativo ||56||/P|| con el error relativo ||&c||/||x||. 

El peor de los casos es cuando ||5x|| es grande —con Sb en la direction del vector ca- 
racterfstico — , y cuando ||x|| es pequena. La verdadera solution x debe ser lo mas peque- 
na posible en comparacion con la b verdadera. Esto significa que el problema original 
Ax = b debe estar en el otro extremo, en la direction del ultimo vector caracterfstico x n : si 
b — x n , entonces x — A~ l b — b/X „ . 

Es esta combination, b — x n ,y Sb = ex\, lo que hace al error relativo lo mas grande 
posible. Estos son los casos extremos en las siguientes desigualdades: 





7A Para una matriz positiva definida, la solution x — A 
siempre satisfacen 


numero de condicion de una matriz positiva definida A 


Ejemplo 1 Los valores caracteristicos de A son aproximadamente A, = 10 4 /2 y X 2 = 2: 

A — j | OOqj tiene numero de condicion aproximado de c = 4 - 10 4 . 

Debe esperarse un cambio brusco en la solution debido a los cambios normales en los da- 
tos. En el capitulo 1 se compararon las ecuaciones Ax = b y Ax' = b': 

u + v — 2 u + v = 2 

u + l.OOOlv =2 u + l.OOOlu = 2.0001. 


Los miembros derechos s61o han cambiado por P£j|| = 0.0001 = 10 4 . Al mismo tiempo, 
la solution vaden = 2, i> = 0aM = ti = 1. Este es el error relativo de 


IIMI 

11 * 1 ! 


IK-1, Dll = V2 
||( 2 , 0 )|! 2 ’ 


que es igual a 


2 ■ 10 4 


\\Sb\\ 

\m 


Sin haber hecho ninguna election especial de la perturbation, en la solution se observa un 
cambio relativamente grande. Las xy Sb forman angulos de 45° con los peores casos, lo 
cual explica el 2 faltante entre 2 • 10 4 y la posibilidad extrema c = 4 • 10 4 . 


Si A = / o incluso si A = // 10, su numero de condition es c = X mix /X min = 1. Por 
comparacion, el determinante es una medida terrible del mal acondicionamiento. Depen- 
de no solo del escalamiento, sino tambien del orden n: si A = 1/ 10, entonces el determi- 
nante de A es 10~ ,! . De hecho, esta matriz “casi singular” esta lo mejor acondicionada 
posible. 



354 


Capftuio 7 Calculos con matrices 


Ejemplo 2 La matriz diferencia fmita Aden por n tiene A. mSx » 4 y k^ n?/ n 2 : 



El numero de condicion es aproximadamente c(A) = \n 2 -, y esta vez la dependencia res- 
pecto al orden n es genuina. Mientras mejor se aproxime a — u" — f incrementando el nu- 
mero de incognitas, mas diffcil es calcular la aproximacion. En cierto punto de intersec- 
cion, un incremento en n produce en realidad una respuesta mas deficiente. 

Afortunadamente para el ingeniero, esta interseccion ocurre donde la precision es bas- 
tante buena. Al trabajar con precision simple, una computadora tipica podrfa hacer errores 
por redondeo del orden de 1CT 9 . Con n = 100 incognitas y c = 5000, el error se amplifica 
cuando mucho, de modo que es del orden de 10~ 5 , lo cual sigue siendo mas preciso que 
cualquier medicion normal. Sin embargo, con 10 000 incognitas se tiene un problema, o con 
una aproximacion 1, —4, 6, —4, 1 a d 4 u/dx 4 = /(*), para la cual el numero de condicion 
crece con n 4 .* 


Matrices no simetricas 

Hasta el momento, nuestro analisis ha sido aplicado a matrices simetricas con valores ca- 
racterfsticos positivos. La hipotesis de positividad puede abandonarse facilmente, y usar 
solo valores absolutos |/.|. Pero para ir mas alia de la simetrfa, como ciertamente se quie- 
re, debe haber un cambio fundamental. Esto puede verse facilmente para las matrices bas- 
tante no simetricas 





(4) 


Todos los valores caracterfsticos son iguales a la unidad, aunque el numero de condicion 
idoneo no es k mix /k mSa — 1. El cambio relativo en x no esta acotado por el cambio relati- 
vo en b. Compare 



Un cambio de 1 % en b ha producido un cambio centenario en x; el factor de amplification 
es 100 2 . Debido a que c representa una cota superior, el numero de condicion debe ser por 
lo menos 10 000. La dificultad aquf es, que un gran elemento fuera de la diagonal en A sig- 
nifica un elemento igualmente grande en A ~ ! . A menudo es erroneo esperar que A - 1 se ha- 
ga mas pequena a medida que A se hace mds grande. 

Para una definition idonea del numero de condicion, se considera nuevamente la ecua- 
cion (3). Se esta intentando hacer pequeno ary grande a b — Ax. Cuando A no es simetri- 
ca, el maximo de II Ax || /||x || puede encontrarse en un vector x que no es uno de los vectores 
caracterfsticos. Este maximo es una excelente medida del tamano de A. Es la norma de A. 


* La regia empmca, comprobada experimentalmente, es que la computadora puede perder log c ci- 
fras decimales debido a los errores de redondeo en la eliminacion gaussiana. 


7.2 Norma de una matriz y numero de condicion 


a do A es el numero U'| derinido por 

- IIA*|| 

II A|| = max If so . 

II A’ II 

En otras palabras, J|A|) acota al “poder de amplification” de la matriz: 
l|Ax|| < |j A || lire || para todos los vectores x. 


Las matrices A y A” 1 en la ecuacidn (4) tienen normas ubicadas en alguna parte entre 
100 y 101. Es posible calcularlas exactamente, pero primero se desea completar la relation 
entre las normas y los numeros de condicion. Debido a que b = Axy Sx = A~ x 8b, la ecua- 
cion (6) proporciona 

11*11 < II A|| ||*|| y ||5*|| < ||A- l |IPi>l|. (7) 

Esta es la sustitucion de la ecuacion (3), cuando A no es simetrica. En el caso en que es si- 
metrica, ||A|| es la misma que y ||A _1 || es lo mismo que 1 /k^. La sustitucion correc- 
ta para k mill /k min es el producto ||A||||A _1 ||, que es el numero de condicion. 


7C El numero de condicion de A es c = p 

fa.p.rurd,® ILl< c m 
IUII ■ 11*11 

Si se perturba la matriz A en vez del miembro derecho b , . 

Sx a partir de 5A !L 3 -J < c directamente de 

■ ., ||* +S*|| || A|| que se muestra a 





Lo que es extraordinario es que el mismo numero de condicion aparece en la ecuacion (9), 
cuando se perturba la matriz misma: Si Ax = * y (A + 8A)(x + <5x) = b, entonces por 
sustraccion 

A8x + 8A{x + Sx) =0, o 8x = -A“ l (SA)(* + Sx). 

Al multiplicar por SA se amplifica un vector por no mas de ||5A||, y al multiplicar por A ~ 1 
se amplifica por no mas de ||A -I ||. Luego, ||5*|| < ||A _1 ||||(5Aj|||x +5*||, quees 

'‘^l 1 < IIA-MIPAH (10) 

Estas desigualdades significan que el error por redondeo proviene de dos fuentes. Una 
es la sensibilidad natural del problema, medida por c. La otra es el error verdadero 8b o 
<SA. Esto constituyo la base del analisis de error de Wilkinson. Debido a que la eliminacion 
realmente produce factores aproximados L' y U', resuelve la ecuacion con la matriz erro- 
neaA + <5A = L'U', en vez de hacerlo con la matriz correctaA = LU. Wilkinson demos- 
tro que el pivoteo parcial controla <$A, de modo que la cargo del error por redondeo es 
Uevada por el numero de condicion c. 

Una formula para la norma 

La norma de A mide la mayor cantidad por la cual cualquier vector (vector caracterfstico o 
no) es amplificado por la matriz multiplicacidn: ||A|| = max (||A*||/||*||). La norma de la 
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matriz identidad es 1. Para calcular la norma, ambos miembros se elevan al cuadrado para 
llegar a la A T A simetrica: 


|| A|| 2 = max - 


x T A T Ax 


7D ||A|| es la rafz cuadrada del mayor valor caracterfstico de A T A:||A|| 2 = 
X mSx ( A t A) ■ El vector que A amplifica mas, es el vector caracterfstico correspondien- 
te de A t A: 


x t A t Ax x T (X mix x) 


X mix (A T A) = II -A |1 2 . 


En la figura 7.1 se muestra una matriz no simetrica con valores caracterfsticos A,! = 
X 2 = 1 y norma ||A|| = 1.618. En este caso A -1 tiene la misma norma. Los puntos mas 
alejado y mas proximo Ax sobre la elipse provienen de los vectores caracterfsticos de A T A, 
no de A. 


1 + v / 5 
2 


A T A = 


elipse total de Ax 



7 I! A|| 2 = X mis (A T A) . 
l/||A _l || 2 = X ral - n (A T A) . 
c(A) = ||A||||A- 1 || > 


circulo ||x|| = 1 


2.618 

0.382 

(1.618) 2 


Figura 7.1 Las normas de A y A 1 provienen de la Ax mas larga y mas corta. 

Nota 1 La norma y el numero de condition no se calculan realmente en la practica, sino 
que solo se estiman. No hay tiempo para resolver un problema de valores caracterfsticos 
para X mix (A T A). 

Nota 2 En la ecuacion por mfnimos cuadrados A T Ax = A r b, el numero de condicion 
c(A T A) es el cuadrado de c(A). Al formar A T A, un problema sano puede convertirse en uno 
enfermo. Quiza sea necesario ortogonalizar A con el proceso de Gram-Schmidt, en vez de 
calcularla con A T A. 

Nota 3 Los valores singulares de A en la DVS son las raices cuadradas de los valores 
caracteristicos de A T A. Por la ecuacion (12), otra formula para la norma es ||A|| = er miSx . 
Las matrices ortogonales U y V dejan sin cambio las longitudes en ||Ax|| = ||{/SV’ T x||- 
Asf, el mayor ||Ax||/||x|| proviene del mayor o en la matriz diagonal E. 

Nota 4 El error por redondeo tambien entra en Ax = Xx. ^Cual es el numero de condi- 
cion del problema de valores caracterfsticos? El numero de condicion de la matriz de dia- 
gonalizacion S mide la sensibilidad de los valores caracteristicos. Si jj. es un valor 
caracterfstico de A + E, entonces su distancia a uno de los valores caracterfsticos de A es 


A.| < ||S|| US" 


c(S)||£||. 


(13) 
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Con vectores caracterfsticos ortonormales y 5 = Q, el problema de valores caracterfsticos 
esta perfectamente acondicionado: c(Q) = 1 . El cambio SX en los valores caracterfsticos no 
es mayor que el cambio SA. En consecuencia, el mejor de los casos es cuando A es simetri- 
ca, o mas generalmente, cuando AA T = A T A. Entonces A es una matriz normal; su S diago- 
nalizadora es una Q ortogonal (vease la section 5.6). 

Si x k es la A:-esima columna de S y y k es el fc-esimo renglon de S~ x , entonces X k cam- 
bia por 

6X k = y k Ex k + terminos de orden ||£i| 2 . (14) 

En la practica, y k Ex k es una estimation realista de SX. La idea en todo buen algoritmo es 
mantener la matriz error E lo mas pequena posible — usualmente al insistir, como se hara 
en la siguiente section, en matrices ortogonales en cada paso del calculo de X. 

BE Conjunto de probiemas 7.2 

1. Para una matriz ortogonal Q, demuestre que \\Q\\ = 1 y tambien que c(Q) = 1. Las 
matrices ortogonales (y sus multiplos aQ) son las unicas matrices perfectamente acon- 
dicionadas. 

2. ^Que “famosa” desigualdad proporciona ||(A + B)x\\ < II Axil + II Bx || , y por que se 
concluye de la ecuacidn (5) que ||A + fi|| < || A|| + ||£||? 

3. Explique por que ||ASx|| < ||A|| [| JS || ||x||, y concluya de la ecuacion (5) que ||AB|| < 
||A||||jS]|. Demuestre que esto tambien implica c(AB) < c(A)c(B). 

4. Para la matriz positiva definida A = |^_ 2 calcule ||A _1 || = 1/Ai, ||A|| = X 2 , 

y c(A) = X 2 /Xi- Para un miembro derecho b y una perturbation 8b de modo que el 
error sea el peor posible, ||<$x||/||x|| = cUb\\/\\b\\- 

5. Demuestre que si X es cualquier valor caracterfstico de A, Ax = Xx, entonces ||a|| < 

II A || . 

6. Las matrices en la ecuacion (4) tienen normas entre 100 y 101. y,Por que? 

7. Compare los valores caracterfsticos de A T A y AA T , para demostrar que ||A|| = ||A T ||. 

8. Para una matriz positiva definida A, la descomposicion de Cholesky es A = LDlJ = 
R t R, donde R = ~J~DL l . A partir de la ecuacion (12), demuestre directamente que el 
numero de condicion de c(R) es la rafz cuadrada de c(A). La eliminaci6n sin intercam- 
bios de renglones no puede afectar a una matriz positiva definida, ya que c(A) = 
c(R T )c(R). 

9. Demuestre que max|X| no es una norma verdadera, encontrando contraejemplos de 2 
por 2 para A m ^ x (A A 5) "A X m ^ x (A) + X m .^ x (B) y X m .^ 7 (AB) < X m ^ x (A)X m ^ x (B). 

10. Demuestre que los valores caracterfsticos de B = j^ T q j son ±<t ; , los valores sin- 
gulares de A. Sugerencia: Intente B 2 . 

11. a) Ay A -1 , y,tienen el mismo numero de condicion c? 

b ) En paralelo con la cota superior (8) sobre el error, demuestre una cota inferior: 

----- > i (Considere A" l b = x en vez de Ac = b .) 

11*11 _ c ||fe|| 
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12. Encuentre las normas X max y los numeros de condicidn X^/ X^ de las siguientes ma- 
trices positivas defmidas: 


'100 o' 


'2 r 


"3 r 

0 2_ 


1 2 . 


1 l . 


13. Encuentre las normas y los numeros de condicion, a partir de las rafces cuadradas de 
X m *<(A T A) y A mXn (A T /l): 


'-2 O' 


'1 ll 


i r 

0 2 


o 

o 


— 1 i 


14. Demuestre que el numero de condicion ||A|| ||A 1 1| es por lo menos 1. 

15. ^Por que I es la unica matriz positiva definida simetrica que cumple ^"mfn ^ 2 

Asf, las unicas matrices con ||A|| = 1 y ||A -1 || = 1 deben cumplir A T A = I. Son ma- 
trices . 

16. Las matrices ortogonales tienen norma \\Q\\ = 1. Si A = QR, demuestre que ||A|| < 
\\R\\ y tambien que ||«H < ||A||. Asf, ||A|| = ||0||||/?||. Encuentre un ejemplo de A = 
LU con || A || < l|L||||t/||. 


17. (Sugerido por Moler y Van Loan) Calcule b - Ay y b - Az cuando 


0.217' 

A — 

_ 0 .254 

r\ — 


0.780 

0.913 


0.563 

0.659 


0.341 

-0.087 


z = 


0.999 

- 1.0 


Para resolver Ax — b, iy esta mas proximo que z? Conteste en dos formas: Compare 
el residuo b - Ay con b - Az. Luego compare y y z con el verdadero x = (1, - 1). Al- 
gunas veces se desea un residuo pequeno, y algunas veces, un 8x pequeno. 

Los problemas 18 a 20 son sobre normas vectoriales distintas a la norma de costum- 

bre ||cc || = y/x • x . 

18. La “norma £ l ” es ||x||i = |x t | + • - - + \x n \. La “norma £°°” es llxll,*, = max |x f |. 
Calcule ||x||, ||x|U, y llxU*, para los vectores 

x =(1,1, 1,1, 1) y x = (0.1, 0.7, 0.3, 0.4, 0.5). 


19. Demuestre que Hxll^ =s ||x|| < ||x|| , . A partir de la desigualdad de Schwarz, demuestre 
que las razones llxH/Hxll,*, y 11*11 i/ll*ll nunca son mayores que JTl - lC on que vector 
(*!,..., x n ) se obtienen razones iguales a Jnl 

20. Todas las normas vectoriales deben cumplir la desigualdad del triangulo. Demuestre 
que 

II* +y||oo < 11*1100 + llylloo y II* + ylh < II* lit + llylh- 


21. Por elimination, calcule la inversa exacta de la matriz de Hilbert A. Luego, calcule de 
nuevo A -1 redondeando todos los numeros hasta tres ciffas: 


En MATLAB: A = hilb(3) 



t 

3 
1 

4 
1 

5 


22. Para la misma A, calcule b = Axparax = (1, 1, l)yx = (0,6, —3.6). Un cambio pe- 
queno A b produce un gran cambio Ax. 


23. Calcule A. mdx y X^ para la matriz de Hilbert de 8 por 8 a,-, = l/( i + j - 1). Si Ax = 
b con ||f>||= 1, £cuan grande puede ser ||x||? Si el error por redondeo de b es menor 
que 10~ 16 , £cuan grande es el error que esto puede provocar en x? 

24. Si se conocen L, U, Q, y R, iquc es mas rapido resolver, LUx = b o QRx = bl 

25. Escoja el pivote mas grande disponible en cada columna (pivoteo parcial), para facto- 
rizar cada A en PA = LU: 


A = 


1 

2 


0 

2 



0 

2 

2 


1 

0 

0 


26. Encuentre la factorization LU de A = |J [ j . En su computadora, resuelva por eli- 
mination cuando e = 10~\ 10~ 6 , 10~ 9 , 10~ 12 , 10 — 15 : 


€ 

r 


fx.l 

: 

'1 +e' 

1 

i 


,x 2 j 


2 


El x verdadero es ( 1 , 1). Elabore una tabla para mostrar el error para cada e. Intercam- 
bie las dos ecuaciones y vuelva a resolver: los errores casi deben desaparecer. 
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No hay ninguna forma mejor que otra para encontrar los valores caracteristicos de una ma- 
triz. Sin embargo, ciertamente existen algunas formas terribles que nunca deben intentar- 
se, asf como tambien algunas ideas que merecen un sitio permanente. Empezamos con la 
description de un metodo bastante facil y aproximado: el metodo de potencias, cuyas pro- 
piedades de convergencia son faciles de comprender. Para demostrar este metodo en ac- 
ci6n, en la pagina del curso web.mit.edu/ 18.06 se agrego una animacion grafica (sonora). 

De manera continua nos dirigimos hacia otro algoritmo mas complicado, que empie- 
za por hacer tridiagonal a una matriz simetrica y termina por hacerla virtualmente diago- 
nal. Este segundo paso se realiza repitiendo el proceso de Gram-Schmidt, por lo que se 
denomina metodo QR. 

El metodo de potencias normal opera, con base en el principio de una ecuacion en 
diferencias. Empieza con una conjetura inicial u 0 y sucesivamente forma n t = An 0 , u 2 = 
Au t y en general u. k ~\ = Au k . Cada paso es una multiplication matriz-vector. Luego de k 
pasos produce u k = A k u n , aunque la matriz A k nunca aparece. La cuestion esencial es que 
la multiplication por A debe ser facil —si la matriz es grande, mejor serfa si fuese rala — 
debido a que la convergencia al vector caracterfstico a menudo es muy lenta. Suponiendo 
que A tiene un conjunto completo de vectores caracteristicos x,, . . . , x„, el vector u k esta 
dado por la formula de costumbre: 

Vectores caracteristicos ponderados por X* u k ~ c\X\xx + ■ ■ ■ +c n X k n x n . 


Suponga que el valor caracterfstico mas grande X n es todo en si: no hay otro valor caracte- 
rfstico de la misma magnitud, y |Xi| <••■<[ X„_!| < |X„|. Entonces, a medida que la 
conjetura inicial « 0 contema alguna componente x n del vector caracterfstico, de modo que 
c n 0, esta componente domina gradualmente en u k : 

A / \ \ k 


X* 


Cl 


Xi + 


+ c„ 


X n - 1 

X ” 


X„_1 + c n x n . 


(1) 
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Los vectores u k apuntan coda vez con mayor precision hacia la direction de x n . Su factor 
de convergencia es la razon r = ]X„_i 1/ |X„|. Es justo como la convergencia hacia un esta- 
do estacionario, para una matriz de Markov, excepto que ahora X„ puede no ser igual a 1 . 
El factor de escalamiento X* en la ecuacion (1) evita que u k se vuelva muy grande o muy 
pequeno, en caso de que |X„| > 1 o |X„| < 1. 

A menudo apenas es posible dividir cada u k entre su primera componente a k antes 
de continuar con el paso siguiente. Con este simple escalamiento, el metodo de potencias 
u k+ 1 = Aujct k converge a un multiplo de x n . Los factores de escalamiento a k tienden a X„ 


Efempfo 1 El u k tiende al vector caracteristico 


de movimientos de poblacion en la seccion 1.3: 


cuando A 


es la matriz 





0.781' 

“ 3 [0.219] ’ 


_ [0.747' 
“ 4 [0.253 ’ 


Si r = |X„_j|/ |X„| es proximo a 1, entonces la convergencia es muy lenta. En muchas 
aplicaciones r > 0.9, lo cual significa que para alcanzar un drgito mas se requieren mas de 
20 iteraciones. (En el ejemplo se tenia r = 0.7, y aun asi era lenta). Si r = 1, lo que signifi- 
ca | = | X„|, entonces es probable que la convergencia ni siquiera ocurra. Esto sucede 
(en el paquete sonoro) para un par conjugado complejo X„_i = X„. Hay varias formas de 
evitar esta limitation. A continuation se describen tres. 


1. El metodo de potencias en bloque funciona con varios vectores a la vez, en lugar de 
u k . Si p vectores ortonormales se multiplican por A, y luego para ortogonalizarlos se 
aplica de nuevo el proceso de Gram-Schmidt — lo cual es un solo paso del metodo — 
entonces la razon de convergencia se convierte en r' = |X„_ P |/|X„|. Se obtendrdn 
aproximaciones para p valores caracteristicos distintos y sus vectores caracteristicos. 

2. El metodo de potencias inverso opera con A~ 1 en vez de A. Un simple paso es v k+ 1 = 
A~ l v k , lo cual significa que se resuelve el sistema Av k+l = v k (jy se ahorran los fac- 
tores L y UV) En este caso se converge al valor caracteristico mas pequeno X , y su vec- 
tor caracteristico x u en el supuesto de que |A|| < |X 2 |. A menudo, lo que se requiere 
en las aplicaciones es X t , y entonces la iteration inversa es una option automatica. 

3. El metodo de potencias inverso desplazado es el mejor de todos. A se sustituye por 
A — al. Cada valor caracteristico es desplazado por a, y el factor de convergencia pa- 
ra el metodo inverso cambia a r" = |X| — a\j |X 2 — a]. Si a es una aproximacion 
aceptable a 7, t , entonces r" es muy pequeno y la convergencia se acelera enormemen- 
te. Cada paso del metodo resuelve (A — al)w k+l = w k : 

ClXi c 2 x 2 c n x„ 

XV k — 7 ' 7 "i“ * * * ~r — . 

(Xj - a) k (X 2 - a) k (X„ - a) k 

Cuando a esta proximo a X 1; el primer termino domina solo al cabo de uno o dos pa- 
sos. Si X t ya se ha calculado con algun otro algoritmo (como QR), entonces a es este 
valor calculado. Un procedimiento normal es factorizar A — al en LU y resolver 
Ux x = (1, 1, . . . , 1) por sustitucion hacia atras. 

Si X! no se ha aproximado aun, entonces el metodo de potencias inverso desplazado 
debe generar su propia election de a. Es posible hacer variar a = a k en cada paso si asi se 
desea, de modo que A — a k I)w k+i = w k . 
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Cuando A es simetrica, una opcion bastante precisa es el cociente de Rayleigh- 

desplazado por a k = R{ w k ) = ^ A Wk .. . 

W w k 

Este cociente R{x) tiene un minimo en el vector caracteristico verdadero x x . Su grafica es 
como el fondo de una parabola, de modo que el error X x = a k es aproximadamente el cua- 
drado del error del vector caracteristico. Los factores de convergencia |Xi — o:* | / 1 X 2 — a k \ 
en si convergen a cero. Asi, estos desplazamientos de cocientes de Rayleigh proporcionan 
una convergencia cubica de a k a k l .‘ 


Formas tridiagonaies y de Hessenberg 

El metodo de potencias es razonable solo para una matriz grande y rala. Cuando demasia- 
dos elementos son distintos de cero, este metodo es un error. En consecuencia, se plantea 
la pregunta de si existe alguna forma sencilla de crear ceros. Este es el objetivo de los pa- 
rrafos siguientes. 

Puede afirmarse que despues de calcular una matriz semejante Q~ l AO con mas ceros 
que A, no se intenta regresar al metodo de potencias. Hay variantes mucho mis poderosas, 
y parece que la mejor es el algoritmo QR. (El metodo de potencias inverso desplazado tie- 
ne su sitio al final, para encontrar el vector caracteristico.) El primer paso es producir rapi- 
damente tantos ceros como sea posible, usando una matriz ortogonal Q. Si A es simetrica, 
entonces tambien lo es Q~ l AQ. Ningun elemento puede hacerse peligrosamente grande 
porque Q preserva la longitud. 

Para pasar de A a Of l AQ, hay dos posibilidades principales: Es posible producir un 
cero en cada paso (como en la elimination), o puede trabajarse con toda una columna a la 
vez. Para un simple cero, es fdcil utilizar una rotation del piano como se ilustra en la ecua- 
cion (7), que se encuentra cerca del final de esta seccion, que tenga a cos 6 y sen 9 en un 
bloque de 2 por 2. Luego, puede ciclarse a traves de todos los elementos por debajo de la 
diagonal, escogiendo en cada paso una rotation 6 que produzca un cero; este es el metodo 
de Jacobi. Fracasa en diagonalizar A despues de un numero finite de rotaciones, ya que los 
ceros de pasos previos se destruyen cuando se crean ceros posteriores. 

Para preservar los ceros y detenerse, es necesario plantear lo anterior para menos que 
una forma triangular. La forma de Hessenberg acepta una diagonal distinta de cero por 
abajo de la diagonal principal. Si una matriz de Hessenberg es simetrica, entonces solo 
tiene tres diagonales distintas de cero. 

Una serie de rotaciones en los pianos idoneos produce los ceros requeridos. Househol- 
der encontro una nueva manera de obtener exactamente lo mismo. Una transformation de 
Householder es una matriz reflexion, determinada por un vector v: 


Matriz de Householder H = I — 2 . 


A menudo, v se normaliza para convertirlo en un vector unitario u = v/ 1| v jj > y entonces H 
se transforma en I — 2 uu T . 


* Convergencia lineal significa que cada paso multiplica el error por un factor fijo r < 1 . Convergen- 
cia cuadratica significa que en cada paso el error se eleva al cuadrado, como en el mdtodo de New- 
ton x k+l — x k — —f(x k )/f'(x k ) para resolver /( jc) = 0. La convergencia cubica requiere de 10 1 a 
10" 3 a 10~ 9 . 
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En cualquier caso, H es tanto simetrica como ortogonal: 

H T H — (/ — 2 uu T )(I — 2 uu T ) — I — 4uu t + 4 uu T uu r = I. 

Asf, H = H r = H~ l . El plan de Householder era producir ceros con estas matrices, y su 
exito depende de la siguiente identidad Hx = —az: 

7E Suponga que z es el vector columna (1, 0, . . . , 0), a = j[ix||, y v = x + az. En- 
tonces Hx = —az = (—or, 0, . . . , 0). El vector Hx termina en ceros, como se queria. 


La demostracion consiste en calcular Hx y Uegar a —az: 

,, 2vv T x , , „ 2(x + <rz) T x 

Hx = x - ■■ ■ ■■ = x - (x + az)—- r=r— - 

||u|| 2 (x + az) T (x + az) 

= x — (x + az) (porque x T x = a 2 ) 


Esta identidad puede utilizarse de inmediato, sobre la primera columna de A. A la 
QT ‘A<2 final le permite una diagonal diferente de cero abajo de la diagonal principal (for- 
ma de Hessenberg). En consecuencia, solo participan los elementos que estan estrictamen- 
te debajo de la diagonal: 

"flail fll f-cr- 

fl3i 0 „ 0 n \ 

x = . , z = . , Hx — L>) 


En este punto la matriz H de Householder es solo de orden n — 1, de modo que esta incrus- 
tada en la esquina inferior derecha de una matriz U x de tamano complete: 


1 0 0 0 0 
0 

0 H 
0 
0 


U[ l AU t = 


Esta primera etapa esta completa, y U l ~ l AU l tiene la primera columna requerida. En la se- 
gunda etapa, x consta de los n — 2 ultimos elementos en la segunda columna (tres estrellas 
en negritas). Asf, H 2 es de orden n — 2. Cuando esta incrustada en U 2 , produce 


1 0 0 0 0 
0 10 0 0 


U~ l (U~' AU 1 )U 1 = 


0 * * * 

0 0 * * 

0 0 * * 


U 3 se encargara de la tercera columna. Para una matriz de 5 por 5, se alcanza la forma de 
Hessenberg (tiene seis ceros). Como regia general, Q es el producto de todas las matrices 
U l U 2 ■ ■ ■ £/„_ 2 , y el numero de operaciones necesaiias para calcularla es de orden n 3 . 
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'1 0 0] [1-1 0" 

Q = 0 0 -1 , 2 _t A<2 = -1 0 1 . 

0 -1 OJ [Oil 


Q~ l AQ es una matriz que ya esta lista para revelar sus valores caracteristicos: el algoritmo 
QR esta listo para comenzar, aunque a continuacion se hace una digresion para mencionar 
otras dos aplicaciones de estas mismas matrices H de Householder. 


1. Lafactorizacion de Gram-Schmidt A = QR. Recuerde que R ha de ser triangular su- 
perior. Ya no es necesario aceptar una diagonal distinta de cero extra abajo de la dia- 
gonal principal, ya que no hay matrices multiplicando por la derecha que estropeen los 
ceros. El primer paso en la construction de Q es trabajar con toda la primera columna 
de A: 


v=x + \\x\\z, H\ = I — 2— — t. 

I|u || 2 

La primera columna de H X A es igual a — ||jc||z. Es cero abajo de la diagonal principal, 
y es la primera columna de R. El segundo paso trabaja con la segunda columna de 
H X A, desde el pivote hacia abajo, y produce una H 2 H ] A que es cero abajo de ese pivo- 
te. (Todo el algoritmo es como la elimination, aunque ligeramente mas lento.) El re- 
sultado de n — 1 pasos es una matriz triangular superior R, aunque la matriz que 
registra los pasos no es una triangular inferior L. En vez de lo anterior, es el producto 
Q = Hi Hi ■ ■ ■ H n -\, que puede almacenarse en esta forma factorizada (solo se pre- 
servan los us) y nunca se calcula explfcitamente. Asf se completa el proceso de Gram- 
Schmidt. 

2. La descomposicion del valor singular U T AV = 2. La matriz diagonal 1 tiene la mis- 
ma forma que A, y sus elementos (los valores singulares) son las rafces cuadradas de 
los valores caracteristicos de A T A. Debido a que las transformaciones de Househol- 
der s<51o pueden preparar el problema de valores caracteristicos, no es de esperar que 
produzcan 2. En vez de ello, producen de manera estable una matriz bidiagonal , con 
ceros en todas partes, excepto a lo largo de la diagonal principal y la diagonal arriba 
de esta. 

El primer paso hacia la DVS es exactamente como en QR arriba: x es la primera co- 
lumna de A, y H x x es cero abajo del primer pivote. El paso siguiente es multiplicar por la 
derecha por una Lfi 1 '’ que produzca ceros, como se indica a lo largo del primer renglon: 



A — > Hi A — 


* * * * 

0 * * * 

0 * * * 


-* HiAH a) 


?{? Jfc 0 0 

§ * * * 

0 * * * 


(4) 
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Luego, dos transformaciones de Householder alcanzan rapidamente la forma bidiagonal: 


**00 
= 0 * * * 
0 0 ** 


y HtHiAH^H™ 


**00 
0**0 
0 0 ** 


ES algoritmo BE para calcular vaiores caracteristicos 

El algoritmo es casi magicamente sencillo. Empieza con A 0 , la factoriza en Q 0 R 0 con el 
proceso de Gram-Schmidt, y luego invierte los factores: A t = R 0 Q 0 . La nueva matriz A, 
es semejante a la original porque Qq 1 A 0 Q 0 = 2o '( QqRo) 2o = A i- Asf, el proceso con- 
tinua sin cambio en los vaiores caracteristicos: 

Toda A/c es igual A k - Q k R k y entonces A k+] = R k Qk- ( 5 ) 

Esta ecuacion describe el algoritmo QR no desplazado, y casi siempre A k tiende a una for- 
ma triangular. Sus elementos diagonales tienden a sus vaiores caracteristicos, que tambien 
son los vaiores caracteristicos de A 0 . Si ya existia algun procesamiento para obtener la for- 
ma tridiagonal, entonces A 0 esta relacionada con la A absolutamente original, mediante 
Q~ X AQ — A 0 . 

Como esta, el algoritmo OR es bueno pero no tanto. Para hacerlo especial, requiere dos 
refinamientos: es necesario permitir desplazamientos a A k — a k I, y debe asegurarse que la 
factorization QR en cada paso sea muy rapida. 

1, El algoritmo desplazado. Si el numero a k esta muy proximo de un valor caracte- 
rfstico, el paso en la ecuacion (5) debe desplazarse de inmediato por a k (lo cual cambia 

Qk y RkY- 

A k -a k I=Q k R k y entonces A k+l = R k Q k + a k I. ( 6 ) 

Esta matriz A k+ ! es semejante a A k (siempre los mismos vaiores caracteristicos): 

Qk 1 A k Q k = Q k l (Q k R k + oc k I)Q k = A k +i- 

Lo que ocurre en la practica es que el elemento (n, ri) de A k ; el que esta en la esquina infe- 
rior derecha, es el primero en tender a un valor caracterfstico. Ese elemento es la election 
mas simple y conocida para el desplazamiento a k . Normalrnente esto produce convergencia 
cuadratica, y en el caso simetrico incluso convergencia cubica, al menor valor caracterfsti- 
co. A1 cabo de tres o cuatro pasos del algoritmo desplazado, la matriz A k se ve como sigue: 


con t « 1. 


El Xj se acepta como una aproximacion muy proxima al Xj verdadero. Para encontrar el 
siguiente valor caracterfstico, el algoritmo QR continua con la matriz mds pequena (de 3 
por 3, en la ilustracidn) en la esquina superior izquierda. Sus elementos subdiagonales se 
reducen algo en los primeros pasos QR, y otros dos pasos son suficientes para encontrar X 2 . 
Asr se obtiene un procedimiento sistematico para encontrar todos los vaiores caracteristi- 
cos. De hecho, el metodo QR ya esta descrito por completo. Solo queda encontrar los vec- 


* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

0 

* 

* 

* 

0 

0 

€ 

Mj 


% ■ 
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dos por Householder. 

2. Cuando A 0 es tridiagonal o de Hessenberg, cada paso QR es muy rapido. El proceso 
de Gram-Schmidt (factorization en QR) requiere 0(n 3 ) operaciones para una matriz com- 
pleta A. Para una matriz de Hessenberg, lo anterior se vuelve en 0(n 2 ), y para una matriz 
tridiagonal, es 0(n). Por fortuna, cada nueva A k esta nuevamente en forma de Hessenberg 
o tridiagonal: 


go e s de Hessenberg 


Puede comprobarse facilmente que esta multiplication deja a g 0 con los mismos tres ce- 
ros que A 0 . Una matriz de Hessenberg multiplicada por una matriz triangular es una ma- 
triz de Hessenberg. Lo mismo es cierto para una matriz triangular multiplicada por una 
matriz de Hessenberg: 


Aj es de Hessenberg 


Ai — RqQo 


El caso simetrico es todavfa mejor, ya que A! = Qo‘A 0 Q 0 = 2oA 0 2o permanece sime'- 
trica. Por el razonamiento que acaba de presentarse, Aj tambien es de Hessenberg. Asf, A! 

debe ser tridiagonal. Lo mismo es valido para A 2 , A 3 y cada paso QR empieza con 

una matriz tridiagonal. 

El ultimo punto es la factorization en sf, que produce las Q k y R k a partir de cada A k 
(o realmente, de A k — aj). Householder puede usarse de nuevo, pero es mas sencillo aniqui- 
lar cada elemento subdiagonal a la vez, mediante una “rotation del piano” P y . La primera 
es P 2l : 


Rotacion para eliminar a a 2i P 2 i-^k “ i n (7) 

X j t_/ fjs sjs 

1 j 0 0 * * 

El elemento (2, 1) en este producto es a n sen 6 + a 2 \ cos 0, y se escoge el angulo 6 que 
hace cero esta combinacion. La siguiente rotacion P 32 se elige de forma semejante, para 
eliminar el elemento (3, 2) de P-i 2 P-i\A k . Despuds de n — 1 rotaciones, se tiene R 0 : 

Factor triangular R k = ■ - • P 32 P 2 iA k . (8) 

Mas information acerca de este extraordinario algoritmo para calculos cientfficos, puede 
encontrarse en libros sobre algebra lineal numerica. Se menciona un metodo mas: Amoldi 
en ARPACK, para matrices grandes. Ortogonaliza la sucesion de Krilov x. Ax, A 2 x, . . . , me- 
diante el proceso de Gram-Schmidt. Si requiere los vaiores caracteristicos de una matriz 
grande, jno use det(A — XI)! 


Conjunto de problemas 7.3 

1. Para la matriz A = [ _j “jj , con vaiores caracteristicos = 1 y X 2 — 3, aplique tres 
veces el metodo de potencias u k+1 = Au k a la conjetura initial uo = [q] . i,Cual es el 
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2. Para ia misma A y la conjetura inicial u 0 = [ 3 ], compare tres pasos de potencias in- 
verses con un paso desplazado con a — UqAu 0 /UqUq: 

Ufr obien, u — (A —aI)~ l uo- 

Ei vector limitante ic ahora es un multiplo del otro vector caracteristico (1, 1). 

3. Explique por que |A„/A „_t| controla la convergencia del metodo de potencias de cos- 
tumbre. Construya una matriz A para la que este metodo no converge. 

4. La matriz de Markov A = j £7] tiene X = 1 y 0.6, y el metodo de potencias u k = 

A k u 0 converge a [" q " 25 ] - Encuentre los vectores caracterfsticos de A~ 1 . i,A que converge 
el metodo de potencias inverso U- k = A~ k u 0 (despues de multiplicar por 0.6*)? 

5. Demuestre que para dos vectores distintos de la misma longitud, l|x|| = ||y||, la trans- 
formaci6n de Householder con v = x - y proporciona Hx = y y Hy = x. 

6. Calcule cr = \\x ||, v = x + erz, y H = 1 — 2vv T /v r v . Compruebe Hx = -ax: 



7. Use el problema 6 para encontrar la HAH 1 tridiagonal que es semejante a 

'13 4' 

A = 3 1 0 . 

4 0 0_ 

8. Demuestre que empezando con Ao = £ 2]’ algoritmo QR sin desplazar s61o 

produce la modesta mejorfa A 1 = 5 [ ^3 \ ] ■ 

9. Aplique a la siguiente matriz A un solo paso QR con el desplazamiento a = a 22 , que 
en este caso significa sin desplazamiento, ya que a 22 = 0. Demuestre que los elemen- 
tos fuera de la diagonal van de sen 9 a -sen 3 9, que es convergencia cubica. 

_ cosB sen 0 
sen 0 0 

10. Compruebe que el algoritmo QR no modifica la matriz tridiagonal A = £ ° ' 0 ] . Es uno 
de los (raros) contraejemplos de la convergencia (por lo que se desplaza). 

11. Demuestre por induccion que, sin desplazamientos, (<2o Q 1 • ■ • Qk)(.Rk ■ • ■ R 1 R 0 ) es 
exactamente la factorization QR de A k+l . Esta identidad relaciona QR con el metodo de 
potencias y conduce a una explication de su convergencia. Si |A. t | > |X 2 | > ••• > |X„|, 
estos valores caracterfsticos aparecen gradualmente sobre la diagonal principal. 

12. Escoja sen 9 y cos 9 en la rotacion P para triangularizar A, y encuentre R: 


u k +i — A l u k 


1 _ [2 1 

3 1 2 


Pi\A = 


cos 9 —sen 9 
sen 9 cos 0 


1 -1 
3 5 


* * 
0 * 


= R. 



u 1 1 7 3 ® 
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13. Escoja sen 9 y cos 6 para hacer triangular a P u A P 2 J‘ (misma A). ^Cudles son los va- 
lores caracterfsticos? 

14. Cuando A se multiplica por P tJ (rotacion del piano), ^qud elementos cambian? Cuan- 
do Py se multiplica por la derecha por Pjj 1 , ^que elementos cambian ahora? 

15. i,Cuantas multiplicaciones y cuantas sumas se usan para calcular PA? (Una organiza- 
cion cuidadosa de todas las rotaciones proporciona ^n 3 multiplicaciones y sumas, lo 
mismo que para OR por reflectores y el doble que para LU.) 

16. (Giro de una mano robot) Un robot produce cualquier rotacion A de 3 por 3, a partir 
de rotaciones del piano alrededor de los ejes x, y, y z. Si P32P31P21A = /, las tres 
vueltas del robot estan en A = ^21 P3l l P 32*- Los tres angulos son angulos de Euler. 
Escoja la primera 9 de modo que 


COS& 

— sen^ 

O O 
1 

>1 H- 

'-1 

2 

2' 

sen 9 

cos 6 

2 

-1 

2 es cero en la posicion (2, 1) 

0 

0 

1J ^ 

2 

2 

-1_ 


E 7.4 METODOS ITERATIVOS PARA Ax = h 

En contraste con los valores caracterfsticos, para los cuales no hay opcion, en absoluto se 
requiere un metodo iterativo para resolver Ax = b. La eliminacion gaussiana llega a la so- 
lucion x en un numero finito de pasos (tj 3 /3 para una matriz completa, menos para las gran- 
des matrices que se encuentran en realidad). A menudo este numero es razonable. Cuando 
es enorme, quiza convenga detenerse en una x fija que pueda obtenerse mas rapido, y en- 
tonces ya no es de utilidad aplicar parcialmente la eliminacion y luego detenerse. 

Nuestro objetivo es describir metodos que empiecen desde cualquier conjetura inicial 
x 0 , y obtener una aproximacion mejorada x k+l a partir de la x k previa. Es posible detener- 
se donde se quiera. 

Es facil inventar un metodo iterativo al separar la matriz A. Si A = S — T, entonces 
la ecuacion Ax = b es la misma que Sx = Tx + b. En consecuencia, puede intentarse 

Iteracion desde x k hasta x k+1 Sx k+l = Tx k 4- b. (1) 

No hay garantfa de que este metodo funcione. Una separacion exitosa S — T satisface dos 
requisites: 

1. El nuevo vector x k+i debe ser facil de calcular. En consecuencia, S debe ser una ma- 
triz sencilla (je invertible!); puede ser diagonal o triangular. 

2. La sucesion x k debe converger a la solucion verdadera x. Si la iteracion en la ecuacion 
(1) se resta de la ecuacion verdadera Sx = Tx + b, el resultado es una formula que im- 
plica solo los errores e k = x — x k . 

Ecuacion error Se k+ \ = Te k . (2) 

Esta es justo, una ecuacion en diferencias. Empieza con el error inicial e 0 , y luego de 
k pasos produce el nuevo error e k = (S~ l T) K e 0. La cuestion de convergencia es exac- 
tamente la misma que la cuestion de estabilidad: x k — > x exactamente cuando e k — > 0. 
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7F El metodo iterativo en la ecuacion (1) es convergente si y solo si todo valor ca- 
o de ~ ’sface |U < 1 S_ razdn de com ergencia depende del .sma- 
. no maximo de [A-i: . .v.ti a'- 1' '.a ■ o'iv.. ^ . 

V 1 r -spectral “rho” p{S~ l T) = max jA ; |. (3) 

i 

Recuerde que una solution tipica de e k +\ = S -1 T e k es una combination de vectores ca- 
racterfsticos: 

Error despues de k pasos e k = c\k\x\ + • • ■ + c n \ n x n . (4) 

El mayor |A.,-| termina por ser dominante, de modo que el radio espectral p = IX^I gobier- 
na la razdn a la que e k converge a cero. Ciertamente, se requiere p < 1. 

Los requisites 1 y 2 son contradictories. Es posible alcanzar convergence absoluta con 
5 = & y x = 0; el primer y unico paso de la iteration debe ser Ax x = b. En ese caso la ma- 
triz error S~ l Te s cero, sus valores caracteristicos y el radio espectral son cero, y la razdn 
de convergencia (que suele defmirse como —log p) es infinita. Pero Ax x ~b puede ser di- 
ficil de resolver; esa fire la razdn para separar. A menudo una eleccidn simple de S puede 
ser exitosa, y se empieza con tres posibilidades; 

1. 5 — parte diagonal de A (metodo de Jacobi). 

2. S = parte triangular de A (metodo de Gauss-Seidel). 

3. S — combination de 1 y 2 (sobrerrelajamiento sucesivo o SRS ). 

5 tambien se conoce como preacondicionador, y su eleccidn es crucial en analisis nume- 
ricos. 


Ejetnplo 1 (Jacobi) Aqui S es la parte diagonal de A: 


, S~ l T = , 


Si las componentes de x son v y w, el paso de Jacobi Sx k + 1 = Tx k + b es 


2 v M =w k +b x obien h 

2w k+x =v k + b z , w 

L J & + 1 



La matriz decisiva S~ X T tiene valores caracteristicos ±|, que significa que el error se re- 
duce a la mitad (un dtgito binario mas se vuelve correcto) a cada paso. En este ejemplo, 
que es demasiado pequeno para ser tipico, la convergencia es rapida. 


Para una matriz A mas grande, hay una dificultad muy practica. La iteracion de Ja- 
cobi requiere mantener todas las componentes de x k hasta que se ha completado el 
caiculo de x k+1 . Una idea mucho mas natural, que solo requiere la mitad de almacena- 
miento, es empezar utilizando cada componente de la nueva x k+ x tan pronto como es 
calculada; x k+1 toma el lugar de x k una componente a la vez. Entonces x k puede destruir- 
se en cuanto x k+ x es creada. La primera componente queda como antes: 

Nueva Xj a uC*t)*+i = ( _ <212*2 _ a i 3*3 — • • • —ai n x„) k + b x . 
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El psso siguiente opcrzi ixiixicciistsiiicntc con ©st© ouevo vslor d© psrs, ©ncontnir (-^ 2 )^ + 1 * 

Nueva x 2 a 22 (x 2 ) k +i = ~a 2 i(x x ) k+l + (~a 2 3 x 3 - • • • - a 2 „x n ) k + b 2 . 

Y la ultima ecuacidn en el paso de iteracion usa exclusivamente nuevos valores: 

Nueva x„ a nn (x„) k+l = {-a nl x x - a n2 x 2 a nn - x x n - x ) k+x + b n . 

Esto se denomina metodo de Gauss-Seidel, aunque aparentemente Gauss no lo conocfa y 
Seidel no lo recomendaba. Esto es parte de una historia sorprendente, ya que no es un mal 
metodo. Cuando los terminos en x k+ x se muevan al miembro izquierdo, S se ve como la par- 
te triangular inferior de A. En el miembro derecho, T es estrictamente triangular superior. 


Ejemplo 2 


(Gauss-Seidel) 

. r 2 


Aquf S l T tiene valores caracteristicos menores: 


Un simple paso del metodo de Gauss-Seidel lleva las componentes v k y w k en 


2v k+ i = w k + b x 
2w k+x = v k +i + bz. 


o bien. 


2 

-1 


x k +i 



x k + b. 


Los valores caracteristicos de S _I r son £ y 0. El error se divide entre 4 cada vez, de mo- 
do que un solo paso de Gauss-Seidel amerita dos pasos de Jacobi. Debido a que ambos 
metodos requieren el mismo numero de operaciones — simplemente se utiliza el nuevo va- 
lor en vez del anterior, y realmente ahorra almacenamiento — el metodo de Gauss-Seidel 
es mucho mejor. 

Esta regia se cumple en muchas aplicaciones, aun cuando hay ejemplos en los que el 
metodo de Jacobi converge y Gauss-Seidel fracasa (o a la inversa). El caso simetrico es di- 
recto: cuando todos los a u > 0, Gauss-Seidel converge si y solo si A es positiva defmida. 

Durante la epoca en que los calculos se hacian manualmente se descubrio (tal vez acciden- 
talmente) que la convergencia es mas rapida si se va mas alia de la correction x k+l — x k 
de Gauss-Seidel. En terminos generales, estas aproximaciones quedan en el mismo lado de 
la solution x. Un factor de sobrerrelajamiento to nos acerca mas a la solucion. Con w = 
1 , se recupera Gauss-Seidel; con co> 1 , el metodo se conoce como sobrerrelajamiento su- 
cesivo (SRS). La eleccion optima de a> nunca es mayor que 2. A menudo esta en la vecin- 
dad de 1.9. 

Para describir el sobrerrelajamiento, sean D, L, y U las partes de A sobre, abajo y arri- 
ba de la diagonal, respectivamente. (Esta separation no tiene nada que ver con la A = LDU 
de la eliminatidn. De hecho, ahora se tiene A = L + D + U.) El metodo de Jacobi tiene 
S = D en el miembro izquierdo y T = — L — U en el miembro derecho. El metodo de Gauss- 
Seidel escoge S = D + Ly T = —U. Para acelerar la convergencia, nos movemos a 
Sobrerrelajamiento [D + wL]x M = [(1 + ca)D - caU]x k + cab. 

(5) 

Sin importar co, la matriz de la izquierda es triangular inferior y la de la derecha es triangu- 
lar superior. En consecuencia, x k+ 1 puede seguir sustituyendo a x k , componente a compo- 
nente, tan pronto como es calculada. Un paso tipico es 

*+i = au(Xi) k + co[(-a i iX l au-iXi-ij k +i + (— - • • • - a in x„) k + b,\. 
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Si ocurre que la conjetura anterior x k coincide con la verdadera solucidn x, entonces la nue- 
va conjetura x* +1 puede ser la misma, y la caxitidad entre corchetes se elimina. 

■ | , cada paso de sobrerrelajamiento es 


Ejemplo 3 (SRS) Para la misma A 


2 0 
-co 2 


x k +\ 


2(1 — co) co 
0 2(1 - co) 


x k + cob. 


T: la iteracion 


' 2 0‘ 

-1 

'2(1 co) co 1 


1 — co \co 

—co 2 


o 

i 

e. 


jcw(l — co) 1 - CO + \co _ 


Si se divide entre co, estas dos matrices son S y T en la separacion A 
regresa a Sx k +i = Tx k + b. La matriz crucial L — S T es 


L = 


La o> optima hace lo mas pequeno posible al mayor valor caracterfstico de L (su radio es- 
pectral). Todo el chiste del sobrerrelajamiento es descubrir esta co optima. El producto de 
los valores caracterfsticos es igual a det L — det T / det S. 

X x X 2 = detL = (1 - co) 2 . 

Siempre det S = det D porque L esta abajo de la diagonal, y det T = det (1 - co)D porque 
U esta arriba de la diagonal. Su producto es det L = (1 - <o) n . (Esto explica por que nun- 
ca se llega tan lejos como a cu = 2. El producto de los valores caracterfsticos sena tan gran- 
de, y la iteracion no convergent.) Tambien se obtiene una pista sobre el comportamiento 
de'los valores caracterfsticos: En la co optima, los dos valores caracteristicos son iguales. 
Ambos deben ser iguales a co - 1, de modo que su producto coincide con det L. Este valor 
de co es facil de calcular, porque la suma de los valores caracterfsticos siempre coincide con 
la suma de los elementos diagonals (la traza de L): 

1 , 


co optima 


X\ +7-2 — (tt>opt 1) A (u>6pt 1) 


1 2 — 2 &> 4 pt + -co] 


6pr 


( 6 ) 


Esta ecuacion cuadratica proporciona m 6pt = 4(2 - V5) « 1.07. Los dos valores caracte- 
rfsticos iguales son aproximadamente co - 1 = 0.07, que es una reduccion importante de 
valor de Gauss-Seidel A. = i en co = 1. En este ejemplo la eleccidn correcta de co ha du- 
plicado nuevamente la razdn de convergencia, ya que ( | ) ~ 0.07. Sioj se mcrementa aun 
mas, los valores caracterfsticos se convierten en un par conjugado complejo, ya que ambos 
tienen |/.| = co - 1, que ahora crece con co. 

El descubrimiento de que tal mejorfa podia obtenerse tan facilmente, casi como por ar- 
te de magia, fue el punto de partida para 20 anos de intensa actividad en analisis numenco. 
El primer problema fue resuelto en la tesis de Young de 1950: una simple formula para la co 
optima. El paso clave era relacionar los valores caracterfsticos A. de L con los valores carac- 
terfsticos /U. de la matriz original de Jacobi D \-L - U). Esta relacion se expresa como 

Formula para co {X + co — l) 2 = Xco 2 p 2 . O) 

Lo anterior es vdlido para una amplia variedad de matrices de diferencias fmitas, y si se to 
1 (Gauss-Seidel), se obtiene X 2 = Xfx z . En consecuencia, X = 0 y X = p como 

- . Todas las matrices en la clase de Young 


en el ejemplo 2, donde /£ — ± 2 yX — 0, X 4 



gonal. j La matriz A no tiene un ancho de banda pequeno l No hay ninguna forma para nu- 
merar los N 2 puntos de la malla en un cuadrado, de modo que cada punto permanezca 
proximo a sus cuatro vecinos. Esta es la verdadera direccion de la dimensionalidad, y 
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Si el ordenamiento se realiza renglon por renglon, cada punto debe esperar todo un 
renglon para que el vecino de arriba se aproxime. El ancho de banda de la “matriz de cin- 
co puntos” es N: 


—1, 2, — 1 en x y y 
da —1, —1, 4, —1, — 1 


Esta matriz ha recibido mas atencion, y ha sido atacada en mas formas diferentes que cual- 
quier otra ecuacion lineal Ax = b. La tendencia actual es volver a metodos directos, con 
base en una idea de Golub y Hockney: ciertas matrices especiales se apart aran cuando se 
aborden de la manera idonea. (Esto es comparable a la Transformada de Fourier Rapida.) 
Antes del surgimiento de los metodos iterativos de direction alternada, donde la separa- 
tion dividfa a la matriz tridiagonal en la direccion x y en la matriz en la direction y. Una 
election reciente es 5 = L 0 U 0 , donde elementos pequenos de las verdaderas Ly Use igua- 
lan a cero mientras se factoriza A. Se denomina LU incompleta y puede ser terrible. 

No es posible terminar esta section sin mencionar el me todo del gradiente conjugado, 
que parecta muerto aunque repentinamente resulto bastante vivo (los pasos se proporcio- 
nan en el problema 33). Es directo, mas que iterativo, pero a diferencia de la elimination, 
puede detenerse en cualquier parte del proceso. Y aunque no merece la pena mencionarlo, 
un concepto completamente nuevo puede surgir y ganar. Sin embargo, parece justo decir 
que fue el cambio de 0.99 a 0.75 lo que revoluciono la solution de Ax = b. 

Conjunto de problemas 7.4 

1. Los valores caracteristicos de la siguiente matriz son 2— V2, 2, y 2 + ~Jl\ 



Encuentre la matriz de Jacobi D *(— L — U) y la matriz de Gauss-Seidel (D + 
L)~ l (—U) y sus valores caracteristicos, asf como los numeros w 6pt y X mix para SRS. 

2. Para la siguiente matriz de n por n, describa la matriz de Jacobi J = D~ x {—L — U): 

2 -1 
-1 

• -1 
-1 2 

Demuestre que el vector jq = (sen 7th, sen 27th , . . . , sen nith ) es un vector caracterfs- 
tico de J con valor caracterfstico k; = cos 7th = cos Jt/ (n + 1). 

3. En el problema 2, demuestre que x k — (sen kith, sen 2krth, . . . , sen nkith) es un vec- 
tor caracterfstico de A, Multiplique x k por A para encontrar el valor caracterfstico co~ 
rrespondiente a k . Compruebe que en el caso de 3 por 3 estos valores caracteristicos 
son 2 — -s/2, 2,2 + V2. 

Nota Los valores caracteristicos de la matriz de Jacobi J = |(— L — U) — I — \ A 
son X k = 1 — jcq. = cos kith, Ocuixen en pares mas-menos y A mix es cos 7th.) 






tro en el elemento diagonal a u . Su radio 
largo del resto del renglon. 


'!<■■■, C n , donde C, iiene i 


/ , a i] x j 
iti 


o bien, 


4. La matriz 

"3 1 l" 

A = 0 4 1 

_2 2 5 

Se denomina dominante diagonalmente porque toda \a u \ > r r Demuestre que cero no 
puede estar en ninguno de los circulos, y concluya que A es no singular. 

5. Escriba la matriz de Jacobi J para la matriz A diagonalmente dominante del problema 
4, y encuentre los tres ctrculos de Gershgorin para J. Demuestre que todos los radios 
satisfacen r,< 1, y que la iteration de Jacobi converge. 

6. La verdadera solucion de Ax = b es ligeramente diferente de la solucion por elimina- 
cion de LUx o = b\ A — LU se pierde el cero debido al redondeo. Una estrategia es ha- 
cer todo en doble precision, aunque una manera mejor y mas rapida es el refinamiento 
iterativo : Calcula sdlo un vector r = b — Ax 0 en doble precision, resuelva LUy = r, y 
sume la correction y a x 0 . Problema: Multiplicar Xj = x 0 + y por LU, escriba el resul- 
tado como una separation Sx t = Tx 0 + b, y explique por que T es extremadamente 
pequena. Este simple paso Ueva casi exactamente a x. 

7. Para una matriz general de 2 por 2 


a b 
c d ’ 


encuentre la matriz de la iteration de Jacobi S~ l T = -D~ 1 (L + U) y sus valores 
caracteristicos /r,, Tambien encuentre la matriz de Gauss-Seidel — (D + L)~~ l U y sus 
valores caracteristicos y decida si A miix = 

Cambie Ax — b a. x = (1 — A)x + b. ^Cuales son S y T para esta separation? ^Que ma- 
triz S~ X T controla la convergencia de x k+i — (/ — A")x k + b ? 

Si X es un valor caracterfstico de A, entonces es un valor caracterfstico de 

B = / — A. Los verdaderos valores caracteristicos de B tienen valor absolute menor 
que 1 si los verdaderos valores caracteristicos de A estan entre y . 


Demuestre por que la iteration x k +\ 

a = r ? -a 


A)x ic + b no converge para 
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12. Si A es singular, entonces deben fracasar todas las separations A .-S T. A partir 
de Ax = 0, demuestre que S ~ ‘Tx = x. Por tanto, esta matnz B-S T bene X y 

ftacasa. 

13. Cambie los 2s a 3s, y encuentre los valores caracterfsticos de S^T por ambos meto- 
dos: 

<J) B “]*«„-[“ <GS) [-1 ?]'**' *[o 

para Gauss-Seidel es igual a |J-lm4x P 313 Jacobi? 

14 Escriba un codigo de computadora (MATLAB u otro) para Gauss-Seidel. Puede de- 
“ y r a partir de A, o «>,abl«ce, d cic.o i.er.tivo 

elementos a tj . Pruebelo en -1, 2, -1 las matnces A de orden 10, 20, 50, con b 

( 1 , 0 ,..., 0 ). 

15 La matriz de separation 5 para SRS es la misma que para Gauss-Seidel, excepto que 
Xoaal s. Jvl« «= ». Esciiba ua progp™ pa» SRS de a„. mmzd. » poa 
n. Aplfquelo con » - 1, 1.4, LB, 2.2 cuando A es la matnz -1, 2, -1 de orden 10. 

16 Cuando A = A T , el metodo de Amoldi-Lanczos encuentra qs ortonormales de mode 

TZ; - - m, * <“ «. - »>- po, ,Tc„ 

lidad de encontrar una formula para a r La ecuacion indrea que AQ - QT, donde T 
una matriz .■ 

17. iCual es la cota sobre |/.| mto proporcionada por Gershgorin para las si S me "‘® S 

ces (consulte el problema 4)? iCuales son los tres circulos de Gershgonn que contie- 
nen a todos los valores caracterfsticos? 


'0.3 

0.3 

0.2' 

[ 2 

-1 

O' 

A = 0.3 

0.2 

0.4 

A = -1 

2 

-1 

0.2 

0.4 

0.1 

L o 

-1 

2 


La cuestion clave para matrices grandes, es que la multiplication matriz-vector es 
mucho mas rapida que la multiplication matriz-matnz. Una construccion crucial em- 
pieza con un vector b y calcula Ab, A 2 b, . . . ( iP ero nunc* A !) Los N P ™° S Ve ^ 7 ^ 
neran el iV-esimo subespacio de Krilov. Se trata de las columnas de la matnz K N de Knlov. 

K N ~[b Ab A 2 b ■■■ A N ~ l b], 

La iteration de Amoldi-Lanczos ortogonaliza las columnas de K N , y la iteracion del gra- 
diente conjugado resuelve Ax = b cuando A es positiva defmida simetnea. 

Iteracion de Arnold! Iteracion del gradiente conjugado 

qi = bl PH *o = 0, r 0 = b, po = r 0 

para n = 1 a N ~ 1 para n = 1 a N 

v = Aq n «„ = (rJ_ 1 r.- l )/(pJ_ 1 Ap.-i) longitud del paso x._, a x. 

para j = 1 a n x n = x,-i + a P roxime la soluci6n 

hjn = q x v r n = r„-i - ct n A Pn -x residuo nuevo b - Ax„ 

'I = v- h jn qj A. = (rjr.)/(rj_ 1 r.- 1 ) mejoraen este paso 

hn+l „ = Hull Pn = r n + PnPn-x direccidn de la siguiente busqueda 

. Nntn- Solo 1 multiplication matriz-vector AqyAp. 

(-1 u / — — — — — — 
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Programacion lineal 
yteoria de juegos 


8.1 DESIGUALDADES LINEALES 


El algebra concieme ecuaciones, y a menudo el analisis concieme desigualdades. La lmea 
entre ambos siempre ha parecido clara. Sin embargo, me he percatado que este capftulo es 
un contraejemplo: la programacion lineal es sobre desigualdades, aunque constituye una 
parte incuestionable del algebra lineal. Tambien es extremadamente util: es mas probable 
que las decisiones de negocios impliquen programacion lineal que determinantes o valores 
caracterfsticos. 

Hay tres formas para abordar las matematicas subyacentes: intuitivamente a traves de 
la geometrfa, computacionalmente a traves del metodo simplex, o algebraicamente a traves 
de la dualidad. Estos enfoques se desarrollan en las secciones 8.1, 8.2, y 8.3. Luego, la sec- 
cion 8.4 es sobre problemas (como el matrimonio) donde la solucion es un entero. En la 
seccion 8.5 se analizan el poquer y otros juegos matriciales. Los estudiantes del MIT en 
Bringing Down the House contaron cartas altas para ganar en blackjack (en Las Vegas se 
siguen reglas fijas, y un verdadero juego matricial implica estrategias al azar). 

En la seccion 8.3 se presenta algo nuevo en esta cuarta edition. El metodo simplex 
ahora se presenta en franca competencia con una forma completamente nueva de hacer los 
calculos, denominada metodo del punto interior. La emotion comenzo cuando Karmar- 
kar afirmo que su version era 50 veces mas rapida que el metodo simplex. (Su algoritmo, 
delineado en la seccion 8.2, fue uno de los primeros que fueron patentados: algo que en- 
tonces crefamos imposible, y no realmente deseable.) Esa afirmacion provoco una oleada 
de investigacion sobre metodos que tienden a la solucion desde el “interior”, donde todas 
las desigualdades son estrictas: x > 0 se convierte en x > 0. El resultado es ahora una gran 
forma de obtener ayuda del problema dual para resolver el problema primario. 

Una clave para este capftulo es considerar los significados geometxicos de las desi- 
gualdades lineales. Una desigualdad divide el espacio n-dimensional en un semiespacio 
donde se cumple la desigualdad, y en un subespacio en el que no lo hace. Un ejemplo tfpi- 
co es x + 2y > 4. La frontera entre los dos semiespacios es la recta x + 2y = 4, donde la 
desigualdad es “apretada”. La figura 8.1 se vena casi igual en tres dimensiones. La fronte- 
ra se convierte en un piano como x + 2y 4- z = 4, y arriba se encuentra el semiespacio 
x + 2y + z > 4. En n dimensiones, la “dimension” del piano es n — 1 . 



378 


Capi'tulo 8 Programacidn lineal y teorfa de juegos 


8.1 Desigualdades lineales 


379 


Figura 8.1 



x 


Las ecuaciones proporcionan rectas y pianos. Las desigualdades, semiespacios. 


Hay otra restriccion fundamental para la programacion lineal: se requiere que x y y 
sean nonegativas. Este par de desigualdades x > 0 y y > 0 produce dos subespacios mas. 
La figura 8.2 esta acotada por los ejes coordenados: x > 0 admite todos los puntos a la de- 
recha de * = 0, y y > 0 es el subespacio que esta arriba de y = 0. 


El conjunto factible y la funcion de costa 

El paso importante es imponer de una vez las tres desigualdades. Estas se combinan para 
proporcionar la region sombreada de la figura 8.2. El conjunto factible es la interseccidn 
de los tres subespacios x + 2y > 4, x > 0, y y > 0. Un conjunto factible esta constituido 
por las soluciones de una familia de desigualdades lineales como Ax > b (la interseccion 
de m subespacios). Cuando tambien se requiere que toda componente de x sea no negativa 
(la desigualdad vectorial x > 0), se agregan n subespacios mas. Mientras mas restricciones 
se imponen, mas pequeiio es el espacio factible. 

Puede ocurrir facilmente que un conjunto este acotado o incluso sea vacfo. Si el ejem- 
plo se cambia al subespacio x + 2y < 4, preservando x > 0 y y > 0, se obtiene el pequeiio 
triangulo OAB. Al combinar las dos desigualdades x + 2y > 4 y x + 2y < 4, el conjunto 
se reduce a una recta donde x 4- 2y = 4. Si se anade una restriccion contradictoria como x 
+ 2 y < —2, el conjunto factible es vacfo. 

El algebra de las desigualdades lineales (o conjuntos factibles) constituye una parte 
de nuestro tema de estudio. Sin embargo, la programacidn lineal tiene otros ingredientes: 
busca el punto factible que maximiza o minimiza una cierta funcion de costo como 2x + 
3 y. El problema en programacidn lineal es encontrar el punto que esta en el conjunto fac- 
tible y minimiza el costo. 

El problema se ilustra con la geometn'a de la figura 8.2. La familia de costos 2x + 3 y 
proporciona una familia de rectas paraleias. El costo mfnimo aparece cuando la primera 
recta corta al conjunto factible. Esta interseccidn ocurre en B, donde x* = 0 y y* = 2; el 
costo mfnimo es 2x + 3y* = 6. El vector (0, 2) es factible porque esta en el conjunto fac- 
tible, y es optima porque minimiza la funcidn de costo, y el costo mfnimo 6 es el valor del 
programa. Los vectores optimos se denotan con un asterisco. 



costo J2x + 3y = 6 " .. - 

2x + 3y = 0 ' ^ - 

' ' ' . & 

P 1 CCI’lj fcXPlibl''?- 

r % c 3* ^ 0 

r ' ^ v | , V sc v 

^ 4 v ^ Jr >? \ 

^ f. 

i _.j I 1 _ ; 
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Figura 8.2 Conjunto factible con lados pianos, y los costos 2x + 3y, que se tocan en B. 

El vector optimo ocurre en un vertice del conjunto factible. Este hecho lo garantiza 
la geometrfa, ya que las rectas que proporcionan la funcidn de costo (o los pianos, cuando 
se llega a mas incognitas) se desplazan de manera continua hasta que cortan al conjunto 
factible. jEl primer contacto debe ocurrir a lo largo de su frontera! El “metodo simplex” va 
de un vertice del conjunto factible al siguiente hasta que encuentra el vertice de menor cos- 
to. En contraste, los “metodos del punto interior” tienden a esa solucidn optima desde el 
interior del conjunto factible. 

Nota Con una funcidn de costo distinta, la interseccidn podrfa no ser un solo punto. Si el 
costo fuese x + 2 y, toda la arista entre B y A serfa optima. El costo mfnimo es x* + 2y*, 
que es igual a 4 para todos estos vectores dptimos. En nuestro conjunto factible, [el proble- 
ma maximo no tendrfa solucidn! El costo podrfa elevarse arbitrariamente y el costo maxi- 
mo serfa infinito. 

Todo problema de programacidn lineal puede ubicarse en cualquiera de las tres cate- 
gorfas posibles siguientes: 

1. El conjunto factible es vacio. 

2. La funcidn de costo no esta acotada en el conjunto factible. 

3. El costo alcanza su minimo (o maximo) en el conjunto factible: este es el caso bonda- 
doso. 

Los casos vacfo y no acotado son bastante raros para un problema genuino en economfa o 
ingenierfa. Se espera una solucidn. 

Variables flojas 

Hay una forma simple para cambiar la desigualdad x + 2y > 4 en una ecuacion. Simple- 
mente se introduce la diferencia como una variable floja w = x + 2y — 4. jEsta es nues- 
tra ecuacion! La restriccion anterior x + 2y > 4 se convierte en w > 0, lo cual coincide 
perfectamente con las otras restricciones de la desigualdad x > 0, y > 0. Asf, se tienen so- 
lo ecuaciones y simples restricciones de no negatividad sobre x,y,w. Las variables w que 
“quitan la flojera” ahora se incluyen en el vector incognito x: 

Problema original Minimizar cx sujeto a Ax = b y x > 0. 

El vector renglon c contiene los costos; en nuestro ejemplo, c = [2 3 0]. La condicion x 
> 0 pone el problema en la parte no negativa de R”. Estas desigualdades se reducen a las 

soluciones de Ax — b. La eliminacion corre peligro, por lo que se requiere una idea com- 

pletamente nueva. 
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El problems de la dieta y su dual 

Nuestro ejemplo con costo 2x + 3 y puede plantearse con palabras. Ilustra el “problema de 
la dieta” en programacion lineal, con dos fuentes de protefnas, por ejemplo, un bistec y 
mantequilla de cacahuate. Cada libra de mantequilla de cacahuate proporciona una unidad 
de protefnas, y cada bistec proporciona dos unidades. En la dieta se requieren por lo me- 
nos dos unidades de protefnas. Por tanto, una dieta que contiene x libras de mantequilla de 
cacahuate y y bisteces esta restringida por x + 2y > 4, asf como por x > 0 y y > 0. (No 
puede tenerse un bistec o mantequilla de cacahuate negativos.) Este es el conjunto factible, 
y el problema es minimizar el costo. Si una libra de mantequilla de cacahuate cuesta $2 y 
un bistec cuesta $3, entonces el costo de toda la dieta es 2x + 3 y. Por fortuna, la dieta op- 
tima consta de dos bisteces: x* = 0 y y* = 2. 

Todo programa lineal, incluyendo este, tiene un dual. Si el problema original es una 
minimization, su dual es una maximization. El mmimo en el “problema original” dado, 
es igual al mdximo en su dual. Esta es la clave de la programacion lineal, que se explica- 
ra en la section 8.3. Aquf se permanece con el problema de la dieta y se intenta interpretar 
su dual. 

En lugar del comprador, quien compra suficientes protefnas al costo mfnimo, el pro- 
blema dual es confrontado por el farmaceutico. Las pildoras de proteinas compiten con los 
bisteces y con la mantequilla de cacahuate. De inmediato se encuentran los dos ingredien- 
tes de un programa lineal tfpico: el farmaceutico maximiza el precio p de las pildoras, aun- 
que este precio esta sujeto a restricciones lineales. Las protefnas sinteticas no deben costar 
mas que las protefnas que hay en la mantequilla de cacahuate ($2 por unidad) o las protef- 
nas que hay en los bisteces ($3 por dos unidades). El precio debe ser no negativo o el far- 
maceutico no vendera nada. Debido a que se requieren cuatro unidades de protefnas, la 
ganancia del farmaceutico es de 4 p: 

Problema dual Maximizar 4 p, sujeto ap <2, 2p < 3 y p > 0. 

En este ejemplo es mds ficil resolver el dual que el original; solo tiene una incognita p. La 
restriction 2p < 3 es la estricta que en realidad es activa, y el precio maximo de la protef- 
na sintetica es p = $1.50. La ganancia maxima es 4 p = $6, y el comprador termina pagan- 
do lo mismo por la protefna natural que por la protefna sinte'tica. Este es el teorema de 
dualidad: el mdximo es igual al mmimo. 

Apiicaciones tipicas 

La siguiente section se concentra en la resolution de programas lineales. Este es el mo- 
mento para describir dos situaciones practicas en las que se minimiza o maximiza una fun- 
cion de costo lineal sujeta a restricciones lineales. 

1. Planeacion de la production. Suponga que la General Motors gana $200 por cada 
Chevrolet, $300 por cada Buick y $500 por cada Cadillac. Estos automoviles dan 20, 17, 
y 14 millas por galon, respectivamente, y el Congreso insiste en que el automovil prome- 
dio debe proporcionar 1 8. La planta puede ensamblar un Chevrolet en un minuto, un Buick 
en dos minutos, y un Cadillac en 3 minutos. ^Cudl es la ganancia maxima en 8 horas (480 
minutos)? 

Problema Maximizar la ganancia 200x + 300y + 500z sujeta a 

20x + 17y + 14z > 18(x + y + z), x + 2y + 3z < 480, x, y, z > 0. 






bonos chatarra, 9%. Es posible comprar cantidades x, y, z sin exceder un total de $100 000. 


i) no es posible invertir mas de $20 000 en bonos chatarra, y 

ii) la calidad media del portafolios no debe ser menor que los bonos municipales, de mo- 
do que x > z. 

Problema Maximizar 5x + 6y + 9z sujeto a 

x+y+z< 100000, z< 20000, z < x, x, y, z > 0. 

Las tres desigualdades proporcionan tres variables flojas, con nuevas ecuaciones como 

W — x — z y desigualdades vj > 0. 

IE Conjunto de problemas 8.1 

1. Trace el conjunto factible con restricciones x + 2y > 6, 2x + y > 6, x > 0, y > 0. 
i,Que puntos estan en los tres “vertices” de este conjunto? 

2. (Recomendado) Sobre el conjunto factible precedente, ^cual es el valor rnfnimo de la 
funcion de costo x + y? Trace la recta x + y = constante que toca primero el conjun- 
to factible. ^Que puntos minimizan las funciones de costo 3x + y y x — yl 

3. Demuestre que el conjunto factible restringido por 2x + 5y < 3, —3x + 8y < —5, 
x > 0, y > 0 , es vacfo. 

4. Demuestre que el siguiente problema es factible pero no acotado, de modo que no 
tiene solution optima: Maximizar x + y, sujeto a x > 0, y > 0, — 3x +2 y < — 1, 
x — y < 2. 

5. Agregue una simple desigualdad restrictiva a x > 0, y > 0 de modo que el conjunto 
factible contenga solo un punto. 

6. ^ Que forma tiene el conjunto factible x> 0, y>0, z>0, x+y+z = 1 , y cual es 
el maximo de x + 2y + 3z? 

7. Resuelva el problema del portafolios al final de la section precedente. 

8. En el conjunto factible para el problema de la General Motors, la no negatividad x, y, 
z > 0 deja un octavo del espacio tridimensional (el octante positive). y,Como es corta- 
do esto por los dos pianos de las restricciones, y que forma tiene el conjunto factible? 
^Como muestran sus vertices que, con solo estas dos restricciones, solo hay dos tipos 
de automoviles en la solution optima? 

9. (Problema de transporte) Suponga que Texas, California, y Alaska producen — cada 
uno — un tnillon de barriles de petroleo; en Chicago se requieren 800 000 bamles, a 
una distancia de 1000, 2000, y 3000 millas de los tres productores, respectivamente; y 
se necesitan 2 200 000 barriles en Nueva Inglaterra a 1500, 3000, y 3700 millas de dis- 
tancia. Si el embarque cuesta una unidad por cada barril-milla, (.que programa lineal 
con cinco restricciones de igualdad debe resolverse con la fmalidad de minimizar el 
costo por embarque? 
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R 8.2 EL METODO SIMPLEX 

Esta section aborda la programacion lineal con n incognitas x > 0 y m restricciones Ax > 
b. En la seccidn previa se teman dos variables, y una restriction x 4- 2y > 4. No es diffcil 
explicar todo el problema, pero no es facil resolverlo. 

El mejor metodo es plantear el problema en forma matricial. Se cuenta con A, b, y c: 

1. una matriz A de m por n, 

2. un vector columna b con m componentes, y 

3. un vector renglon c (vector de costo) con n componentes. 

Para ser “factible”, el vector x debe satisfacer x > 0 y Ax > b. El vector optimo x* es el vec- 
tor factible de costo minimo , y el costo es cx = CjXi + • ■ ■ + c n x„. 

Problema minimo Minimizar el costo cx, sujeto a x > 0 y Ax > b. 

La condition x > 0 restringe a x al cuadrante positivo en el espacio rc-dimensional. En 
R 2 es un cuarto del piano; es un octavo de R 3 . Un vector aleatorio tiene una posibilidad en 
2" de ser no negativo. Ax > b produce m semiespacios adicionales, y los vectores factibles 
satisfacen todas las m + n condiciones. En otras palabras, x esta en la intersection dem + n 
semiespacios. Este conji into factible tiene lados pianos; puede no estar acotado y ser vacio. 

La funcion de costo cx aporta al problema una familia de pianos paralelos. Un piano 
cx — 0 pasa por el origen. Los pianos cx = constante proporcionan todos los costos posi- 
bles. A medida que varfa el costo, estos pianos barren todo el espacio n-dimensional. La x 
optima (el menor costo) ocurre en el punto en que los pianos tocan por vez primera al con- 
junto factible . 

Nuestro objetivo es calcular x. Esto puede hacerse (en principio) encontrando todos 
los vertices del conjunto factible, y calculando sus costos. En la practica esto es imposible. 
Podrfa haber millones de vertices, por lo que serfa imposible calcularlos todos. En vez de 
hacer lo anterior, se aplica el metodo simplex, que es uno de los conceptos mas celebres en 
matematicas computacionales. Este metodo fue desarrollado por Dantzig como una forma 
sistematica para resolver programas lineales, y ya sea por suerte o no, se trata de un exito 
sorprendente. Los pasos del metodo simplex se resumiran en breve, ya que primero se in- 
tentara explicarlos. 



La geometria: movimiento a lo largo de las aristas 

Considero que lo que revela el metodo es la explication geometrica. En la fase I simple- 
mente se Iocaliza un vertice del conjunto factible. El meollo del metodo va de vertice a ver- 
tice a lo largo de las aristas del conjunto factible. En un vertice tfpico hay n aristas a 
escoger. Algunas aristas se alejan de la x optima pero desconocida, y otras llevan gradual- 
mente hacia esta. Dantzig escogio una arista que lleva a un nuevo vertice con un costo me- 
nor. No hay posibilidad de volver a nada que sea mas costoso. Finalmente se Uega a un 
vertice especial, a partir del cual todas las aristas conducen al camino equivocado: se ha 
minimizado el costo. Este vertice es el vector dptimo x, y aht se detiene el metodo. 

El siguiente problema es transformar los conceptos de vertice y arista en algebra li- 
neal. Una arista es el punto de encuentro de n pianos distintos. Cada piano esta dado 
por una ecuacion — justo como tres pianos (muro frontal, muro lateral, y piso) producen un 
vertice en tres dimensiones. Cada vertice del piano factible proviene de transformar n de 
las n + m desigualdades Ax > b yx>0en ecuaciones, y encontrar la intersection de es- 
tos n pianos. 
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Una posibilidad es escoger las n ecuaciones x, = 0, . . . , x„ = 0, y terminar en el ori- 
gen. Asx como todas las demas posibilidades, este punto de interseccion solo es un vertice 
genuino si tambien satisface las demds m restricciones de desigualdad. En caso contrario, 
ni siquiera esta en el conjunto factible, por lo que es un engano total. Nuestro ejemplo con 
n = 2 variables y m = 2 restricciones tiene seis intersecciones, que se ilustran en la figura 
8.3. Tres de ellas en realidad son los vertices P, Q, R del conjunto factible. Se trata de los vec- 
tores (0, 6), (2, 2) y (6, 0). Uno de ellos debe ser el vector dptimo (a menos que el costo mt- 
nimo sea — oo). Los otros tres, incluyendo el origen, son falsos. 



Figura 8.3 Los vertices P,Q,R y las aristas del conjunto factible. 


En general, hay ( n + m)\/ n\m\ intersecciones posibles. Esto incluye el numero de for- 
mas para elegir n ecuaciones planas de n + m. El tamano de este coeficiente binomial ha- 
ce imposible el calculo de todos los vertices para my n grandes. La tarea de la Fase I es 
encontrar un vertice genuino o establecer que el conjunto factible es vatio. Continuamos 
con la hipotesis de que se ha encontrado un vertice. 

Suponga que se retira uno de los n pianos de intersection. Los puntos que satisfacen 
las n — 1 ecuaciones restantes constituyen una arista que sale del vertice. Este vertice 
es la interseccion de los n — 1 pianos. Para permanecer en el conjunto factible, a lo largo 
de cada arista s61o se permite una direction. Pero se tiene una election de n aristas, y la Fa- 
se II debe hacer esta election. 

Para describir esta fase, Ax>b vuelve a escribirse en una forma completamente para- 
lela a las n restricciones simples Xj > 0. Este es el papel de las variables flojas w = Ax — 
b. Las restricciones Ax > b se traducen a uq > 0, . . . , w m > 0, con una variable floja pa- 
ra cada renglon de A. La ecuacion w = Ax — b, o Ax — w — b, pasa a la forma matricial: 


Las variables flojas proporcionan rn ecuaciones 


[A 



= b. 


El conjunto factible esta regido por estas m ecuaciones y las n + m desigualdades simples 
x > 0, w > 0. Ahora se cuenta con restricciones de igualdad y nonegatividad. 

El metodo simplex no establece ninguna diferencia entre xy w, de modo que se sim- 
plifica: 

x se vuelve a [ 0 1 Se vue * ve a 

w nombrar como x L c J nombrar como c. 


[A -/] 


se vuelve a 
nombrar como A 
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Las restricciones de igualdad son ahora Ax = b. Las n + m desigualdades se vuelven 
justo x > 0. El unico rastro que queda de la variable floja w se encuentxa en el hecho de 
que la nueva matriz A es de m por n + m, y la nueva x tiene n + m componentes. Se pre- 
serva mucho de la notation original, dejando sin cambio amyn como recordatorio de lo 
que ha ocurrido. El problema ha cambiado a: Minimizar cx, sujeto ax >0y Ax = b. 

Ejemplo 1 El problema en la figura 8.3 tiene las restricciones x + 2y > 6, 2x + y > 6, y costo x + y. 
El nuevo sistema tiene cuatro incognitas (x, y, y dos variables flojas): 



El algoritmo simplex 

Con restricciones de igualdad, el metodo simplex puede comenzar. Un vertice es ahora un 
punto donde n componentes del nuevo vector x (los x y w anteriores) son cero. Estas n 
componentes de x son las variables libres en Ax = b. Las m componentes restantes son las 
variables bdsicas o variables pivote. A1 igualar a cero las n variables libres, las m ecuacio- 
nes Ax = b determinan las m variables bdsicas. Esta “solution basica” x es un vertice ge- 
nuino si sus m componentes distintas de cero son positivas. Asf, x pertenece al conjunto 
factible. 

8A Los vertices del conjunto factible son las soluciones factibles bdsicas de Ax = 
b. Una solucion es basica cuando n de sus m + n componentes son cero, y es facti- 
ble cuando satisface x > 0. La fase I del metodo simplex encuentra una solucion fac- 
tible bdsica. La fase II se desplaza paso a paso hacia la x optima. 


El punto vertice P en la figura 8.3 es la intersection de x = 0 con 2x + y - 6 


Vertice (0, 6, 6, 0) 

Basica (dos ceros) 

Factible (positivos diferentes de cero) 


lA cudl vertice ir a continuation! Se requiere moverse a lo largo de una arista hacia 
un vertice adyacente. Debido a que los dos vertices son vecinos, m - 1 variables basicas 
permanecen siendo basicas. Solo uno de los 6s se vuelve libre (cero). Al mismo tiempo, 
una variable se mueve desde cero para convertirse en basica. Las otras m - 1 compo- 
nentes basicas (en este caso, los otros 6) cambian pero siguen siendo positivas. La elec- 
cion de arista (consulte el ejemplo 2 a continuation) decide que variable sale de la base y 
cual entra. Las variables basicas se calculan al resolver Ax = b. Las componentes libres 
de x se igualan a cero. 

Ejemplo 2 Una variable que entra y una variable que sale producen un desplazamiento hacia un nue- 
vo vertice. 


Minimizar 7x 3 — x 4 — 3xs sujeto a 


Xj + x 3 + 6x4 + 2x5 — 8 
x 2 + x 3 + 3 xj = 9 . 


Se empieza desde el vdrtice en que x t = 8 y x 2 = 9 son las variables basicas. En ese ver- 
tice, x 3 = x 4 = x 5 = 0. Esto es factible, aunque el costo puede no ser el rmnimo. Sena im- 
prudente hacer positivo a x 3 , ya que su coeficiente de costo es +7 y se esta tratando de 
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minimizar el costo. Se escoge x 5 porque tiene el coeficiente de costo mas negativo: -3 .La 
variable de entrada es x s 

Con x 5 que entra a la base, deben salir x t o x 2 . En la primera ecuacion, x 5 se incremen- 
ta y x t se disminuye mientras se mantiene x 1 + 2x s = 8. Luego, Xi se lleva hasta cero cuan- 
do x 5 llega a 4. En la segunda ecuacion se mantiene x 2 + 3x 5 — 9. Aquf x 5 solo puede crecer 
hasta 3. Ir mas alia harfa negativo a x 2 , de modo que la variable de salida es x-,. El nuevo 
vertice tiene x = (2, 0, 0, 0, 3). El costo ha bajado a —9. 

Forma rapida En Ax = b, los miembros derechos divididos entre los coeficientes de la va- 
riable de entrada son | y | . La razon mas pequena, f indica cual es la variable que llega 
primero a cero, por lo que debe salir. Solo se consideran razones positivas, porque si el coe- 
ficiente dex 5 fuese —3, entonces incrementar x 5 en realidad harfa crecer ax 2 . (Enx 5 = 10, 
la segunda ecuacion dariax 2 = 39.) La razon | indica que la segunda variable sale. Tam- 
bien proporciona x 5 = 3. 

Si todos los coeficientes de x 5 hubieran sido negativos, se tendna un caso no acotado: 
es posible hacer arbitrariamente grande a x 5 , y disminuir el costo hacia —00. 

El paso actual termina en el nuevo vertice x = (2, 0, 0, 0, 3). El paso siguiente es fa- 
cil s61o si las variables basicas Xj y x 5 se mantienen por sf mismas (como originalmente fue 
el caso con x L y x 2 ). En consecuencia, se “pivotea” sustituyendo x 5 = |(9 — x 2 — x 3 ) en la 
funcion de costo y en la primera ecuacion. El nuevo problema, empezando desde el nuevo 
vertice, es: 

Minimizar el costo 7x 3 - x 4 - (9 - x 2 - x 3 ) = x 2 + 8x 3 - x 4 - 9 
con restricciones X{ - l x 2 + l X3 + 6x 4 =2 

jX 2 3" 3 x 3 x s 3. 

El paso siguiente es facil ahora. El unico coeficiente negativo — 1 en el costo hace que la 
variable de entrada sea x 4 . Las razones de | y § , los miembros derechos divididos entre 
la columna de x 4 , hace que x t sea la variable de salida. El nuevo vertice es x* = (0, 0, 0, 

3). El nuevo costo — 9j es el rmnimo. 

En un problema grande, una variable de salida puede volver a entrar a la base despues. 
Pero el costo sigue bajando — excepto en un caso degenerado — de modo que las m varia- 
bles basicas no pueden ser las mismas de antes. iNingun vertice se visita dos veces! El me- 
todo simplex debe terminar en el vertice optimo (o en —00 si ocurre que el costo no esta 
acotado). Lo extraordinario es la rapidez con que se encuentre x*. 

Resumen Los coeficientes de costo 7, —1, — 3 en el primer vertice y I, 8, — 1 en el se- 
gundo vertice decidieron las variables de entrada. (Estos numeros van en r, el vector cru- 
cial que se define a continuation. El metodo se detiene cuando todos son positivos). Las 
razones decidieron las variables de salida. 

Observation sobre la degeneration Un vertice es degenerado si mds de las n componen- 
tes de costumbre de x son cero. Por el vertice pasan mas de n pianos, de modo que ocurre 
que una variable b&sica se hace cero. Las razones que determinan la variable de salida in- 
cluyen ceros, y la base podria cambiar sin realmente moverse del vertice. Teoricamente, es 
posible permanecer en un vertice y dar vueltas por siempre en la election de la base. 

Por fortuna, esta situation no ocurre. Es tan rara que los codigos comerciales la igno- 
ran. Lamentablemente, los casos degenerados son bastante comunes en aplicaciones: si el 
costo se imprime despues de cada paso simplex, se observa que se repite varias veces an- 
tes de que el metodo simplex encuentre un buen vertice. Luego, el costo decrece otra vez. 



386 


Capituio 8 Programacian lineal y teoria de juegos 


La tabla (tableau) 

Cada paso simplex implica decision.es seguidas por operaciones en los renglones — es ne- 
cesario escoger a las variables de entrada y de salida, y es necesario hacer que vayan y vuel- 
van. Una forma de organizar el paso es escribir A, b, c en una matriz grande, o tabla : 

La tabla es de in -r 1 por m + n + 1 T = 

A1 inicio, las variables basicas pueden mezclarse con las variables libres. Volviendo a nume- 
rar en caso de ser necesario, suponga que x lt ... , x m son las variables basicas ( distintas de 
cero) en el vertice actual. Las m primeras columnas de A forman una matriz cuadrada B (la 
matriz base para ese vertice). Las n dltimas columnas proporcionan una matriz N de m por 
n. El vector de costo se separa en [c B c N \, y la incognita x lo hace en (x B , x N ). 

En el vertice, las variables libres son x N = 0. AW, Ax = b se convierte en Bx b = b: 



Tabla en el vertice 


B 

N 1 

b 

c B 

CN ■ 

"o 


x N = 0 x B = B~'b costo =c b B x b. 


Las variables basicas quedan solas cuando la eliminacion multiplica por B 1 : 

I iB-'NIB-'b 

Tabla reducida T - : p- • . 


I 

B~ X N 

B~ x b 

Cb 

C/y 

0 


Para alcanzar Id. forma escalonada totalmente reducida R - rref(7), c B multiplicado por 
el renglon en bloque superior se resta del rengldn inferior: 


I 

B~ X N 

B~ x b 

0 

c N — c b B~ x N 

—c B B~ x b 


Totalmente reducida R = 


A continuacion se revisara el significado de cada elemento de esta tabla, y se llama la aten- 
cion hacia el ejemplo 3 (a continuacion, con numeros). He aquf el algebra: 

Restricciones x B + B~ x Nxn = B~ l b Vertice x B = B~ l b, x N = 0. (1) 


El costo c b xb + c N x N se ha convertido en 

Costo cx=(c n -c b B~ 1 N)x n + c B B~ l b Costo en este vertice = c B B~ x b. (2) 


Toda cantidad importante aparece en la tabla completamente reducida R. Es posible deci- 
dir si el vertice es optimo al observar a r = c N - c b B~ x N en medio del renglon inferior. Si 
cuaiquier elemento en r es negativo, sigue siendo posible reducir el costo. Es posible 
hacer negativo a rx N , al principio de la ecuacion (2), incrementando una componente de x N . 
Este es el paso siguiente. Pero si r > 0, entonces se ha encontrado el mejor vertice. Esta es 
la prueba de detencion, o condicion de optimahdad : 

8B El vdrtice es optimo cuando r — c?j — c b B l N > 0. Su costo es c b B b. 
Las componentes negatives de r corresponden a aristas en las cuales el costo dismi- 
nuye. La variable x, corresponde ala componente mas negativa de r. 

Las componentes negativas de r son los costos reducidos: el costo en c N por usar una 
variable menos lo que ahorra. El calculo de r se denomina porter precio a las variables. Si 
el costo directo (en c N ) es menor que el ahorro (de reducir las variables basicas), entonces 
r ; < 0, y pagara por incrementar esa variable basica. 
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Suponga que el costo reducido mas negativo es r,-. Entonces, la i-esima componente de x N 
es la variable de entrada, que crece desde cero hasta un valor positivo a en el vertice si- 
guiente (el final de la arista). 

A medida que se incrementa x it otras componentes de x pueden decrecer (para mante- 
ner Ax = b). La primera x k que llega a cero se convierte en la variable de salida : cambia de 
bdsica a libre. El siguiente vertice se alcanza cuando una componente de x B cae a cero. 

El nuevo vertice es factible porque sigue teniendose x > 0. Es basico porque de nuevo 
se tienen n componentes cero. La i-esima componente de x N paso de cero a a. La fc-esima 
componente de x B cayo a cero (las otras componentes de x B siguen siendo positivas). La x k 
de salida que cae a cero es la que proporciona la razon minima en la ecuacion (3): 

8C Suponga que x,- es la variable de entrada y que u es lacolumna i de N: 

„ . ... - - _ (B~'b) k 


En el nuevo vertice x, = a = razon mas pequena 


(B-‘«)y (B-‘«L 


Este mmimo solo se toma sobre componentes positivas de B l u. La Lesima colum- 
na de B sale de la base (x k se vuelve cero) y entra la nueva columna u. 

B~ l u es la columna de l N en la tabla reducida R, arriba del elemento mas negativo en 
el renglon inferior r. Si B~ l u < 0, el siguiente vertice esta infinitamente lejos y el costo mf- 
nimo es — oo (esto no ocurre aquf). Nuestro ejemplo va del vertice P a Q, y de nuevo em- 
pieza en Q. 

Ejemplo 3 La funcion de costo original x + y y las restricciones Ax — b — (6, 6) proporcionan 


[1 

2 

-1 

0 : 

6 

2 

1 

0 

-1 : 

6 

.1 

1 

0 

0 i 

0 


En el vertice P en la figura 8.3, x = 0 corta a 2x + y = 6. Para estar organizados, se inter- 
cambian las columnas 1 y 3 con la fmalidad de escribir las variables basicas antes que las 
variables libres: 


Tabla en P 


-1 

2 i 

1 

0 ! 

6 

0 

1 : 

2 

-1 ; 

6 

0 

1 i 

1 

0 i 

0 


r i 

o i 

3 

-2 ; 

6 

0 

1 i 

2 

-1 ! 

6 

. 0 

o ! 

-1 

i : 

-6 


Luego, la eliminacion multiplica el primer renglon por — 1 , para obtener un pivote unita- 
rio, y usa el segundo renglon para producir ceros en la segunda columna: 


Totalmente reducida en P 


Primero observe a r = [— 1 1] en el renglon inferior. Tiene un elemento negativo en la co- 
lumna 3, de modo que la tercera variable entra a la base. El vertice actual P y su costo +6 
no son optimos. La columna arriba de ese elemento negativo es B~ l u — (3, 2); sus razo- 
nes con la ultima columna son | y | . Debido a que la primera razon es menor, la primera 
incognita w (y la primera columna de la tabla) es obligada a abandonar la base. En la figu- 

efa' 
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La nueva tabla intercambia las columnas 1 y 3, y al pivotear por eliminacion se ob- 
tiene 

3 0:1-2; 6l f 1 0 

2 1 j 0 -1 I 6 — »■ 0 1 

-1 0 : 0 1 1 -6 00 

En esa nueva tabla en Q, r = [ | 5 ] es positivo. Se ha pasado la prueba de deten- 

tion. El vertice x = y = 2 y su costo +4 son optimos. 



Organization de un paso simplex 

A continuation, la geometrfa del metodo simplex se representa en algebra: Los “vertices” 
son “soluciones factibles basicas”. El vector r y la razon a son decisivos. Su calculo cons- 
tituye el corazon del metodo simplex, y puede organizarse de tres formas distintas: 

1. En una tabla, como arriba. 

2. Actualizando 1 cuando la columna u tomada de N sustituye a la columna k de B. 

3. Calculando B = LU, y actualizando estos factores LU en vez de hacerlo con B \ 

Esta lista constituye una breve historia del metodo simplex. En algunas formas, la eta- 
pa mas fascinante es la primera — la tabla — que domino el tema por muchos anos. Para la 
mayoria de nosotros, trajo un aura de misterio a la programacion lineal, principalmente 
porque se las arreglo para evitar casi por completo la notation matricial (jmediante el dis- 
positivo habilidoso de escribir por completo todas las matrices!) Para efectos computa- 
cionales (excepto para pequenos problemas en libros de texto), la epoca de la tabla ya 
termino. 

Para ver por que, recuerde que despues de que el coeficiente mas negativo en r indica 
cual columna u entra a la base, no se utilizard ninguna de las otras columnas arriba de r . 
Fue una perdida de tiempo calcularlas. En un problema mas grande, cientos de columnas 
se calculan una y otra vez, justo para esperar su tumo de entrar a la base. Esto permite que 
la teon'a haga por completo las eliminaciones y alcanzar R. Sin embargo, en la practica no 
es posible justificar esto. 

Es mas rapido, y al final mas simple, ver cuales calculos son realmente necesarios. Ca- 
da paso simplex intercambia una columna de N por una columna de B. Estas columnas son 
decididas por r y a. Este paso comienza con la matriz base actual B y la solution actual 
x B = B~ x b. 

Un paso del metodo simplex . 

1 . Se calculan el vector rengion X = c b B~ 1 y los costos reducidos r = c N - XN. 

2. Si r ■> 0, detener el procedimiento: la solucion actual es optima. En caso contra- 
rio, si r £ es la componente mas negativa, para entrar a la base se escoge u = co- 
lumnar de M 

3. Se calculan las razones de B~ l b a B~hi, admitiendo solo componentes positives 
de B~ l u. (Si B~ l u < 0, entonces el costo mfnimo es — 00 ). Cuando la razon mas 
pequena ocurre en la componente k,. de la base sale la ,%-esima columna de la B 
actual. 

4 . Se actaaliza B, B~ l , o LU, ast como la solucion x B = B~ l b. Se vuelve al paso 1. 
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Algunas veces, lo anterior se denomma metodo simplex revisado para distinguirlo de 
las operaciones en la tabla. En realidad es el metodo simplex en si, reducido. 

Este analisis tennina una vez que se ha decidido como calcular los pasos 1, 3, y 4: 

X — c e B~~\ v = B~'u, y x B = B~ l b. (4) 

La forma mas conocida es trabajar directamente con B~~ l , calculandola exph'titamente en 
el primer vertice. En vertices subsecuentes, el paso de pivoteo es sencillo. Cuando la co- 
lumna k de la matriz identidad se sustituye por u, la columna k de B~ l se sustituye por v = 
B~ l u. Para reconvertir la matriz identidad, la eliminacion multiplica la anterior por 



En muchos codigos simplex se utiliza la forma de producto de la inversa, que ahonra 
estas simples matrices E~ 1 en vez de actualizar directamente a B~ l . Cuando es necesario, 
se aplican a b y c B . A intervalos regulares (quiza cada 40 pasos simplex), se vuelve a 
calcular B~ 1 y la E~ 1 se borra. En el problema 9 se comprueba la ecuacion (5), al final de 
esta section. 

En un metodo mas reciente se usan los metodos normales del algebra lineal numerica, 
considerando a la ecuacion (4) como tres ecuaciones que comparten la misma matriz B: 

XB = c B , Bv = u, Bx b = b. ( 6 ) 

La factorization de costumbre B = LU (o PB = LU, con intercambios de renglones por ra- 
zones de estabilidad) conduce a las tres soluciones. Ly U pueden actualizarse, en vez de 
calcularlas de nuevo. 

Queda una pregunta: iCuantos pasos simplex es necesario efectuarl Es imposible 
contestar de antemano. La experiencia indica que el metodo toca solo alrededor de 3m/ 2 
vertices distintos, lo cual significa un conteo de operaciones aproximado de m 2 n. Esto es 
comparable con la eliminacion normal para Ax = b, y es la razon del exito del metodo sim- 
plex. Sin embargo, las matematicas muestran que la longitud de la ruta no siempre puede 
acotarse por cualquier multiplo fijo o potencia de m. Los peores conjuntos factibles (Klee 
y Minty inventaron un cubo lobulado) pueden obligar a que el metodo simplex intente ca- 
da vertice, a costo exponencial. 

Fue el metodo de Khachian lo que demostro que la programacion lineal podia resol- 
verse en tiempo polinomial.* Su algoritmo permanecio dentro del conjunto factible, y cap- 
ture a x“ en una serie de elipsoides que se contraen. La programacion lineal esta en la clase 
agradable P, no en la temible clase NP (como el problema del agente de ventas viajero). 
Para problemas NP, se considera (aunque no esta demostrado) que todos los algoritmos de- 
terminfsticos deben terminar en un tiempo interminablemente exponential, en el peor de 
los casos. 

Todo este tiempo, el metodo simplex ha hecho su trabajo — en un tiempo medio del 
que ya se ha demostrado (para variantes del metodo de costumbre) que es polinomial. Por 

* El numero de operaciones esta acotado por potencias de my n, como en la eliminacion. Para pro- 
gramacidn entera y factorization en primos, todos los algoritmos conocidos pueden ser exponencial- 
mente largos. La ctiebre conjetura “P ¥= NP” establece que tales problemas no pueden tener 
algoritmos poiinomiales. 
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alguna razdn, oculta en la geometn'a de poliedros de muchas dimensiones, los males con- 
juntos factibles son raros y el metodo simplex tiene suerte. 

Metodo de Karmarkar 

Ahora llegamos al evento mas sensacional que ha ocurrido en la histona reciente de la pro- 
sramacion lineal. Karmarkar propuso un metodo basado en dos conceptos simples, y en sus 
experimentos derroto al metodo simplex. Tanto la election del problema como los detalles 
del codigo son cruciales, y el debate sigue vigente. Sm embargo, las ideas de Karmarkar 
eran tan naturales y se ajustaban tan perfectamente al marco de referenda del algebra 
neal aplicada, que pueden explicarse en unos cuantos parrafos. _ 

La primera idea es comenzar desde un punto que este dentro del conjunto factible : se 
supondra que es x° = (1, 1, . . . , D- Debido a que el costo es cx, la mejor direccidn para re- 
ducir el costo es hacia -c. Normalmente, lo anterior nos saca del conjunto factible; mover- 
se en esa direction no preserva Ax = b. Si Ax° = b y A* 1 = b, entonces Ax = x - x debe 
satisfacer AAx = 0. El paso Ax debe estar en el espacio nulo de A. En consecuencia, c 
se proyecta sobre el espacio nulo, con la finalidad de encontrar la direccidn factible mas prd- 
xima a la mejor direccidn. Este es un paso natural pero costoso en el metodo de Karmarkar. 

El paso Ax es un multiplo de la proyeccion -Pc. Mientras mas grande sea el paso, mas 
se reduce el costo, aunque no es posible salir del conjunto factible. El multiplo de -Pc se 
escoge de modo que x 1 este proximo, aunque un poco adentro, de la ffontera en la cual una 

componente de x Uega a cero. ., , 

Asf se completa la primera idea: la proyeccidn que proporciona el descenso factible 
mas pronunciado. El segundo paso requiere una nueva idea, ya que continuar en la misma 

direccidn es iniStil. . 

La sugerencia de Karmarkar es transformar x 1 de vuelta a (1, 1, ... , 1) en el centro. 
Su cambio de variables no era lineal, pero la transformation mas simple es justo un rees- 
calamiento por una matriz diagonal D. Luego ya hay espacio para moverse. El reescala- 
miento desde x hasta X = D _l x cambia las restricciones y el costo: 

Ax = b se vuelve ADX = b c T x se vuelve c r DX. 

En consecuencia, la matriz AD toma el sitio de A, y el vector c T D toma el lugar dec .El 
segundo paso proyecta la nueva c sobre el espacio nulo de la nueva A. Todo el trabajo es- 
ta en esta proyeccidn, para resolver las ecuaciones normales ponderadas: 

(. AD 2 A T )y = AD 2 c. ( 7 > 

La forma normal para calcular y es por elimination. El proceso de Gram-Schmidt ortogo- 
naliza las columnas de DA r , lo cual puede resultar costoso (aunque facihta el resto de los 
caiculos). El metodo favorito para problemas ralos grandes es el metodo delgradiente con- 
jugado, que proporciona la respuesta exacta mas lentamente que la eliminacidn, aunque 
puede aplicarse parcialmente y luego detenerse. A mitad de la eliminacidn no es posible de- 
tenerse 

Asf como otras ideas nuevas en la computation cientffica, el metodo de Karmarkar tu- 
vo exito en algunos problemas y en otros no. La idea subyacente fue analizada y mejorada. 
Un exito primordial lo constituyen metodos de punto interior (que permanecen dentro de 
conjunto factible) mas recientes, que se mencionan en la siguiente seccion. Y el metodo 
simplex sigue siendo tremendamente valioso, como todo el tema de la programacion lineal, 
que fue descubierta siglos despues que Ax-b, aunque comparte las ideas fundamentales 
del tigebra lineal. De estas ideas, la que va mas lejos es la de dualidad, que se presenta a 
continuation. 
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Conjunto de probEemas 3.2 

1. Minimizar x x 4- x 2 — x 3 , sujeto a 

2xi — 4 x 2 + x 3 4- x 4 =4 

3xj + 5x 2 + x 3 + x 3 = 2. 

I Cual de x l( x 2 , x 3 debe entrar a la base, y cual de x 4 , x 5 , debe salir? Calcule el nuevo 
par de variables basicas, y encuentre el costo en el nuevo vertice. 

2. Despues del paso simplex precedente, prepare y decida el paso siguiente. 

3. En el ejemplo 3, suponga que el costo es 3x + y. Con reagrupamiento, el vector de 
costo es c = (0, 1, 3, 0). Demuestre que r > 0 y, en consecuencia, que el vertice P es 
optimo. 

4. Suponga que la funcion de costo en el ejemplo 3 es x — y, de modo que despues de un 
reagrupamiento c — (0, —1, 1, 0) en el vertice P. Calcule r y decida que columna u 
debe ser elemento de la base. Entonces calcule B~ l u y muestre desde su signo que 
nunca llegard a otro vertice. En la figura 8.3 estamos escalando el eje y y x — y llega 


5. De nuevo en el ejemplo 3, cambie el costo a x + 3 y. Compruebe que el metodo sim- 
plex va de P a Q a R, y que el vertice R es optimo. 

6. La Fase I encuentra una solucidn factible bdsica de Ax = b (un vertice). Despues de 
cambiar signos para hacer b > 0, considere el problema auxiliar de minimizar u> l + 
w 2 + ... + w m , sujeto ax > 0, w > 0, Ax -I- w = b. Siempre que Ax = b tiene una 
solucion nonegativa, el costo mfnimo en este problema es cero, con u>* = 0. 

a) Demuestre que, para este nuevo problema, el vertice x = 0, w = b es tanto basi- 
co como factible. En consecuencia, su Fase I ya esta establecida, y el metodo sim- 
plex puede proceder para encontrar el par optimo x*, w". Si w * = 0, entonces x* 
es el vertice requerido en el problema original. 

b) Con A = [1 — 1] y b = [3], escriba el problema auxiliar, el vector de su Fase I 

x = 0, w = b, y su vector optimo. Encuentre el vertice del conjunto factible 

xi — x 2 = 3, Xi > x 2 > 0 , y trace una figura de este conjunto. 

7. Si quisiera maximizarse el costo en vez de minimizarlo (con Ax = b y x > 0), £cual 
serfa la prueba de detencion sobre r, y que reglas escogerfan la columna de N con la 
finalidad de hacerla basica y la columna de B para hacerla libre? 

8. Minimice 2x! + x 2 , sujeto a x t + x 2 > 4, xi + 3x 2 > 12, xi — x 2 > 0, x > 0. 

9. Compruebe la inversa en la ecuacion (5), y demuestre que BE tiene Bv = u e n su 
£-esima columna. Asf, BE es la matriz basica correcta para la siguiente detencion, 
E~ 1 B~ 1 es su inversa, y E~~ l actualiza correctamente la matriz basica. 


10. Suponga que se quiere minimizar cx : 

2xi — 4 x 2 + x 3 = 
3xi + 6x 2 + x 4 = 


- x 2 , sujeto a 
(toda Xi, x 2 , x 3 , x 4 > 0). 


Empezando desde x = (0, 0, 6, 12), ^deben incrementarse i[Ox 2 a partir de su valor 
actual de cero? (,Cuanto puede incrementarse hasta que la ecuacion obliga a cero a x 3 
o x 4 ? En ese punto, ^cual es el nuevo x? 
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11. Para la matriz P = / - A T (AA T r l A , demuestre que si x esti en el espacio nulo de 
A, entonces Px = x. El espacio nulo permanece sin cambio bajo esta proyeccion. 

12. a) Minimice el costo c T x = 5x, + 4x 2 + 8x 3 sobre el piano x l + x 2 + x 3 = 3, pro- 

bando los vertices P, Q, R, donde el triangulo esta cortado por el requenmiento 

x > 0. , 

b) Proyecte c = (5, 4, 8) sobre el espacio nulo de A = [1 1 1], y encuentre el paso ma- 

ximo s que mantiene nonegativo ae — sPc. 


EL PROBLEMA DUAL 


La elimination puede resolver Ax = b, pero los cuatro subespacios fundamentals han de- 
mostrado que una comprension diferente y mas profunda es posible. Es exactamente lo 
mismo para la programacion lineal. La mecanica del metodo simplex resuelve un progra- 
ma lineal, aunque la dualidad se encuentra en el centro de la teoria subyacente. La intro- 
duction del problema dual es una idea elegante, que al mismo tiempo es fundamental para 
las aplicaciones. Se explicara tanto como entendemos. 

La teoria empieza con el problema original dado: 


Original (P) 


Minimizar cx, sujeto a x > 0 y Ax > b. 



El problema dual comienza a partir de las mismas A, b, y c, e invierte todo. En el proble- 
ma original, c esta en la funcidn de costo y b esti en la restriction. En el problema dual, se 
cambian by c. La incognita dual y es un vector renglon con m componentes, y el conjun- 

to factible tiene yA < c, en vez de Ax > b. . 

En corto, el dual de un problema mi'nimo es un problema maximo. Ahora y > 0: 

Dual (D) Maximizar yb, sujeto a y > 0 y yA < c. 


El dual de este problema es el problema mi'nimo original. Hay simetrfa completa entre los 
problemas dual y original. El metodo simplex es igualmente valido para una maximiza- 
tion; en todo caso, ambos problemas se resuelven a la vez. 

Es necesario proporcionar una interpretation de todas estas inversiones. Aconsejan 
una competencia entre el minimizador y el maximizador. En el problema de la dieta, el mi- 
nimizador cuenta con n alimentos (mantequilla de cacahuate y bistec, en la section 8.1). 
Entran en el problema de la dieta en las cantidades (nonegativas) x u ... , x„. Las restric- 
ciones representan m vitaminas requeridas, en vez de una restriction anterior de suficien- 
tes protemas. El elemento a iy mide la i-esima vitamina en ely-esimo alimento, y el j-esimo 
renglon de Ax > b obliga a que en la dieta se incluya por lo menos b, de esa vitamina. Si 
Cj es el costo del j-esimo alimento, entonces ciXi + • • • + c„x n — cx es el costo de la die- 
ta. Este es el costo que debe minimizarse. _ . 

En el dual, el farmaceutico vende pfldoras de vitamina, a precios y ; > 0. Debido a 
que el alimento j contiene vitaminas en las cantidades a ip el precio del farmaceutico para 
el equivalente de vitaminas no puede exceder el precio c } del tendero. Esta es lay-esima res- 
triction en yA < c. Al trabajar dentro de esta restriction sobre los precios de las vitaminas, 
el farmaceutico puede vender la cantidad requerida b t de cada vitamina por un ingreso to- 
tal de yibi +■■■ + y, n b m = yb a maximizar. 


8.3 El problema dual 
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Los conjuntos factibles para los problemas original y dual se ven completamente dife- 
rentes. El primero es un subconjunto de R", marcado por x > 0 y Ax > b. El segundo es un 
subconjunto de R m /determinado por y > 0 y A T y c. Toda la teoria de la programacion li- 
neal radica en la relation que hay entre el original y el dual. A continuation se presenta el 
resultado fundamental: 

8D Teorema de dualidad Cuando ambos problemas tienen vectores factibles, 
tienen x y y* optimos. El costo mlnuno cx * es igual al ingreso maximo y*b. 

Si los vectores optimos no existen, hay dos posibilidades: ya sea que ambos conjuntos fac- 
tibles son vactos o uno es vacio y el otro problema no esta acotado (el maximo es +oo o 
el mi'nimo es — oo). 

El teorema de dualidad establece la competencia entre el tendero y el farmaceutico. El 
resultado siempre es un empate. En la teorfa de juegos se encuentra un “teorema minimax” 
semejante. El cliente no tiene ninguna razon economica para preferir las vitaminas a los ali- 
mentos, aun cuando el farmaceutico garantice igualar al tendero en cada alimento — e in- 
cluso venda mas barato los alimentos costosos (como la mantequilla de cacahuate). Se 
demostrara que los alimentos costosos se mantienen fuera de la dieta original, de modo que 
la salida puede ser (y es) un empate. 

Lo anterior puede parecer un punto muerto, aunque espero que el lector no se deje en- 
gaiiar. Los vectores optimos contienen la information crucial. En el problema original, x* 
indica al comprador que comprar. En el dual, y* fija los precios naturales (precios imagi- 
narios) a los cuales la economia deberfa marchar. En tanto nuestro modelo lineal refleje la 
verdadera economia, x y y* representan las decisiones esenciales que han de tomarse. 

Se quiere demostrar que cx = y*b. Puede parecer evidente que el farmaceutico 
pueda subir los precios y* de las vitaminas para encontrar al comprador, aunque solo una 
cuestion es verdaderamente clara: Debido a que cada alimento puede sustituirse por su 
equivalente vitamfnico, sin incremento en el costo, todas las dietas alimentarias idoneas de- 
ben costar por lo menos tanto como las vitaminas. Esta desigualdad es unilateral: precio del 
farmaceutico < precio del tendero. Se denomina dualidad debit, y es facil demostrarlo pa- 
ra cualquier programa lineal y su dual: 

8E Sixy y son factibles en los. problemas original y dual, entonces . yb < cx. 

Demostracion Debido a que los vectores son factibles, satisfacen Ax > b y yA < c. De- 
bido a que la factibilidad tambien incluye x > 0 y y > 0, es posible tomar productos inter- 
nos sin arruinar estas desigualdades (multiplicar por numeros negativos debe invertirlos): 

yAx > yb y yAx < cx. (1) 

Debido a que los miembros izquierdos son identicos, se tiene la dualidad debil yb < cx. ■ 

Esta desigualdad unilateral prohfbe la posibilidad de que ambos problemas sean no 
acotados. Si yb es arbitrariamente grande, unax factible contradice yb < cx. De manera se- 
mejante, si cx puede ir hacia — oo, entonces el dual no puede admitir una y factible. 

Igualmente importante, cualesquiera vectores que alcancen yb — cx deben ser opti- 
mos. En este punto el precio del tendero es igual al del farmaceutico. Una dieta alimenta- 
ria optima y los precios optimos de las vitaminas se reconocen por el hecho de que el 
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consumidor no tiene nada que elegir: 

8F Si los vectores x y y son factibles y cx = yb, entonces x y y son optimos. 


Debido a que ningun y puede hacer yb m5s grande que cx, la y que alcanza este valor 
es optima. De manera semejante, cualquier x que alcance el costo cx — yb debe ser una x 
optima. 

A continuation se proporciona un ejemplo con dos alimentos y dos vitaminas. Obser- 
ve que A t aparece cuando se escribe el dual, ya que yA < c para vectores renglon signifi- 
ca A T y T < c T para columnas. 

Original Minimizar *, + 4x 2 Dual Maximizar 6y t + lyi 

sujeto a Xi > 0, x 2 > 0 sujeto ay, > 0 , y 2 > 0 

2x\ + x 2 > 6 2yt + 5y 2 < 1 

5x, + 3x 2 >7. yt + 3x 2 < 4. 

Solution X[ = 3 y x 2 = 0 son factibles, con costo x 1 + 4x 2 = 3. En el dual, y t = 5 y 
y 2 — () proporcionan el mismo valor 6 yi + 7y 2 = 3. Estos vectores deben ser optimos. 

Por favor, observe la situation detenidamente para ver lo que ocurre realmente en el 
momento en que yb = cx. Algunas de las restricciones de desigualdad son estrictas, lo cual 
significa que se cumple la igualdad. Otras restricciones son flojas, y la regia clave tiene sen- 
tido econdmico: 

i) La dieta tiene xf = 0 cuando el precio de los alimentos j se fija por arriba de su 
equivalente vitaminico. 

ii) El precio es y* = 0 cuando se tiene una sobreoferta de vitamina i en la dieta x . 

En el ejemplo, x-, = 0 porque el segundo alimento es demasiado costoso. Su precio exce- 
de el precio del farmaceutico, ya que y, + 3y 2 < 4 es una desigualdad estricta { + 0 < 4. 
De manera semejante, la dieta requeria siete unidades de la segunda vitamina, aunque en 
realidad proporciono 5xi + 3x 2 = 15. Asf, se encontro y 2 = 0, y esta vitamina es un pro- 
ducto libre. Puede verse como se ha completado la dualidad. 

Estas condiciones de optimalidad pueden entenderse facilmente en terminos matricia- 
les. A partir de la ecuacidn (1) se quiere y Ax — y b en el dptimo. La factibilidad requie- 
re Ax* > b, y se buscan cualesquiera componentes en las que fracase la igualdad. Esto 
corresponde a una vitamina que este sobreofrecida, de modo que su precio es yf = 0 . 

A1 mismo tiempo, se tiene y*A < c. Todas las restricciones estrictas (alimentos costo- 
sos) corresponden a xf = 0 (omision en la dieta). Esta es la clave para y Ax = cx , que 
se requiere. Estas son las condiciones flojas complementarias de la programacidn lineal, 
y las condiciones de Kuhn-Tucker de programacidn no lineal: 

8G Los vectores optimos x y y* satisfacen la flojedad complementaria: 

si (Ax*); > bt entonces y * = 0 si(y*A) v < Cj entonces xf = 0. (2) 

A continuacion se repite la demostracion. Cualesquiera vectores factibles x y y satisfacen 
la dualidad ddbil: 

(3) 



yb < y(Ax) = (yA)x < cx. 
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Se requiere la igualdad, y sdlo hay una forma en que y*b puede ser igual a y*(Ax*). Cada 
vez que b t < (Ax*)/, el factor yf que multiplica a estas componentes debe ser cero. 

De manera semejante, la factibilidad proporciona yAx < ex. La igualdad se obtiene sd- 
lo cuando se cumple la segunda condicion de flojera. Si hay un sobreprecio (y*A)j < c-, de- 
be cancelarse a traves de la multiplicacion por xf = 0. Asf, se queda con y'b = cx* en la 
ecuacidn (3). Esta igualdad garantiza la optimalidad de x* y y*. 

Demostracion de la dualidad 

La desigualdad unilateral yb < cx fue facil de demostrar; proporciond una prueba rapida 
para vectores optimos (la convierten en igualdad); y ahora ha proporcionado las condicio- 
nes de flojera en la ecuacidn (2). Lo unico que no ha hecho es mostrar que y ’b = cx’ real- 
mente es posible. El teorema de dualidad no esta completo sino hasta que se obtienen estos 
vectores dptimos. 

Para obtener y*, se regresa al mdtodo simplex, que ya ha calculado x*. El problema 
consiste en mostrar que el metodo se detuvo en el momento indicado para el problema dual 
(aun cuando se construyo para resolver el problema original). Recuerde que las m desigual- 
dades Ax > b se cambiaron a ecuaciones, mediante la introduction de las variables flojas 
w — Ax — b: 

X > 0. (4) 

w 

Cada paso simplex escogio m columnas de la matriz larga [A — /] para hacerlas basicas, y 
las desplazo (teoricamente) hacia el frente. Asf se obtuvo [B A]. El mismo desplazamien- 
to reordend el largo vector de costo [c 0] en [c B c w ]- La condition de detencidn, que lle- 
vo a termino al metodo simplex, era r — Cs — c b B~ 1 N > 0. 

Esta condicion r > 0 se alcanzo finalmente, ya que el numero de vertices es finito. En 
ese momento, el costo era lo mas bajo posible: 

Costo nunimo cx* = [c 8 c/v] 

Si en el dual puede escogerse y* = c g B~ l , ciertamente se tiene y*b = cx* . El mfni- 
mo y el maximo son iguales. Debe demostrarse que esta y* satisface las restricciones dua- 
les yA < c y y > 0: 

Factibilidad dual y[A — /] < [c 0], (6) 

Cuando el metodo simplex vuelve a mezclar la gran matriz y el vector para poner primero 
las variables basicas, esto reagrupa las restricciones en la ecuacidn (6) como 

y [B A] < [c B cat], (7) 

Para y* = c b B~\ la primera mitad es una igualdad y la segunda es c b B~ 1 N < c N . jEsta 
es la condition de detencidn r > 0 que se sabe debe cumplirse! En consecuencia, la y* es 
factible, y se ha demostrado el teorema de dualidad. Al localizar la matriz crftica B de m 



Factibilidad original 


-/] * 
J w 
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Precios imaginarios 

En calculo, todo mundo conoce la condition para un maximo o un mfnimo: las primeras 
derivadas son cero. Sin embargo, este hecho es transformado completamente por las res- 
tricciones. El ejemplo mas sencillo es la recta y = x. Su derivada nunca es cero, el calculo 
parece inutil, y ciertamente la mayor y ocurre al final del intervalo. iEsta es exactamente la 
situacion en programacion lineal! Hay mas variables, y un intervalo se sustituye por un 
conjunto factible, aunque el maximo sigue encontrandose en un vertice del conjunto facti- 
ble (con solo m componentes diferentes de cero). 

El problema en programacion lineal es localizar ese vertice. Para este efecto, el calcu- 
lo no es completamente indtil. Lejos de ello, porque los “multiplicadores de Lagrange 
har&n cero las derivadas en el maximo y en el mfnimo. Las variables duales y son exacta- 
mente los multiplicadores de Lagrange. Y responden la pregunta clave: iComo cambia el 
costo mfnimo ex" = yb, si se cambian b o c? 

Esta es una pregunta en analisis de sensibilidad. Permite obtener informacion adicio- 
nal del problema dual. Para un economista o un ejecutivo, estas preguntas sobre costo mar- 
ginal son las mas importantes. 

Si se permiten grandes cambios en b o en c, la situacion se comporta de manera bastan- 
te irregular. Cuando°aumenta el precio de los huevos, hay un punto en el que estos desapa- 
recen de la dieta. La variable x huevo salta de basica a libre. Para seguirla correctamente, es 
necesario introducir programacion “parametrica”. Pero si los cambios son pequenos, el ver- 
tice que era dptimo permanece siendo dptimo. La election de las variables basicas no 
cambia; By N siguen siendo las mismas. Geometricamente, el conjunto factible se ha des- 
plazado un poco (al cambiar b), y los pianos que lo cortan se han inclinado (al cambtar c). 
Cuando estos cambios son pequenos, el contacto ocurre en el mismo vertice (que se ha mo- 
vido ligeramente). 

Al final del metodo simplex, cuando se conocen las variables basicas idoneas, las m 
columnas correspondientes de A constituyen la matriz base B. En ese vertice, un desplaza- 
miento de tamano A b modifica el costo mfnimo por y* Ab. La solucion dual y propor- 
ciona la razon de cambio del costo mmimo (su derivada) respecto a cambios en b. Las 
componentes de y* son los precios imaginarios. Si el requerimiento para una vitamina su- 
be por A y el precio del farmaceutico es y*, entonces el costo de la dieta (del farmaceutico 
o del tendero) sube por y*A. En el caso en que y* es cero, esa vitamina es un producto li- 
bre y el pequeno cambio no tiene ningun efecto. La dieta ya contenfa mas que b x . 

Ahora se plantea una pregunta diferente. Suponga que se insiste en que la dieta con- 
tenga una pequena cantidad digerible de huevo. La condicion x huevo > 0 cambia a x huevo > 
8. i,Como modifica esto al costo? 

Si en la dieta x* hubiera huevo, no habn'a ningun cambio. Pero si x* uevo = 0 , habra un 
costo extra por agregar la cantidad S. El incremento no sera en todo el precio Ch uevo 5, y a 
que es posible reducirlo de los otros alimentos. El costo reducido de los huevos es su pro- 
pio precio, menos el precio que se paga por el equivalente en alimentos mas baratos. Para 
calcularlo, se regresa a la ecuacion (2) de la section 8.2: 

costo = ( Cn - c b B~ 1 N)x n + c B B~ x b = rx N + c s B~ l b. 

Si el huevo es la primera variable libre, entonces el incremento de la primera componente 
de x N a 8 aumenta el costo por r,<5. El verdadero costo del huevo es r x . Este es el cambio 
en el costo de la dieta cuando la cota inferior cero (restriction de no negatividad) se mue- 
ve hacia arriba. Se sabe que r > 0, y la economfa indica lo mismo: el costo reducido de los 
huevos no puede ser negativo, o habrfan entrado a la dieta. 
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El metodo simplex se mueve a lo largo de los vertices del conjunto factible, para llegar fi- 
nalmente al vertice optimo x*. Los metodos de puntos interiores empiezan dentro del con- 
junto factible (donde todas las restricciones son d&sigualdades). Estos metodos esperan 
moverse directamente a x (y tambien encontrar y*). Una vez que estan muy proximos a la 
respuesta, se detienen. 

Una forma de permanecer dentro es colocando una barrera en la frontera. Agregar un 
costo extra en la forma de un logaritmo que se infla cuando cualquier variable x o cualquier 
variable floja w = Ax — b toca cero. El numero 8 es un pequeno parametro a escoger: 


Problema con barrera P (ff) Minimizar cx — 9 ^^^Inx:,. + ^^Inwjj. (8) 

Este costo es no lineal (aunque la programacion lineal de hecho ya no es lineal, a partir de 
las desigualdades). La notacidn es mas simple si el vector largo (x, w) vuelve a identiflcar- 
se como x y [A — /] se vuelve a identificar como A. Ahora, las restricciones originates son 
x > 0 y Ax = b. La suma de In x t en la barrera pasa ahora a m + n. 

Las restricciones duales son yA < c. (Cuando se tiene Ax = b en el original no se re- 
quiere y > 0). La variable floja es s — c — yA, con s > 0. y,C uales son las condiciones de 
Kuhn-Tucker para que x y y sean las x* y y* optimas? Junto con las restricciones se requie- 
re dualidad: cx* = y*b. 

Incluyendo la barrera se obtiene un problema aproximado P{9). Para sus condiciones 
de Kuhn-Tucker de optimalidad, la derivada de In x ; proporciona l/x,-. Si a partir de estos 
numeros positivos x,- se crea una matriz diagonal X, y se usa e = [1 ... 1] para el rengldn 
vector de n + m unos, entonces la optimalidad en P (8) es como sigue: 

Original (vectores columna) Ax = b con x > 0 (9a) 

Dual (vectores rengldn) yA + 6eX~ l = c (9b) 

Cuando 6 — > 0, es de esperar que las x y y optimas tiendan ax’y y* para el problema ori- 
ginal sin barrera, y que 6eX~ 1 permanezea no negativo. El plan es resolver las ecuaciones 
(9a y 9b) con barreras cada vez mas pequenas, dadas por el tamano de 6. 

En realidad, estas ecuaciones no lineales se resuelven aproximadamente con el meto- 
do de Newton (lo cual significa que son linealizadas). El tennino no lineal es s = 6eX 
Para evitar l/x,, lo anterior se vuelve a escribir como sX = Be. Al crear la matriz diagonal 
5 a partir de s, esta es eSX = Be. Si e, y,c, y s se cambian a vectores columna, y se traspo- 
ne, ahora la optimalidad consta de tres partes: 


Original 

Ax —b, x > 0. 

(10 a) 

Dual 

A T y + s = c. 

(10 b) 

No lineal 

XSe - Be = 0. 

(10 c) 


El metodo de Newton requiere un paso Ax, Ay, As, a partir de las x, y, s, actuates. (Es- 
tas resuelven las ecuaciones (10a) y (10£>), pero no la (10c).) Al ignorar el termino de se- 
gundo orden AXA Se, ;las correcciones provienen de ecuaciones lineales! 

A Ax = 0. 

A T Ay + As = 0. 

S Ax + X As = 8e - XSe. 


Paso de Newton 


(11a) 

(Hi) 

(He) 
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Las notas de Robert Freund para su curso en el MIT afianzan la razdn de convergencia 
(cuadratica) y la complejidad computacional de este algoritmo. Sin importar las dimensio- 
nes m y n, la brecha de dualidad sx suele estar abajo de 10~ 8 luego de entre 20 a 80 pasos 
de Newton. Este algoritmo se utiliza casi “como es” en software comercial de punto inte- 
rior, asf como para una amplia variedad de problemas de optimization no lineal. 


Teona de las desfguaidades 

La dualidad puede estudiarse en mas de una forma. Rapidamente se demostro yb < cx, y 
luego se aplico el metodo simplex para obtener la igualdad. Esta es una prueba construc- 
ts a\ x * y y * se calculan en realidad. A continuation se aborda brevemente un metodo dife- 
rente, en el que se omite ei algoritmo simplex, y se analiza mas directamente la geometria. 
Considero que los conceptos clave son igualmente claros (de hecho, quiza mas claros) si 
se omiten algunos detalles. 

La mejor ilustracion de este metodo se encuentra en el Teorema Fundamental del Al- 
gebra Lineal. El problema en el capitulo 2 consistla en encontrar b en el espacio columna 
de A. Despues de la elimination y los cuatro subespacios, la cuestion de resolubilidad fue 
respondida en una forma completamente distinta por el problema 11 en la seccion 3.1: 

SK Ax = b tie ne una solucion o existe una >• tal que yA = 0 y yb ¥= 0. 

Este es el teorema de la alternativa, porque encontrar tanto a x como ayes imposible: si 
Ax = b entonces yAx = yb ^ 0, lo cual contradice a yAx — Ox = 0. En el lenguaje de los 
subespacios, b esta en el espacio columna, o tiene una componente adherida en el espacio 
nulo izquierdo. Esta componente es la y que se busca. 

Para desigualdades, se desea encontrar un teorema que sea exactamente del mismo 
tipo. Se empieza con el mismo sistema Ax = b, pero se agrega la res trice ion x > 0. yCuan- 
do existe una solucion nonegativa de Ax = bl 

En el capitulo 2, b estaba en cualquier parte del espacio columna. Ahora solo se per- 
miten combinaciones nonegativas , y las bs ya no Henan un subespacio. En vez de lo ante- 
rior, ocupan una region en forma de cono. Para n columnas en R OT , el cono se convierte en 
una piramide de extremo abierto. En la figura 8.4 se muestran cuatro vectores en R 2 , y A 
es de 2 por 4. Si b esta en este cono, existe una solucion nonegativa de Ax = b\ en caso 
contrario, no. 


columna 4 



columna 2 


columna 3 


piano de 
separacion 


6 esta 
fuera 
del cono 


Figura 8.4 Cono de las combinaciones nonegativas de las columnas: b — Ax con x > 0. 
Cuando b esta fuera del cono, esta separado por un hiperplano (perpendicular a y). 
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iCual es la alternativa si b esta. fuera del conol En la figura 8.4 tambidn se muestra 
un “hiperplano de separacion” que tiene, al vector b en un lado y a todo el cono en el otro 
lado. El piano consta de todos los vectores perpendiculares a un vector fijo y. El angulo en- 
tre y y b es mayor que 90°, por lo que yb < 0. El angulo entre y y toda columna de A es me- 
nor que 90°, de modo que yA > 0. Esta es la alternativa que se buscaba. Este teorema del 
hiperplano de separacion es fundamental para la economfa matematica. 

■ 81 Ax = b tiene una solucidn nonegativa, o bien, existe una y con yA > 0 y yb < 0. 

Ejempto 1 Las combinaciones nonegativas de las columnas de A = / llenan el cuadrante positivo 
b > 0. Para cualquier otra b, la alternativa debe cumplirse para alguna y: 


No esta en 
el cono 


, entonces y 


0 1 ] proporciona yl > 0 pero yb 


El eje x, perpendicular a y = [0 1], separa b del cono = cuadrante. 

A continuacion se presenta un par de altemativas curiosas. Es imposible que un subes- 
pacio 5 y su complemento ortogonal 5 , ~ contengan vectores positivos. El producto intemo 
debe ser positivo, no cero. Sin embargo, 5 podrfa ser el eje x y podrfa ser el eje y, en cu- 
yo caso contienen a los vectores “semipositivos” [1 0] y [0 1]. Esta alternativa Hgeramen- 
te mas debil funciona: Ya sea que S contiene un vector positivo x > 0, o que S x contiene 
un y > 0 diferente de cero. Cuando S y S x son rectas perpendiculares en el piano, una o la 
otra deben estar en el primer cuadrante. No puedo ver claramente esto en tres o cuatro di- 
mensiones. 

Para la programacion lineal, las altemativas importantes provienen cuando las restric- 
ciones son desigualdades. £ Cuando ocurre que el conjunto factible es vacio (no x)? 

8J Ax > b tiene una solucion x > 0 o bien , existe una y < 0 con yA > 0 y yb < 0. 

Demostracion Las variables flojas w = Ax — b cambian a Ax > b en una ecuacion. Se apli- 
ca 81: 


Primera alternativa 


Segunda alternativa 


[A -/] M =b 
L J I w 


para algun ^ > 0. 


y [A — /] > [0 0] para alguna y con yb < 0. 


Este es el resultado que conduce a una “demostracion no constructiva” del teorema de dua- 
Udad. 


Conjunto de problemas 8.3 

1. y,Cu&l es e i d ua | d e i siguiente problema: Minimizar + x 2 , sujeto a xi > 0, x 2 > 0, 
2X! > 4, Xi +3x2 >11? Encuentre la solucidn de este problema y su dual, y com- 
pruebe que el mfnimo es igual al maximo. 

2. i,Cual es el dual del siguiente problema: Maximizar y 2 , sujeto a y x > 0, y 2 2: 0, 
7i + >2 < 3? Resuelva este problema y su dual. 

3. Suponga que A es la matriz identidad (de modo que m = ri), y que los vectores bye 
son nonegativos. Explique por qud x* = b es optimo en el problema del imnimo, en- 
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cuentre y * en el problema del maximo, y compruebe que los dos valores son iguales. 
Si la primera componente de b es negativa, <,cuales son x * y y*? 

4. Construya un ejemplo de 1 por 1 donde Ax > b, x > 0 es no factible, y el problema 
dual no este acotado. 

5. Empezando con la matriz de 2 por 2 A = | _jj , escoja b y c de modo que los dos 
conjuntos factibles Ax > h, x > 0 y yA < c, y > 0 sean vacfos. 

6. Si todos los elementos de A, b, y c son positivos, demuestre que tanto el original co- 
mo el dual son factibles. 

7. Demuestre que x = (1, 1, 1, 0) y y = (1, 1, 0, 1) son factibles en el original y en el 
dual, con 

0 0 10] [1] Fl 

0 10 0 , 1 1 

1 1 1 1 ’ b= 1 ’ C= 1 

1 o o ij L 1 ] L 3 

Luego, despues de calcular cx y yb, explique como se sabe que son optimos. 

8. Verifique que los vectores en el ejercicio previo satisfacen las condiciones de flojedad 
complementarias en la ecuacion (2), y encuentre la desigualdad floja tanto en el origi- 
nal como en el dual. 

9. Suponga que A = jj> °] , b = [_]] , y c = [}]. Encuentre las x y y optimas, y 
compruebe las condiciones de flojedad complementarias (asf como yb = cx). 

10. Si el problema original se restringe por ecuaciones en vez de por desigualdades — Mi- 
nimizar cx sujeto a Ax = b y x > 0 — luego, el requerimiento y > 0 se deja fuera del 
dual: Maximizar yb sujeto ayA <c. Demuestre que la desigualdad unilateral yb < cx 
sigue cumpliendose. yPor que en la ecuacion (1) se requerfa y > 0 pero aquf no es ne- 
cesario? Esta dualidad debil puede completarse para dualidad total. 

11. a) Sin utilizar el metodo simplex, minimice el costo 5x t + 3^2 + 4x 3 , sujeto a 

X\ + Xl + x 3 > 1, Xi > 0, x 2 > 0, x 3 > 0. 

b) iCual es la forma del conjunto factible? 

c) 4 ,Cual es el problema dual, y cual es su solucion y? 

12. Si el problema original tiene una solucidn unica x , y luego c se modifica ligeramen- 
te, explique por que x sigue siendo la solucion optima. 

13. Escriba el dual del siguiente problema: Maximizar x t + x 2 + x 3 sujeto a 2x t + x 2 <4, 
x 3 < 6. iCuales son las x y y" optimas (jen caso de existir!)? 

14. Si A = j^o ]j , describa el cono de combinaciones nonegativas de las columnas. Si b 

esta dentro del cono, por ejemplo b = (3, 2), ^cual es el vector factible xl Si b esta fue- 
ra, por ejemplo b — (0, 1), ^que vector y sigue satisfaciendo la altemativa? 

15. En tres dimensiones, ^es posible encontrar un conjunto de seis vectores cuyo cono de 
combinaciones nonegativas llene todo el espacio? lQa6 puede decir sobre cuatro vec- 
tores? 
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E 8.4 MODELOS DE REDES 

Algunos problemas lineales tienen una estructura que llega muy rapido a su solucion. Las 
matrices de banda tienen elementos diferentes de cero cerca de la diagonal principal, y es 
facil resolver Ax — b. En programacion lineal, se tiene interes en la clase especial para la 
cual A es una matriz de incidencia. Sus elementos son — 1 o + 1, o (en su mayorfa) cero, 
y los pasos de pivoteo solo implican sumas y restas. Es posible resolver problemas mucho 
mds grandes que los de costumbre. 

Las redes se presentan en todo tipo de aplicaciones. La circulation en un crucero sa- 
tisface las leyes de la corriente de Kirchhoff: el flujo que entra es igual al flujo que sale. 
Para gas y petroleo, la programacion de redes ha disenado sistemas de conduction que son 
millones de dolares mas baratos que los disenos intuitivos (no optimizados). [La programa- 
cion de pilotos, tripulaciones y aviones se ha convertido en un problema importante en 
matematicas aplicadas! Incluso se resuelve el problema del matrimonio : maximizar el nu- 
mero de matrimonios cuando las novias estan vetadas. Este problema puede no ser real, pe- 
ro es uno que resuelve la programacion de redes. 

El problema en la figura 8.5 consiste en maximizar el flujo de la fuente al sumidero. 
Los flujos no pueden exceder las capacidades indicadas en las aristas, y las direcciones pro- 
porcionadas por las flechas no pueden invertirse. El flujo sobre las dos aristas hacia el su- 
midero no puede exceder 6+1=7. gEs posible alcanzar este total de 7? ^Cual es el flujo 
maximo de izquierda a derecha? 

Las incognitas son los flujos Xy del nodo i al nodo j. Las restricciones de capacidad son 
xy < Cy. Los flujos son nonegativos: Xy > 0 en direccion de las flechas. Al maximizar el flu- 
jo de regreso x 6l (la recta punteada), se maximiza el flujo total hacia el sumidero. 



Figura 8.5 Red con 6 nodos con aristas de capacidad: el problema del flujo maximo. 
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Ann se escuchara hablar de otra restriccion. Se trata de la “ley de conservation”: el flu- 
jo que entra en cada nodo es igual aljlujo que sale de coda nodo. Esta es la ley de la co- 

rriente de Kirchhoff: 

Ley de la corriente ^ x ‘i ~~ 53 Xjk = 0 para i = 6. 

I k 

Los flujos x. entran al nodo; provenientes de nodos previos i Los flujos x jk no- 

de; a nodos posteriores k. El balance de la ecuacion (1) puede ; escnbirse como Ax 0 
donde A es una matriz de incidencia nodo-arista (la traspuesta de la seccion 2.5). A tiene 
una flecha por cada nodo y una columna +1,-1 para cada ansta: 


'll 1 

-1 1 1 
_1 1 1 

Matriz de A — _j — l 1 

incidencia — j —1 1 

-1 -1 1 

arista 12 13 24 25 34 35 46 56 61 


nodo 1 
2 

3 

4 

5 

6 


Flujo maximo Maximizar x 61 sujeto a Ax = 0 y 0< x u < c,;. 

Un flujo de 2 puede ir en la trayectoria 1-2-4-6-1. Un flujo de 3 puede ir a lo largo de 1-3- 
4-6-1. Un flujo adicional de 1 puede seguir la trayectona mis corta 1- -3-5- -6-1. El total 
6, y nada mas es posible. fComo se demuestra que el flujo maximal es 6 y no 7 - 

El mdtodo al tanteo es convincente, pero las matematicas son concluyentes. La clave 
es encontrar un carte en la red, a traves del cual todas las capacidades se Uenen. Este cor- 
te separa los nodos 5 y 6 de los demas nodos. Las anstas que van directamente a ttaves del 
code tTenen una capacidad total de 2 + 3 + 1 = 6, iy nada mas puede cruzar La dualidad 
debil establece que cada code constituye una cota para el flujo total, y la dualidadto^ es 
tablece que el code de menor capacidad (el cone minimal) se llena por el flujo maximal. 

8K Teorema del flujo mdx-corte min El flujo maximal en una red es igual a la 
capacidad total a travds del code minimal. ;; .on-. 

Un “code” separa los nodos en dos grupos S y T (fuente en S y sumidero en T). Su capa- 
cidad es la suma de las capacidades de todas las aristas que crazan desde e code(de5a 
T) Varios codes podrian tener la misma capacidad. Ciertamente, el flujo o a n ^ P 
de ser mayor que la capacidad total a traves del code minimaLEl problema, aquiyeno- 
do lo que concieme a la dualidad, es demostrar que la igualdad se alcanza gracias al flujo 

y el code idoneos. 

Demostracion de que flujo max = carte min Suponga que un flujo es maximal. Algu- 
nos nodos aun podrian alcanzarse desde la fuente mediante flujo adicional, sin exceder mn- 
guna de las capacidades. Estos nodos van con la fuente hacia el conjunto S. El sumider 
debe estar en el conjunto restante T, o bien, ihubieran recibido mas flujo! Cada ansta a tra- 
ves del code debe llenarse, o flujo adicional podrfa avanzar mas lejos hacia el nodo en . 
Asf, el flujo maximal llena este code a su capacidad y se ha alcanzado la igual a . 
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Lo anterior sugiere una forma de constrair el flujo maximal: Comprobar si alguna tra- 
yectoria posee una capacidad no utilizada. En caso de encontrar una, agregar flujo a lo lar- 
go de la “trayectoria aumentada”. Luego, calcular las capacidades restantes y decidir si el 
sumidero esti codado respecto a la fuente o si es posible afiadir flujo adicional. Si cada no- 
do en S se identifica con el nodo previo del que pudo provenir el flujo, entonces es posible 
realizar un rastreo para encontrar la trayectoria del flujo adicional. 

ES problems def matrimonio 

Suponga que hay cuatro mujeres y cuatro hombres. Algunas de estas 16 parejas son com- 
patibles y otras no. ;Cuando es posible encontrar un emparejamiento complete , en la que 
todos esten casados? Si el algebra lineal es capaz de trabajar en el espacio de dimension 20, 
ciertamente puede manejar el problema trivial del matrimonio. 

Hay dos formas de presentar el problema: en una matriz o en una grafica. La matriz 
contiene ay = 0 si la i-esima mujer y el ;-esimo hombre no son compatibles, y % = 1 si 
estan intentando ser compatibles. Asf, el renglon i proporciona las opciones de la f-esima 
mujer, y la columna j corresponde al ;-esimo hombre: 

'1 0 0 O' 

Matriz de compatibilidad A = q q q 1 ^ 6ne ^ pares com P ati bles 

_0 0 0 i 

La grafica de la izquierda en la figura 8.6 muestra dos matrimonios posibles. Ignorando la 
fuente x y el sumidero f, tiene cuatro mujeres en la izquierda y cuatro hombres en la dere- 
cha. Las aristas corresponden a los Is en la matriz, y las capacidades son 1 matrimonio. 
Entre la primera mujer y el cuarto hombre no hay aristas, ya que la matriz tiene a 14 = 0. 

Podrfa parecer que no es posible alcanzar el nodo M 2 por mas flujo, ;pero este no es 
el caso! El flujo adicional a la derecha va de regreso para cancelar un matrimonio existen- 
te. Este flujo adicional realiza tres matrimonios, lo que es maximal. El corte minimal lo cra- 
zan 3 aristas. 

Un emparejamiento complete (en caso de ser posible) es un conjunto que tiene cuatro 
Is en la matriz. Estos pueden provenir de cuatro renglones distintos y cuatro columnas di- 
ferentes, ya que no se permite la bigamia. Es como encontrar una matriz de permutacidn 
dentro de los elementos de A diferentes de cero. En la grafica, esto significa cuatro aristas 
sin ningun nodo en comun. El flujo maximal es menor que 4 exactamente cuando un em- 
parejamiento complete es imposible. 


1 



1 1 


Figura 8.6 Dos matrimonios a la izquierda, tres (maximo) a la derecha. El tercero es crea- 
do agregando dos nuevos matrimonios y un divorcio (flujo hacia atras). 
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En nuestro ejemplo, el flujo maximal es 3, no 4. Se permiten los matrimonios 1-1, 2-2, 
4-4 (asf como varios otros conjuntos de tres matrimonios), aunque no hay forma de lograr 
cuatro. El corte minimal a la derecha separa a las dos mujeres en el fondo de los tres hom- 
bres en la parte superior. Las dos mujeres solo tienen un hombre restante para elegir, lo cual 
no es suficiente. La capacidad a traves del corte es solo de 3, 


Siempre que hay un subconjunto de k mujeres que deben decidir entre un conjun- 
to menor que k hombres, un emparejamiento completo es imposible. 


La prueba es decisiva. La misma imposibilidad puede plantearse en varias formas: 

1. (Para ajedrez) Resulta imposible poner cuatro peones en escaques que tienen Is en 
A, de modo que bajo enroque no es posible, puede comer a cualquier otto enroque. 

2. (Para matrices de matrimonio) Los Is en la mattiz pueden cubrirse con tres lfneas 
horizontales o verticales. Esto es igual al numero de matrimonios. 

3. (Para algebra lineal) Toda mattiz con los mismos ceros que A es singular. 
Recuerde que el determinante es una suma de 4! =24 terminos. En cada termino se utili- 
zan los cuatro renglones y columnas. Los ceros en A hacen cero a todos los 24 terminos. 

jUn bloque de ceros impide un emparejamiento completo! La submatriz de 2 por 3 en 
los renglones 3 y 4 y en las columnas 1, 2, 3 de A es completamente cero. La regia gene- 
ral para una mattiz de n por n es que un bloque p por q de ceros impide un emparejamien- 
to si p + q > n. Aquf las mujeres 3, 4 solo podrfan casarse con 4 hombres. Si p mujeres 
pueden casarte con n — q y p > n — q hombres (lo cual es igual al bloque cero con p + 
q > n), de modo que un emparejamiento completo es imposible. 

El problema matematico es demosttar lo siguiente: si a todo conjunto de p mujeres le 
agrada por lo menos p hombres, un emparejamiento completo es imposible. Esta es la 
condicion de Hall. Ningun bloque de ceros es demasiado grande. Cada mujer debe agra- 
darle por lo menos a un hombre; dadas dos mujeres, una de ellas debe agradarle por lo me- 
nos a dos hombres, y asf sucesivamente, hasta p — n. 

8L Un emparejamiento completo es posible si (y solo si) se cumple la condicidn de 
Hall. " y./' '■ 7 ■ ; '■ v 

La demosttacion es mas sencilla si las capacidades son n, en vez de 1, sobre todas las 
aristas a traves de la parte de en medio. Las capacidades que salen de la fuente y se dirigen 
hacia el sumidero siguen siendo 1 . Si el flujo maximal es n, entonces las aristas que van de 
la fuente al sumidero estan llenas, y el flujo produce n matrimonios. Cuando un empareja- 
miento completo es imposible y el flujo maximo esta por abajo de n, algun corte debe ser 
responsable. 

Ese corte mantiene a la capacidad por abajo de n, de modo que las aristas de en me- 
dio la cruzan. Suponga que p nodes a la izquierda y r nodos a la derecha estan en el con- 
junto S con la fuente. La capacidad a traves de ese corte esta a n — p de la fuente a las 
mujeres restantes, y a r de estos hombres al sumidero. Debido a que la capacidad de corte 
esta por debajo de n, las p mujeres solo agradan a los r hombres y a ningun otto. Sin em- 
bargo, la capacidad n — p + r esta por abajo de n exactamente cuando p > r, y la condi- 
tion de Hall fracasa. 

Arboies generadores y el aigoritrnc avaro 

Uno de los modelos fundamentales de redes es el problema de la ruta minima, donde las 
aristas tienen longitudes en vez de capacidades. Se busca la ruta mas corta de la fuente al 
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sumidero. Si las aristas son Kneas telefonicas y las longitudes son tiempos de rettaso, se es- 
ta encontrando la ruta mds rapida para una llamada. Si los nodos son computadoras, se 
esta buscando el protocolo perfecto para pasar el mensaje. 

Un problema estrechamente relacionado encuentta el drbol generador mas corta: un 
conjunto de n — 1 aristas que unen todos los nodos de la red. En vez de ir rdpidamente de 
una fuente a un sumidero, ahora se esta minimizando el costo de conectar todos los nodos. 
No hay ciclos porque el costo de cerrar un ciclo es innecesario. Un drbol generador conec- 
ta los nodos sin ciclos, y se desea encontrar el mas corto. A continuation se presenta un al- 
goritmo posible: 

1. Se empieza en cualquier nodo s y se repite el paso siguiente : 

Sumar la arista mas corta que une el drbol actual a un nuevo nodo. 

En la figura 8.7, las longitudes de las aristas se observan en el orden 1, 2, 7, 4, 3, 6. El ul- 
timo paso omite la arista de longitud 5, que cierra un ciclo. La longitud total es 23, pero, 
ges nunimo? La arista de longitud 7 se aceptd muy facil, y el segundo algoritmo propor- 
ciona una longitud mas larga. 
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Figure 8.7 Red y arbol generador mas corto de longitud 23. 

2. Aceptar las aristas en orden creciente de longitud, rechazando las aristas que comple- 
tan un ciclo. 

Ahora las aristas se presentan en el orden 1, 2, 3, 4, 6 (rechazando 5 de nuevo), y 7. 
Son las mismas aristas, aunque esto no ocurre siempre. Su longitud total es la misma, lo 
cual ocurre siempre. El problema del drbol generador es excepcional, porque puede re- 
solverse en un paso. 

En el lenguaje de la programacion lineal, primero se esta encontrando el vertice opti- 
mo. El problema del arbol generador se resuelve como en la sustitucion hacia attas, sin pa- 
sosfalsos. Este metodo general se denomina algoritmo avaro. A continuacion se presenta 
otra idea codiciosa: 

3. Construir arboies a partir de todos los n nodos, repitiendo el paso siguiente: 
Seleccionar cualquier drbol y sumar la arista de longitud minima que sale de ese drbol. 

Los pasos dependen del orden de selection de los arboies. Para permanecer en el mismo 
arbol es el algoritmo 1. Tomar las longitudes en orden es el algoritmo 2. Barrer a traves de 
todos los arboies a la vez es un nuevo algoritmo. Se oye muy facil, pero para un gran pro- 
blema la esttuctura de los datos se vuelve critica. Con mil nodos, podrfa haber cerca de un 
millon de aristas, y no es recomendabie repasar esta lista mil veces. 

Modelos de redes adicionales 

Los siguientes problemas estan relacionados para hacer coincidir y son casi tan faciles: 

1. El problema de la asignacion optima: ay mide el valor del aspirante i al puesto j. Asig- 
nar puestos para maximizar el valor total — la suma de los ay sobre los puestos asig- 
nados. (Si todos los a l; son 0 o 1, este es el problema del matrimonio.) 
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2. El problema de transporte: Dados suministros en n puntos y demandas en n merca- 
dos, escoger embarques x tj de los proveedores a los mercados que minimicen el costo 
total CijXjj. (Si todos los suministros y las demandas son 1, este es el problema de 
la asignacion optima: enviar una persona a cada puesto.) 

3. Flujo de costo minimo: Ahora las rutas tienen capacidades c ip asf como costos C ip 
mezclando el problema de flujo maximo con el problema de transporte. ^Cual es el 
flujo mas barato, sujeto a restricciones de capacidad? 

Una parte fascinante de este tema es el desarrollo de algoritmos. En vez de una demos- 
tracidn teorica de la dualidad, se usa primera busqueda de amplitud o primera busqueda 
de profundidad para encontrar la asignacion dptima o el flujo mas barato. Es como el me- 
todo simplex, ya que empieza con un flujo factible (un vertice) y suma un nuevo flujo (el 
desplazamiento hacia el siguiente vertice). Los algoritmos son especiales porque los pro- 
blemas de redes implican matrices de incidencia. 

La tecnica de programacion dinamica se apoya en un concepto simple: Si una ruta de 
una fuente a un sumidero es optima, entonces cada parte de la ruta debe ser optima. La 
solution es construir hacia atras a partir del sumidero, en un proceso de decision de etapas 
multiples. En cada etapa, la distancia al sumidero es el rm'nimo de una nueva distancia mas 
una distancia anterior: 

Ecuacion de Bellman distancia x-t — minimo sobre y de (distancias x-y + y-t). 

Me hubiese gustado tener mas espacio sobre redes. Son simples y hermosas. 

Conjunto de problemas 8.4 

1. En la figura 8.5, sume 3 a cada capacidad. Por inspeccion, encuentre el flujo maximo 
y el corte minimo. 

2. Encuentre un flujo maximo y el corte minimo para la siguiente red: 



3. Si es posible incrementar la capacidad de cualquier tubo en la red de la figura anterior, 
ique cambio provocarfa el mayor incremento en el flujo maximo? 

4. Trace una red de cinco nodos con capacidad \i — j\ entre el nodo i y el nodo j. Encuen- 
tre el maximo flujo posible del nodo 1 al nodo 4. 

5. En una grafica, el numero m&ximo de rutas de s a t sin aristas comunes es igual al nu- 
mero minimo de aristas cuya elimination desconecta s de t. Relacione esto con el teo- 
rema del flujo maximo-corte minimo. 


6. Encuentre un conjunto m&ximo de matrimonies (un emparejamiento completo, de ser 
posible) para 
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Trace la red para B, con Ifneas mas gruesas en las aristas de los emparejamientos. 

7. Para la matriz A del problema 6, y,que renglones violan la condicion de Hall al tener 
todos sus Is en muy pocas columnas? ^Que submatriz de ceros de p por q cumple p + 
q > nl 

8. ^Cuantas rectas (horizontales y verticales) se requieren para cubrir todos los unos en 
la matriz A del problema 6? Para cualquier matriz, explique por qu 6 la dualidad debil 
es cierta: si k matrimonios son posibles, entonces se requieren por lo menos k rectas 
para cubrir todos los Is. 

9. a) Suponga que cada renglon y cada columna contienen exactamenten dos Is. De- 

muestre que un emparejamiento completo es posible. (Demuestre que no es posi- 
ble cubrir los Is con menos de n rectas.) 

b) Encuentre un ejemplo con dos o mas Is en cada renglon y cada columna, para el 
cual un emparejamiento completo es imposible. 

10. Si una matriz de 7 por 7 tiene 15 1s, demuestre que permite por lo menos tres matri- 
monios. 

11. Para conjuntos infinitos, un emparejamiento completo puede ser imposible incluso si 
se cumple la condicion de Hall. Si todo el primer renglon es de Is y entonces cada 

= 1, demuestre que p renglones cualesquiera contienen Is en por lo menos p co- 
lumnas; y ni asf se tiene un emparejamiento completo. 

12. Si la figura 8.5 muestra longitudes en vez de capacidades, encuentre la ruta mas corta 
de s' a f, y un arbol generador minimo. 

13 . Aplique los algoritmos 1 y 2 para encontrar un arbol generador minimo para la red del 
problema 2. 

14. a) iPor que el algoritmo avaro es valido para el problema del arbol generador? 

b ) Demuestre con un ejemplo que el algoritmo avaro podrfa fracasar en encontrar la 
ruta mas corta de s a f, empezando con la arista mas corta. 

15. Si A es la matriz de 5 por 5 con Is justo arriba y abajo de la diagonal principal, en- 
cuentre 

a) Un conjunto de renglones con Is en muy pocas columnas. 

b) Un conjunto de columnas con Is en muy pocos renglones. 

c) Una submatriz de ceros de p por q con p + q> 5. 

d ) Cuatro rectas que cubran a todos los Is. 

16. El problema de flujo maximo tiene variables flojas w tj = c tj — Xy para la diferencia en- 
tre capacidades y flujos. Formule el problema de la figura 8.5 como un programa lineal. 
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■ S.5 TEORIA DE JUEGOS 

La mejor manera de explicar un juego de suma-cero de dos personas es mediante un ejem- 
plo. Hay dos jugadores X y Y, y las reglas son las mismas en cada tumo: 

X tiene una mano o dos, asf como Y. Si toman la misma decision, Y gana $10. Si 
toman decisiones opuestas, X gana $10 por una mano y $20 por dos: 

Matrix de pagos A _ [ -10 20 j una mano por Y 

(pages a X) 10 —10 J dos manos por L 

una mano dos manos 
por X por X 

Si X hace lo mismo cada vez, Y lo imitara y ganara. De manera semejante, Y no puede 
adherirse a una sola estrategia, o X hara lo contrario. Ambos jugadores deben usar una es- 
trategia mezclada, y la election en cada tumo debe ser independiente de los tumos pre- 
vios. Si hay algun patron historico, el oponente puede aprovecharlo. Incluso la estrategia 
“quedarse con la misma opcion hasta perder” es evidentemente fatal. Luego de suficien- 
tes juegos, el oponente debe saber exactamente que esperar. 

En una estrategia mezclada, X puede poner una mano con una frecuencia x x y ambas 
manos con frecuencia x 2 = 1 — x x . En cada tumo, esta decision es aleatoria. De manera se- 
mejante, Y puede escoger probabilidades y, y y 2 = 1 — y x - Ninguna de estas probabilida- 
des debe ser 0 o 1; en caso contrario, el oponente ajusta su estrategia y gana. Si son iguales 
a A, Y perderia $20 muy a menudo. (Podrfa perder $20 la cuarta parte del tiempo, $10 otra 
cuarta parte del tiempo, y ganar $10 la mitad del tiempo, lo cual supone una perdida me- 
dia de $2.50. Esto es mas de lo necesario.) Pero mientras Y se mueve mas hacia una estra- 
tegia pura de dos manos, mas se movera X hacia una mano. 

El problema fundamental es encontrar las mejores estrategias mezcladas. iX puede 
escoger probabilidades x x y x 2 que presenten a Y sin razon para moverse en su propia es- 
trategia (y viceversa)? Entonces el pago medio habra alcanzado un punto silla: es maximo 
en tanto X este preocupado, y es rrunimo en tanto Y este preocupado. Encontrar este punto 
silla es resolver el juego. 

X combina las dos columnas con pesos x x y\ — x x para producir una nueva columna 
“mezclada”. Los pesos ~ y | deben producir esta columna: 

Columna mezclada - ^2 + - ^2 

5 [ 10J 5 [-10 

Contra esta estrategia mezclada, Y siempre pierde $2. jEsto no significa que todas las 
estrategias son optimas para Y\ Si Y es flojo y se queda con una mano, X cambiara y em- 
pezara a ganar $20. Luego Y cambiara, y luego tambien lo hara X. Finalmente, como se 
supone que ambos son inteligentes, se quedaran en estrategias mezcladas optimas. Y com- 
binara los renglones con los pesos y x y 1 — y x , tratando de producir un nuevo renglon que 
sea lo mas pequeno posible: 

Renglon mezclado y, [ — 10 20] + (1— yi)[l0 — 10] = [10— 20yi — 10+30yi]. 

La mezcla correcta hace iguales a las dos componentes, en yi = |. Luego, hace iguales a 
2 a ambas componentes; el renglon mezclado se vuelve [2 2], Con esta estrategia Y no 
puede perder mas de $2. 
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Y ha minimizado la perdida maxima, y este minimax coincide con el maximin encontrado 
por X. El valor del juego es minimax = maximin = $2. 

jLa mezcla optima de renglones puede no siempre tener elementos iguales! Suponga 
que al se permite una tercera estrategia de mantener hasta tres manos para ganar $60 cuan- 
do Y pone una mano y $80 cuando Y pone hasta dos. La matriz de pagos se convierte en 

[-10 20 60' 

[ 10 -10 80 ' 

X escogera la estrategia de las tres manos (columna 3) cada vez, y ganara por lo menos $60. 
A1 mismo tiempo, Y siempre escoge el primer renglon; la perdida maxima es $60. Sigue 
teniendose maximin = minimax = $60, pero el punto silla esta en el vertice. 

En la mezcla optima de renglones de Ys, que era puramente el renglon 1, $60 aparece 
solo en la columna realmente utilizada por X. En la mezcla optima de columnas de Xs, que 
era la columna 3, $60 aparece en el renglon que entra en la mejor estrategia de Ys. Esta 
regia corresponde exactamente a la condicion floja complementaria de la programacion 
lineal. 


Juegos matriciales 

El “juego matricial de m por n” mas general, es exactamente como nuestro ejemplo. X tie- 
ne n posibles movimientos (columnas de A). Y escoge de los m renglones. El elemento a tj 
estd en la matriz de pagos cuando X escoge la columna j y Y escoge el renglon i. Un ele- 
mento negativo significa un pago a Y. Este es un juego de suma-cero. Lo que pierde un ju- 
gador lo gana el otro. 

X es libre de escoger cualquier estrategia mezclada x = (x u . . . , x„). Estos x ; propor- 
cionan las frecuencias para las n columnas, cuya suma es 1 . En cada tumo, X utiliza un me- 
canismo aleatorio para producir la estrategia i con frecuencia x,. Y escoge un vector y = 
Oq, . . . , y m ), tambien con y, > 0 y Xy,- = 1, que proporciona las frecuencias para seleccio- 
nar los renglones. 

Una simple jugada del juego es aleatoria. En promedio, la combinaci6n de la colum- 
nar para X y del renglon i para Y aparece con probabilidad x y -y,-. Cuando se presenta, el pa- 
go es a tj . El pago esperado para X a partir de esta combination es 'jd 2Z a ij x jyi — y Ax : 


Oil o 12 

yAx = [yi ■■■ y m ] \ : 

a m \ O-m 2 



~Xl~ 

X 2 

= a u xiyi+ ■ • • +a mn x n y m 
: = Pago medio. 


Este es el pago yAx que X quiere maximizar y Y quiere minimizar. 


Ejemplo 1 Suponga que A es la matriz identidad de n por n, A = I. El pago esperado se vuelve ylx — 
jciyi + • • ■ + x n y n - X espera encontrar la misma opcion que Y, ganar a u = $1. Y esta in- 
tentando evadir a X, pagar a = $0. Si X escoge cualquier columna mds a menudo que otra, 
Y puede escapar mas a menudo. La mezcla optima es x * = (1/n, i/n , . . . , 1/n). 
De igual manera, Y no puede preferir a ningun renglon, ya que la mezcla optima es 
y* = (1/n, 1/n,..., 1/n). La probabilidad de que ambos escojan la estrategia /' es <l/n) 2 , 
y la sumatoria sobre i es el pago esperado a X. El valor total del juego es n veces (1/n) 2 , o 
l/n: 
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y* Ax* = [1 In 



1 

n 


Cuando n crece, Y tiene mejores posibilidades de escapar. El valor i/n baja. t _ 

La matriz simetrica A = / no hizo justo el juego. Una matriz simetrica sesgada, A = 
—A, signified un juego completamente justo. Asf, una eleccidn de la estrategia y por X e i 
por Y gana a r para X, y la eleccion de j por Y e i por X gana la misma cantidad para Y (por- 
que a-i = —a A. Las estrategias dptimas x y y” deben ser las mismas, y el pago esperado 
debe ser y’Ax* = 0. El valor del juego, cuando A T = —A, es cero. Aunque aun es necesa- 
rio encontrar la estrategia. 


Ejemplo 2 


Juego justo 



-1 

0 

1 


-1 

-1 

0 


En palabras, ambos X y Y escogen un numero entre 1 y 3. La eleccion mas pequena gana 
$1. (Si X escoge 2 y Y escoge 3, el pago es a 32 - $1; si escogen el mismo numero, se es- 
ta en la diagonal y nadie gana.) Ningun jugador puede escoger una estrategia que implique 
2 o 3. Las estrategias puras x = y* = (1, 0, 0) son optimas: ambos jugadores escogen 1 
cada vez. El valor es y* Ax = flu =0. 

La matriz que deja sin cambio a todas las decisiones tiene mn elementos iguales, por 
ejemplo a. Esto significa simplemente que X gana una cantidad adicional aen cada tumo. 
El valor del juego se incrementa por a, pero no hay razon para cambiar a x y y . 


El teorema minimax 

Pongase en el lugar de X, quien escoge la estrategia mezclada x = (x u . . . , x n ). Y termina- 
ra por reconocer esa estrategia y escogera y para minimizar el pago yAx. Un jugador mte- 
ligente X elegira x* para maximiz.ar este mmimo: 

X gana por lo menos mfn yAx* = max nun yAx. ( 1 ) 


El ju gado r Y hace lo contrario. Para cualquier estrategia elegida y, X maximizara yAx. 
En consecuencia, Y escogera la mezcla y* que minimiza este maximo : 

Y pierde no mas de mix y* Ax = min max yAx. (2) 

Espero que el lector se de cuenta cual sera el resultado clave, si es cierto. Se quiere que 
la cantidad en la ecuacion (1) que se garantiza que X ganara sea igual a la cantidad en la 
ecuacion (2) que Y debe estar satisfecho de perder. Asf se resolvera el juego: X puede ga- 
nar solo moviendose a partir de x* y Y puede perder s61o moviendose a partir de y*. La exis- 
tence de este punto silla fue demostrada por Von Neumann. 



8M Para cualquier matriz A, el minimax sobre todas las estrategias es igual al ma- 
ximo: 

Teorema minimax max mfn yAx = mfn max yAx = valor del juego. (3) 
x y y x 

Si el maximo en la izquierda se alcanza en x”, y el mfnimo en la derecha se alcanza 
en y’, este es un punto silla a partir del que nadie quiere moverse: 

y* Ax < y* Ax* < yAx* para toda x y y (4) 

En este punto silla, x es por lo menos tan bueno como cualquier otro x (ya que y* Ax < 
y 'Ax*). Y el segundo jugador Y solo puede pagar mas si abandona y”. 

Asf como en la teorfa de dualidad, maximin < minimax es facil. En la ecuacion (1) se 
combina la definicion de x*, y en la ecuacion (2) se combina la definicion de y*: 

maxmfn yAx = mfn yAx * < y* Ax* < max y* Ax — mfnmdx yAx. (5) 

x y y x y x 

Esto solo afirma que si es posible garantizar que X gane por lo menos a, y que Y pierda no 
mas de /3, entonces a < /3. El logro de Von Neumann fue demostrar que a = ft. El teo- 
rema minimax significa que la igualdad debe cumplirse en toda la ecuacion (5). 

Para nosotros, lo extraordinario sobre la demostracion es que utiliza exactamente los 
mismos procedimientos matemdticos que la teoria de la programacion lineal. X y Y desem- 
penan roles “duales”. Ambos escogen estrategias del “conjunto factible” de vectores de 
probabilidad: x,- > 0, x > ~ 1. Yi 2: 0, J2 Yi = 1 • Lo emocionante es que incluso Von Neu- 
mann no reconocio de inmediato ambas teorias como la misma. (Demostro el minimax en 
1928, la programacion lineal comenzo antes de 1947, y Gale, Kuhn, y Tucker publicaron 
la primera demostracion de la dualidad en 1951, jeon base en notas de Von Neumann!) Es- 
tamos invirtiendo la historia para deducir el teorema minimax a partir de la dualidad. 

En breve, el teorema minimax puede demostrarse como sigue. Sean b el vector colum- 
na de m Is, y c el vector renglon de n Is. Estos programas lineales son duales: 
minimizar cx, maximizar yb, 

sujeto a Ax > b, x > 0 sujeto a yA < c, y > 0. 

Para tener la certeza de que ambos problemas son factibles, a todos los elementos de A se 
suma un gran numero a. Esto no puede afectar las estrategias optimas, ya que cada pago 
asciende por a. Para la matriz resultante, que sigue denotandose por A, y = 0 es factible en 
el dual y cualquier x grande es factible en el original. 

El teorema de dualidad de programacion lineal garantiza x y y* optimos con cx* = 
y m b. Debido a los Is que hay en b y en c, esto significa que xf = 22 y* = S ■ La divi- 
sion entre S cambia las sumas a 1, y las estrategias mezcladas resultantes x*/S y y'/S son 
optimas. Para cualesquiera otras estrategias x y y. 

Ax* > b implica yAx* > yb = 1 y y*A < c implica y* Ax < cx = 1. 

La cuestion mas importante es que y* Ax < 1 < yAx* . Al dividir entre S, esto indica que 
el jugador X no puede ganar mas que 1/5 contra la estrategia y*/S, y que el jugador X no 
puede perder mas que 1/5 contra x*/5. Estas estrategias proporcionan maximin = mini- 
max = 1/5. 


412 


Capitulo 8 Programacion lineal y teoria de juegos 


Juegos ¥srdaderos 

Con esto se completa la teoria, aunque queda una pregunta natural: ^Cuales juegos norma- 
les son equivalentes a los “juegos matriciales”? El ajedrez, el bridge y el poquer, ise ajus- 
tan a la teoria de Von Neumann ? 

Considero que el ajedrez no se ajusta muy bien, por dos razones. Una estrategia para 
las negras debe incluir una decision de como contestar a la primera jugada de las blancas, 
a la segunda jugada y asf sucesivamente hasta el final del juego. X y Y tienen millones de 
estrategias puras. No veo mucho sobre el papel del azar. Si las blancas pueden encontrar 
una estrategia ganadora, o si las negras pueden encontrar una estrategia inspirada — ningu- 
na de estas posibilidades se ha descubierto — eso podrfa efectivamente terminar el juego 
del ajedrez. Puede jugarse como tic-tac-toe (gato), aunque la emocidn se perderfa. 

El bridge contiene algo decepcionante, como en un impasse. Se considera como un jue- 
go matricial, aunque de nuevo my n son fantasticamente grandes. Quiza sea posible anali- 
zar parte por separado del bridge para encontrar una estrategia dptima. Lo mismo es valido 
para el beisbol, donde el pitcher y el bateador tratan de adivinar la eleccidn del otro acerca 
del lanzamiento. (O bien el catcher intenta adivinar cuando el conredor se robara una base. 
Una “bola” cada vez otorga al bateador “base por bolas”, de modo que debe haber una fre- 
cuencia optima — dependiendo del corredor en base y de la situacion.) De nuevo, una parte 
del juego puede aislarse para su analisis. 

Por otro lado, el blackjack no es un juego matricial (en un casino) porque sigue reglas 
fijas. Mi amigo Ed Thorp encontro una estrategia ganadora mediante el conteo de cartas al- 
tas, obligando a barajar mds y mds naipes en Las Vegas. No habfa ningun elemento de azar, 
y tampoco ninguna estrategia x . El dxito editorial Bringing Down the House afirma como 
estudiantes del MIT ganaron bastante dinero (mientras no estaban haciendo sus deberes). 

Tambien esta el dilema del prisionero, en el que a dos complices se les ofirece por sepa- 
rado el mismo trato: confiesa y eres libre, en el supuesto de que tu complice no confiese (asf, 
el complice obtiene 10 anos de prision). Si ambos confiesan, cada uno es condenado a 6 anos 
de carcel. Si ninguno confiesa, sdlo es posible probar un delito menor (2 anos de prisidn a 
cada uno). y,Que hacer? La tentacion por confesar es muy grande, aunque si pueden depen- 
der mutuamente, saldrian libres. Este no es un juego de suma-cero: ambos pueden perder. 

Un ejemplo de juego matricial es el poquer. La simulacion o fingimiento (bluffing) es 
esencial, y para que sea efectiva debe ser impredecible. (Si su oponente descubre un pa- 
tron, usted esta perdido). Las probabilidades en pro y en contra de fingir dependen de las 
cartas que esten a la vista, asf como de las apuestas. De hecho, nuevamente el numero de 
altemativas hace impractico encontrar una estrategia absolutamente optima x* . Un buen ju- 
gador de poquer debe aproximarse bastante ar*, y esta puede calcularse exactamente si se 
acepta la siguiente simplificacion enorme del juego: 

X recibe una jota o un rey, con igual probabilidad, y T siempre recibe una reina. X puede 
pasar y perder la apuesta de $1, o subir la apuesta por $2 adicionales. Si X apuesta, Y pue- 
de pasar y perder $1, o pagar los $2 adicionales y averiguar si X esta fingiendo. Luego, la 
carta mas alta gana los $3 del oponente. Asf, Y tiene dos posibilidades, en reaccion a X 
(quien tiene euatro estrategias): 

Estrategias (Renglon 1) Si X apuesta, Y pasa. 

para Y (Renglon 2) Si X apuesta, Y paga los $2 adicionales. 

Estrategias 1) Apostar los $2 adicionales al rey y pasar con una jota. 

para X 2) Apostar los $2 adicionales en cualquier caso (fingir). 

3) Pasar en cualquier caso, y perder $1 (lo cual es una tonterfa). 

4) Pasar con el rey y apostar con una jota (lo cual es una tonterfa). 
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Para calcular la matriz de pagos A se requiere un poco de paciencia: 

a u = 0: X pierde $1 la mitad del tiempo en una jota y gana con un rey (Y pasa). 

« 2 i = L En ambas apuestas X pierde $1 la mitad del tiempo y gana $3 la mitad 

del tiempo. 

a i 2 =l: X apuesta y Y pasa (la simulacion tuvo tixito). 

a u = 0: X gana $3 con el rey y pierde $3 con la jota (el fingimiento fracasa). 

Matriz de pagos del poquer A = 

La estrategia optima para X es fingir la mitad del tiempo, x* = (I 1 0, 0). El probable 
perdedor Y debe escoger y* = (i, |).E1 valor del juego es 50 centavos para X. 

Esta es una forma extrana de terminar este libro, ensenando c6mo jugar un pdquer sua- 
vizado (el blackjack paga mucho mas). Sin embargo, me imagino que incluso el poquer tie- 
ne su sitio dentro del algebra lineal y sus aplicaciones. Espero que haya disfrutado el libro. 


'0 1 -1 O' 

l 0 -1 -2 • 


Conjunto de problemas 8.5 

1. i,De que forma son afectadas las estrategias optimas en el juego con que empieza esta 
seccion si los $20 se incrementan a $70? (.Cual es el valor (la ganancia media para X) 
de este nuevo juego? 


2. Con la matriz de pagos A = [ 3 "j , explique los calculos por X del maximin y por Y 
del minimax. ^Cuales son las estrategias optimas x* y y*? 

3. Si ay es el mayor elemento en su renglon y el mas pequeno en su columna, yX siem- 
pre escogera la columnar y Y siempre escogera el renglon i (sin importar el resto de 
la matriz)? Demuestre que el problema precedente tenfa tal elemento, y luego constru- 
ya A sin uno. 

4. Calcule la mejor estrategia de Fs ponderando los renglones deA = l [ j con 

y y 1 — y. X se centrara en la mayor de las componentes 3y + 2(1 — y), 4y, y y + 
3(1 — y). Encuentre la mas grande de estas tres (dependiendo de y), y luego encuen- 
tre la y* enure 0 y 1 que hace que esta componente sea lo mas pequena posible. 

5. Con la misma A que en el problema 4, encuentre la mejor estrategia para X. Demues- 
tre que X solo usa las dos columnas (la primera y la tercera) que se encuentran en el 
punto minimax en la grafica. 

6. Encuentre tanto las estrategias optimas como el valor, si 

A = I" 1 0 - 1 ! 

[- 2-1 2 

7. Suponga que A = [jj . i Que pesos x x y 1 — proporcionan una columna de la 

forma [w m] t y que pesos y x y 1 — y, proporcionan un nuevo renglon [u u]? Demues- 
tre que u — v. 
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8 . Encuentre x m , y* y el valor v para 

'1 0 O' 

A = 0 2 0 . 

_0 0 3_ 

9. Calcule 

min max (x I y i + x 2 yi). 

y ( > 0 Xi > 0 

y\ + n - 1 JC| + X2 = l 

10. Explique cada una de las desigualdades en la ecuacion (5). Luego, una vez que el teo- 
rema mtinimax la transforma en igualdades, deduzca (otra vez con palabras) las ecua- 
ciones del punto silla (4). 

11. Demuestre que x* = (\, ±, 0, 0) y y* = (\, 5 ) son estrategias optimas en nuestxa 
version simplificada del poquer, calculando yAx* y y" Ax, y comprobando las condicio- 
nes (4) para un punto silla. 

12. lYa. se ha demostrado que ninguna estrategia de ajedrez hace ganar a las negras? Esto 
es ciertamente verdadero cuando se permite que los jugadores realicen dos movimien- 
tos a la vez; si las negras tienen una estrategia ganadora, las blancas podrfan adelantar 
y retroceder un caballo y despues seguir esa estrategia, llegando a la conclusion impo- 
sible de que ambos pueden ganar. 

13. Si X escoge un numero primo y simultaneamente Y adivina si es par o impar (con ga- 
nancia o perdida de $ 1 ), y,quien tiene la ventaja? 

14. Si X es un mariscal de campo de futbol americano, con la opcion de correr o lanzar un 
pase, y Y puede defender contra una carrera o un pase, suponga que el pago (en yar- 
das) es 

2 8 1 defensa contra la carrera 

6 —6 defensa contra el pase. 

correr pasar 

^Cuales son las estrategias optimas y la ganancia media en cada jugada? 
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t . La intersection de dos espacios vectoriales 

A1 considerar dos subespacios V y W en vez de solo uno, surgen nuevas preguntas. Prime- 
ro se consideran los vectores que pertenecen a ambos subespacios. Esta “interseccion” 
V n W es un subespacio de estos subespacios. 

Si V y W son subespacios de un espacio vectorial, tambien lo es su interseccion 

’ V n W. Los vectores que pertenecen tanto a V com© a W constitnyen un subes- 

pacio. 

Suponga que x y y son vectores que estan en V y tambien en W. Debido a que V y W 
son espacios vectoriales por derecho propio, x + y y cx estan en V y en W. Los resultados 
de la suma y la multiplicacion escalar tambien estan en la interseccion. 

Dos pianos que pasan por el origen (o dos “hiperplanos” en R ,r ) se cortan en un subes- 
pacio. La interseccion de varios subespacios, o de un numero infinito tambien es un 
subespacio. 

Ejemplo 1 La interseccion de dos subespacios ortogonales V y W es el subespacio V n W = {0} que 
consta de un solo punto. Solo el vector cero es ortogonal a si mismo. 

Ejemplo 2 Suponga que V y W son los espacios de matrices triangulares superior e inferior de n por 
n. La interseccion V n W es el conjunto de matrices diagonales, que pertenecen a ambos 
subespacios triangulares. El resultado de sumar matrices diagonales, o de multiplicarlas por 
c, es una matriz diagonal. 

Ejemplo 3 Suponga que V es el espacio nulo de A y que W es el espacio nulo de B. Entonces V n W 
es el menor espacio nulo de la matriz mas grande C: 

Interseccion de espacios nulos N(A) n N(B) es el espacio nulo de C = 

Cx = 0 requiere tanto Ax = 0 como Bx = 0. Asf, x tiene que pertenecer a ambos espacios 
nulos. 
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2. La suma de dos espacios vectoriales 

Casi siempre, despues de analizar la interseccion de dos conjuntos, resulta natural estudiar 
su union. Con espacios vectoriales esto no es natural. La union V U W de dos subespacios 
en general no es un subespacio. Si V y W son el eje x y el eje y en el piano, los dos ejes 
juntos no son un subespacio. La suma de (1, 0) y (0, 1) no esta en ninguno de estos ejes. 
Se desea combinar V y W. En vez de estudiar su union, lo hacemos con su suma. 

DEFinilCION Si V y W son subespacios de un espacio dado, tambien lo es su suma. V + 
W contiene a todas las combinaciones v + w, donde v esta enVyw esta en W. 

V + W es el menor espacio vectorial que contiene tanto a V como a W. La suma del 
eje x y del eje y es todo el piano x-y, como tambien lo es la suma de dos rectas distintas 
cualesquiera, sean perpendiculares o no. Si V es el eje x y W es la recta x = y a 45°, en- 
hances cualquier vector como (5, 3) puede separarse en v + w — (2, 0) + (3, 3). Asf, V + 
W es todo R 2 . 


Ejemplo 4 Suponga que V y W son complementos ortogonales en R". Entonces su suma es V + W = 
R' 1 . Todo x es la suma de sus proyecciones en V y W. 

Ejemplo 5 Si V es el espacio de matrices triangulares superiores y W es el espacio de matrices trian- 
gulares inferiores, entonces V + W es el espacio de todas las matrices. Toda matriz de n 
por n puede escribirse como la suma de una matriz triangular superior y una matriz trian- 
gular inferior — de muchas formas, ya que las diagonales no estan determinadas de mane- 
ra unica. 

Estos subespacios triangulares tienen dimension n(n + l)/2. El espacio V + W de to- 
das las matrices dene dimension n 2 . El espacio V fl W de las matrices diagonales tiene di- 
mension n. La formula (8) que se presenta a continuation se convierte en n 2 + n = n{n + 
l)/2 + n(n + l)/2. 

Ejemplo 6 Si V es el espacio columna de A y W es el espacio columna de B, entonces V + W es el 
espacio columna de la matriz mas grande [A B]. La dimension de V + W puede ser me- 
nor que las dimensiones combinadas de V y W (porque estos dos espacios podrfan trasla- 
parse): 

Suma de espacios columna dim(V + W) = rango de [A B]. (6) 



El calculo de V n W es mas sutil. Para la interseccion de espacios columna, un buen 
metodo consiste en poner bases de V y W en las columnas de A y B. El espacio nulo de [A 
fi] conduce aVnW (consulte el problema 9). Estos espacios tienen la misma dimension 
(la nulidad de [A B]). A1 combinar con dim(V + W) se obdene 

dim(V + W) + dim(V n W) = rango de [ A B] + nulidad de [A B]. (7) 

Se sabe que el rango mas la nulidad (contando las columnas pivote mtis las columnas li- 
bres) siempre es igual al numero total de columnas. Cuando [A B ] tiene k + l columnas, 
con k — dim V y l = dim W, se llega a una conclusion clara: 

Dimension formula dim(V + W) + dim (V n W) = dim ( V) + dim (.W). (8) 

Que no es una mala formula. El traslape de V y W es V fl W. 
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3. Producto cartesiano de dos espacios vectoriales 

Si V tiene dimension nyW tiene dimension q , su producto cartesiano VXW tiene dimen- 
sion n + q. 

OEFiiyicidni v X W contiene a todas las parejas de vectores x = («, w). 

Al sumar ( v , w) a ( v ”, w*) en este espacio producto se obtiene ( v + v* , w + w*), y al mul- 
tiplicar por c se obtiene ( cv , cw). Todas las operaciones en V X W se realizan componen- 
te por componente, 

Ejemplo 7 El producto cartesiano de R 2 y R 3 se parece bastante a R 3 . Un vector tipico x en R 2 x R 3 
es ((1, 2), (4, 6, 5»; un vector de R 2 y uno de R 3 . Esto se ve como (1, 2, 4, 6, 5) en R 5 . 

Los productos cartesianos estan asociados de forma natural con ias matrices en blo- 
que. De R 5 a R 5 se tienen matrices ordinarias de 5 por 5. En el espacio producto R 2 x R 3 , 
la forma natural de una matriz en bloque M de 5 por 5 es: 

M _ R 2 a R 2 R 3 a R 2 _ 2 por 2 2 por 3 _ A B 

1 R 2 a R J R 3 a R 3 3 por 2 3 por 3 CD' 

El resultado de la multiplication de una matriz por un vector es ( Av + Bw, Cv + Dw), lo 
cual no es muy fascinante. 


4. Producto tensorial de dos espacios vectoriales 

De alguna manera se quiere contar con un espacio producto cuya dimension sea n multipli- 
cada por q. Los vectores en este “espacio tensorial” (que se denota por ®), se parecen 
a las matrices de n por q. Para el producto tensorial R 2 ® R 3 , los vectores se parecen a las 
matrices de 2 por 3. La dimension de R 2 x R 3 es 5, pero la dimension de R 2 ® R 3 es 6. 

Se empieza con v = (1, 2) y w = (4, 6, 5) en R 2 y R 3 . El producto cartesiano simple- 
mente los aproxima mutuamente como (v, w). El producto tensorial combina a v y w en 
la matriz vw T de rango 1: 


Columna multiplicada 
por renglon 


V ® w = VW T 


’ll [465 
_2J 


4 6 5 

8 12 10 


Todas las matrices especiales vvj T pertenecen al producto tensorial R 2 ® R 3 . El espacio 
producto es generado por estos vectores v ® w. Las combinaciones de las matrices de ran- 


go 1 proporcionan todas las matrices de 2 por 3, por lo que la dimension de R 2 ® R 3 es 6. 
En terminos abstractos: el producto tensorial V ® W se identifica con el espacio de trans- 
formaciones lineales que van de V a W. 

Si V es solo una recta en R 2 y V es solo una recta en R 3 , entonces V ® W es solo una 
“recta en el espacio de matrices”. Ahora las dimensiones son 1X1 = 1. Todas las matri- 
ces vw T de rango 1 son multiplos de una matriz. 


Bases del products tensorial. Cuando V es R 2 y W es R 3 , se tiene una base estandar 
para todas las matrices de 2 por 3 (un espacio de seis dimensiones): 


Base 


'1 0 o ] [0 1 0 ] [0 0 1 ] [0 0 0 ] [0 0 0 ] [0 0 0 ‘ 

_0 0 oj [o 0 oj 0 0 [l 0 [o 1 OJ [o 0 1 ■ 
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T . ® construvo de forma natural. Se comenzo con la base estandar 

L, b,,e par, R ® R vecto[es se combinmn co» lo, vector btoo, 

_ n n m w = (0 1 0)yw 3 = (0, 0, 1) en R 3 . Cada pareja v, ® Wj corresponde a 

Z * v^oJ, ~ ^ per 3 * »*,) « •. P^o 

V ® W. Esta construction tambien tiene exito para subespacios. 

Base* Supon®a que V y W son subespacios de R m y R p con bases u, , ■ • • , y 

» K las matrices ^ de range - 1 «, constituyen una base para V ® W. 

=SSSSS" 


5 Producto de Kronecker A ® B de dos matrices 

Una matriz A de m per » 

“r^ Esta es una transformation lineal (de productos tensoriales) 
y la — - - 

on o 09 rn el esDacio mp-dtmenstonal R' n ® • t.n consecueuem, i 

es de mp por nq. Este producto de Kronecker que tambien se denomma producto tenson ) 

se escribe 

a\\B a\iB 

Producto de Kronecker mp A0 B = a ^ B a ^- B 
renglones, nq columnas 

Cl/nl & &rn2 ^ 

•Observe la estructura especial de esta matriz! Muchas matrices en bloque important^ tie- 

proper- 

cionan algunos ejemplos). Si A y B son cuadradas, tambien lo son m nyp q, enton 
ces la matriz grande A® B tambien es cuadrada. 

Ejemplo 8 (Dife, rencias finitas -las 

d diferencias - 1, direccid, r . — « » 
cias en la direction y, uniendo cinco valores veemos de u. 





— Ui + l,j + 2'U’i'j — Mi— lj 
— Ui j+i + 2u; j — Uij— i 
= 0 


diferencias-r 


diferencias-y 


suma 
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Una ecuacion de 5 puntos esta centrada en cada uno de los nueve puntos de la malla. La 
matriz de 9 por 9 (que se denomina A 2D ) se construye a partir de la matriz “ID” de 3 por 
3 para las diferencias a lo largo de una recta: 


Matriz de diferencias 
en una direccion 


Los productos de Kronecker producen tres diferencias ID a lo largo de tres rectas, ha- 
cia arriba o transversales: 


2 

-1 

O' 

Matriz identified 

'1 

0 

o' 

-1 

2 

-1 

en otra direccion ^ — 

0 

1 

0 

0 

-1 

2 


0 

0 

1 


Una direccion 


Otra direccion 


Ambas direcciones 


21 -/ 0 
-/ 21 -I 

0 -/ 21 


A 0 0 
0 A 0 
0 0 A 


/)+(/■ 


A +21 
-l 
0 


-1 

A +21 
-1 


0 

-/ 

A +21 


Ejemplo 9 


La suma (A ® 1) + (I ® A) es la matriz de 9 por 9 de Laplace para la ecuacion en dife- 
rencias de 5 puntos (en la section 1.7 era para ID y en la section 7.4 se menciono a 2D). 
El renglon de en medio de esta matriz de 9 por 9 muestra todos los cinco elementos dife- 
rentes de cero para la molecula de 5 puntos: 

Lejos de la frontera Renglon 5 de A 2 d = [0 —10 —14—1 0—10]. 

(Matriz de Fourier en 2D) La matriz unidimensional F de Fourier es la matriz compleja 
mas importante en el mundo. La Transformada Rapida de Fourier en la section 3.5 es una 
forma rapida para multiplicar por esa matriz F. As f, la TRF transforma el “dominio tempo- 
ral en el dominio de frecuencias” para una senal de audio en ID. Para imagenes, se re- 

quiere la transformada 2D: 

Se transforma a lo largo de cada renglon, 
Matriz de Fourier en 2D Fro - F ® F = , . . , . , , , 

iL> y luego hacia abajo de cada columna 

La imagen es un arreglo bidimensional de valores de pixeles. Es transformada por F 2D en 
un arreglo bidimensional de coeficientes de Fourier. Este arreglo puede comprimirse, trans- 
mitirse y almacenarse. Luego, la transformada inversa regresa de los coeficientes de Fou- 
rier a los valores de pixeles. Es necesario conocer la regia inversa para los productos de 
Kronecker: 

La inversa de la matriz A ® B es la matriz A -1 ® B~ l . 

iLa TRF tambien acelera la transformada inversa 2D! Simplemente se invierte en una di- 
reccion seguida de la otra direccion. Se esta sumando ^ c u e ikx e Uy sobre k y luego so- 
bre l. 

La matriz de diferencias de Laplace A 2 d = (A®/)+(/®A)no tiene una fbrmu- 
la inversa sencilla. Es por ello que la ecuacion A 2 dm — b ha sido estudiada con tanto cui- 
dado. Uno de los metodos mds rapidos es diagonalizar A 2D usando la matriz de vectores 
caracterfsticos (que es la matriz seno S ® S de Fourier, muy semejante a A 2D ). Los valo- 
res caracten'sticos de A 2D provienen inmediatamente de los valores caracterfsticos de A ID : 
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Los n 2 valores caracterfsticos de (A ® I) + (1 <g> B ) son todas las sumas A.,(A) + Xj(B). 
Los n 2 valores caracterfsticos de A ® B son todos los productos Xi(A)Xj(B). 

Si A y B son de n por n, el detenninante de A ® B (el producto de sus valores caractensti- 
cos) es (det A)”(det B) n . La traza de A ® B es (traza A)(traza B). jEn este apdndice se ilus- 
tran tanto el “algebra lineal pura” como sus aplicaciones cruciales! 


BS Conjumto de probSemas A 

1. Suponga que S y T son subespacios de R 13 , con dim S = 7 y dim T = 8. 

a) (,Cual es la maxima dimensibn posible de S ft T? 

b ) yCual es la minima dimension posible de S n T? 

c) iCual es la minima dimension posible de S + T? 

d) iC ual es la maxima dimension posible de S + T? 

2. yCuales son las intersecciones de las siguientes parejas de subespacios? 

a) El piano x-y y el piano z-y en R 3 . 

b) La recta que pasa por (1, 1, 1) y el piano que pasa por (1, 0, 0) y (0, 1, 1). 

c) El vector cero y todo el espacio R 3 . 

d) El piano S perpendicular a (1, 1, 0) y (0, 1, 1) en R 3 . 

^Cuales son las sumas de estas parejas de subespacios? 

3. En el espacio de todas las matrices de 4 por 4, sea V el subespacio de las matrices 
tridiagonales y W el subespacio de las matrices triangulares superiores. Describa el 
subespacio V + W, cuyos elementos son las matrices superiores de Hessenberg. 
^Cual es V n W? Compruebe la formula (8). 

4. SiVnW contiene solo al vector cero, entonces la ecuacibn (8) se convierte en dim(V 
+ W) = dim V + dim W. Compruebe este hecho cuando V es el espacio renglon de 
A, W es el espacio nulo de A y la matriz A es de m por n de rango r. ^Cuales son las 
dimensiones? 



5. Proporcione un ejemplo en R 3 para el que VnW contiene solo al vector cero, pero V 
no es ortogonal a W. 

6. Si V n W = {0}, entonces V + W se denomina suma directa de V y W, con la nota- 
tion especial V ® W. Si V es generado por (1, 1, 1) y (1, 0, 1), escoja un subespacio 
W de modo que V ® W = R 3 . Explique por que cualquier vector x en la suma direc- 
ta V 0 W puede escribirse de una y solo una forma como x = v + w (con tienVy 
w en W). 

7. Encuentre una base para la suma V + W del espacio V generado por iq = (1,1, 0, 0), 
v 2 = (1, 0, 1, 0) y el espacio W generado por uq = (0, 1, 0, 1), w 2 — (0, 0, 1, 1). Tam- 
bien encuentre la dimension deVOWy una base para este. 

8. A partir de la ecuacibn (8), demuestre que rango (A + B) < rango(A) + rango(B). 

9. La intersection de C(A) n C(B) coincide con el espacio nulo de [A B\. Cada y = 
Ax ! = Bx 2 en los espacios columna tanto de A como de B coinciden con x = (x x , —x 2 ) 
en el espacio nulo, porque [ A B]x = Ax x — Bx 2 = 0. Compruebe que y = (6, 3, 6) 



coincide con x - (1,1,— 2, — 3)y encuentre la intersection C(A) D C(B), para 


A = 

[3 

5 

0 

B = 

" 3 

0 

O' 

1 


2 

4 


0 

2 


10. Multiplique A ® B por A 1 ® B 1 para obtener AA~* ® BB~ l =101 = / 2D . 

11. ^Cuffl es la matriz de Fourier de 4 por 4 F 2D = F ® F para F = * * ? 

1 1 

12. Suponga que Ax = X{A)x y By = X(B)y. Forme un vector columna largo z con n 2 
componentes, xpy , luego x 2 y y por ultimo x„y. Demuestre que z es un vector caracte- 
ristico de (A ® I)z = X(A)z y (A ® B)z = X(A)X(B)z. 

13. i,Cual debe ser la matriz de Laplace de 7 puntos para —u xx — u yy — u zz =0? Esta 
matriz “tridimensional” se construye a partir de productos de Kronecker usando / y 
A lD - 
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Dada una matriz cuadrada A, se quiere escoger M de forma que M l AM sea lo mas diago- 
nal posible. En el caso mas sencillo, A tiene un conjunto complete de vectores caracte- 
risticos que se convierten en las columnas de M, conocida como 5. La forma de Jordan es 

J = M l AM = A; se construyo completamente a partir de bloques J, - X, de 1 por i, y el 

objeto de una matriz diagonal se ha alcanzado por complete. En el caso mas general y di- 
ffcil, faltan algunos vectores caracteristicos y una forma diagonal es impostble. Ese caso 
constituye ahora nuestro principal interes. 

Se repite el teorema que debe demos trarse: 

Si una matriz A tiene 5 vectores caracteristicos linealmente independientes entonces 
es semejante a una matriz J que es laforma de Jordan , con 5 bloques cuadrados en 

la diagonal: '.V. 

'Jx 

J — M~ l AM = . 


Gada bloque tiene un vector caracteristico, un valor caracteristico y unos juste arri- 
bade la diagonal: ; ' . 


il lif 


mmmm 


Un ejemplo de esta forma de Jordan es el siguiente: 

‘8 1 0 0 0] [[8 ll 1 \ Jx 

0 8 0 0 0 [0 8] 

/ = 0 0 0 1 0 = j 0 1 - 1/2 

00000 L° 0 j 

0 0 0 0 oj L L ■ /3 -l 

El valor caracteristico doble X = 8 s61o tiene un simple vector caracteristico, en la pnme- 
ra direction de coordenadas e, = (1, 0, 0, 0, 0); como resultado, X - 8 solo aparece en un 
simple bloque J,. El valor caracteristico triple X = 0 tiene dos vectores caracteristicos, e 3 
y e s , que corresponden a los dos bloques de Jordan J 2 y J 3 . Si A tuviese 5 vectores carac- 


tensiicos, touob * J ^ . 

La pregunta clave es: Si A es alguna otra matriz de 5 por 5, que condiciones su 

forma de Jordan send esta misma J? iCudndo existe una M tat que M AM — J! Gomo 
primer requerimiento, cualquier matriz semejante A debe compartir los mismos valores ca- 
racteristicos 8, 8, 0, 0, 0. Sin embargo, la matriz diagonal con estos valores caracteristicos 
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no es semejante a J, y la pregunta planteada en realidad concieme a los vectores caracte- 
risticos. 

Para contestar, M~ X AM = J se escribe en forma mds simple como AM = MJ-. 

1 r IT 81 

0 8 

A X\ x 2 x 3 x$ = Xy x 2 x 3 x 4 x s 0 1 

0 0 

J L J L 0 

A1 efectuar la multiplicacion columna por columna. 

Ax 1 = 8xj y Ax 2 = 8x 2 +X[ (10) 

Ax 3 = OX3 y Ax 4 = 0x 4 + x 3 y Ax 5 = 0x 5 . (11) 

Ahora es posible reconocer las condiciones sobre A. Debe tener tres vectores caracteristicos 
genuinos, asf como J. El que cumple X = 8 debe ir en la primera columna de M, exactamen- 
te como si hubiese ido en la primera columna de S: Ax ( = 8xj. Los otros dos, que se identi- 
fican como x 3 y x 5 , van en las columnas tercera y quinta de M: Ax 3 = Ax 5 = 0. Por ultimo, 
debe haber otros dos vectores especiales: los vectores caracteristicos generalizados x 2 y x 4 . 
Se considera que x 2 pertenece a una cadena de vectores, encabezados por x, y descrita por 

las ecuaciones (10). De hecho, x 2 es el unico otro vector en la cadena, y el bloque Jj corres- 

pondiente es de orden 2. La ecuacidn (11) describe dos cadenas distintas, una en la que x 4 si- 
gue a x 3 , y otra en la que x 5 esta solo: los bloques J 2 y i 3 son de 2 por 2 y de 1 por 1 . 

La busqueda de la forma de Jordan de A se convierte en la busqueda de estas cade- 
nas de vectores, cada una encabezada por un vector caracteristico: Para toda i, 

yasea Ax,- = X,x,- o bien. Ax,- = X,x ; + x,-_i . (12) 

Los vectores x,- van en las columnas de M, y cada cadena produce un simple bloque en J. 
Esencialmente, es necesario demostrar que estas cadenas pueden construirse para cada ma- 
triz A. Entonces, si las cadenas coinciden con las ecuaciones particuiares (10) y (11), la J 
obtenida sera la forma de Jordan de A. 

Considero que la idea de Filippov hace de la construccion lo mas clara y sencilla po- 
sible.* Precede por induccion matematica, empezando con el hecho de que toda matriz de 
1 por 1 ya esta en forma de Jordan. Puede suponerse que la construccidn se logra para to- 
das las matrices de orden menor que n — esta es la “hipotesis de induccion”- — y luego ex- 
plicar los pasos para una matriz de orden n. Hay tres pasos, que despues de una descrip- 
cion general se aplican a un ejemplo especffico. 

Paso 1 Si se supone que A es singular, entonces su espacio columna tiene dimension 
r < n. Observando solo dentro de este espacio mas pequeno, la hipotesis de induccidn 
garantiza que una forma de Jordan es posible: en el espacio columna debe haber r vec- 
tores independientes tales que 

yasea Awi = X;Wj o bien, Au>,- = Xj-ty,- Aio,--]. (13) 

Paso 2 Suponga que el espacio nulo y el espacio columna de A tienen una intersec- 
ci6n de dimension p. Por supuesto, todo vector en el espacio nulo es un vector carac- 
teristico correspondiente a X = 0. Por consiguiente, en el paso 1 debe haber p cadenas 
que comenzaron en este valor caracteristico, y se tiene interes en los vectores que 

* A. F. Filippov, A short proof of the reduction to Jordan form, Moscow Univ. Math. Bull., 
volume 26(1971) pp. 70-71. 
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vienen al final de estas cadenas. Cada uno de estos p vectores esta en el espacio co- 
lumns por lo que cada uno es una combmacion de las colunmas de A. y, p 

Paso 3^* La dimension del espacio nulo siempre es n - r. En consecuencia, de forma 

independiente con respecto a su intersection p-dimensional con el esp 

debe contener n-r-p vectores basicos adictonales z.fuera de esa mterseccwn. 

A continuation se reunen estos pasos para obtener el teorema de Jordan: 


Los r vectores los p vectores y,- y los „ - r - p vectores z ; fonmm =ade n as de 
Jordan para la matriz A, y estos vectores son linealmente independientes. Van en 
columnas de M, y J = AT ' AM esta en forma de Jordan. 


Si se desea renumerar estos vectores como Xj x» y hacerlos coincidir con la ecua- 

cion (i2) entonces cada y, debe insertarse de inmediato despues del w, del que provino, 
ZpleS'una crieaa e„ 1 que X, - 0. La, es vieuen has.. el final, ™ sol. ™ u 
orotia cadena- de nuevo el valor caracterfstico es cero, ya que las zs estan en el espac 
nulo Los bloques con valores caracteristicos diferentes de cero ya se habian termmado en 
el paso 1, los bloques con valores caracteristicos cero aumentan por un renglon y un - 
lumna en el paso 2 y el paso 3 contribuye con cualesquiera bloques de 1 por 1 , ]• 

A continuation se intentara trabajar un ejemplo, y a fin de permanecer proxtmo a las 
paginas previas, los valores caracteristicos se toman como 8, 8, 0, 0, 0. 


'8 0 0 8 8 ' 

0 0 0 8 8 

A = 0 0 0 0 0. 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 8_ 

Paso 1 La dimensidn del espacio columna es r = 3, y es generado por los veaores de 
coordenadas e>, e 2 , e 5 . Para buscar dentro del espacio se ignoran los renglones terce 
ro y cuarto y las columnas de A, lo que queda tiene valores caracteristicos 8, 8, 0 y su 
forma de Jordan proviene de los vectores 


r si roi [o 

0 1 8 

Wi = 0 , U>2 = 0 , W3 = 0 . 

0 o o 

oj L 1 ] L°- 


Los w t estan en el espacio columna, completan la cadena para X - 8 e inician la ca- 
dena para X = 0: 


Aw i = 8 uti, Aw 2 = 8w 2 + wi, Aw 3 - 0u, 3- ( 14 ) 

Paso 2 El espacio nulo de A contiene a e 2 y e 3 , por lo que su intersection con el espa- 
cio columna es generada por e 2 . Por consiguiente, p - 1 y, como era de esp« 
ecuacion (14) hay una cadena correspondiente a X = 0. El vector w 3 viene al fm^ (> 
tambien al principio) de esa cadena, yiu 3 = A (e 4 - ej. En consecuencia y 4 i- 
Paso 3 El ejemplo tiene n— r-p = 5- 3-1-1, yz e 3 esta en e esp 
lo pero fuera del espacio columna. Es esta z la que produce un bloque de 1 por 1 en J. 

Si los cinco vectores se ensamblan, las cadenas completas son 


A Wl = 8up, Aiu 2 = 8u; 2 + wi, Au; 3 =0w 3 , Ay - Oy + w 3 , Az 0.. 
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Al comparar con las ecuaciones (10) y (1 1), se tiene una correspondencia perfecta: la for- 
ma de Jordan del ejemplo es exactamente la J que se escribio previamente. Al escribir los 
cinco vectores en las columnas de M debe obtenerse AM = MJ, o bien, AT~ l AM = J: 

'8 0 0 -1 O' 

0 18 0 0 

M = 0 0 0 0 1. 

0 0 0 1 0 

0 10 0 0 

Confiamos bastante en las matematicas (o somos demasiado flojos), por lo que no multi- 
plicamos M~ l AM. 

En la construction de Filippov, la unica cuestion tecnica es comprobar la independen- 
cia de toda la coleccion w h y l y z t . En consecuencia, se supone que alguna combinacion es 
cero: 

X>tu, + = o. (15) 

Al multiplicar por A, y usar las ecuaciones (13) para las w h asf como Az ; = 0, 

f x ‘ w i 1 ^ 

]T C/ obien, + dj Ay, =0. (16) 

XjWi + If; -i 

Las Ay i son las w t especiales al final de las cadenas correspondientes a X t — 0, de modo que 
no pueden aparecer en la primera suma. (Estan multiplicadas por cero en X t w L ) Debido a 
que la ecuacion (16) es alguna combinacion de las que por la hipotesis de induction eran 
independientes — proporcionaban la forma de Jordan en el espacio columna — se concluye 
que cada d t debe ser cero. Volviendo a la ecuacion ( 15 ), esto deja c < w ‘ = ~ J2 8iZi y el 
miembro izquierdo esta en el espacio columna. Debido a que las zs eran independientes de 
ese espacio, cada g, debe ser cero. Por ultimo, c > ur, = 0 y la independencia de las w t 
produce c, = 0. 

Si la A original no hubiese sido singular, entonces los tres pasos se hubieran aplicado 
a A' = A — cL (La constante c se escoge para hacer singular a A', y puede ser cualquiera 
de los valores caracteristicos de A.) El algoritmo pone A' en su forma de Jordan M~ l A'M 
= J' al producir las cadenas x i a partir de las to,, y t y z- r Luego, la forma de Jordan para A 
utiliza las mismas cadenas y la misma M: 

M~ l AM = M~ l A'M + M~ l cM = J' + cl = J. 

Con esto se completa la demostracion de que toda A es semejante a alguna matriz de Jor- 
dan J. Salvo un reagrupamiento de los bloques, es semejante solo a una J asf, hay una for- 
ma de Jordan unica para A. Asf, el conjunto de todas las matrices se separa en una canti- 
dad de familias con la siguiente propiedad: todas las matrices de la misma familia tienen 
la misma forma de Jordan, y todas son semejantes entre si (y a J), pero ningunas matrices 
pertenecientes a familias distintas son semejantes. En cada familia, J es la mas hermosa, 
en caso de que a usted le agrade que las matrices sean casi diagonales. Con esta clasifica- 
cion de familias terminamos. 


Ejemplo 1 


'0 1 2 
A = 0 0 1 

0 0 0 


con X = 0, 0, 0. 
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Esta matriz tiene rango r = 2 y solo un vector caracterxstico. Dentro del espacio columna 
hay una sola cadena uq, w 2 que coincide con las dos ultimas columnas: 


o bien. 

Aw i = 0 y Aw 2 = 0w 2 + Wi. 

El espacio nulo esta completamente dentro del espacio columna, y es generado por w { . En 
consecuencia, p = 1 en el paso 2 , y el vector y proviene de la ecuacion 

"2l [O' 

Ay = w 2 = 1 , cuya solucion es y = 0 . 


cuya solucion es 


Finalmente, la cadena uq, W 2 , y va en la matriz M: 


'1 

2 

O' 

'0 

1 

0' 

M = 0 

1 

0 

, y M~ x AM = 0 

0 

1 

0 

0 

1 

L° 

0 

0 


Aplicacion a du/dt = Au 

Como siempre, el problema se simplifica separando las incognitas. Esta separation esta 
completa s< 51 o cuando hay un conjunto completo de valores caracteristicos y u = Sv, el me- 
jor cambio de variables en este caso es u = Mv. Esto produce la nueva ecuacion M dv/dt 
= AMv, o dv/dt — Jv, que es lo mas simple como permiten las circunstancias. Esta acopla- 
da solo por los Is fuera de la diagonal dentro de cada bloque de Jordan. En el ejemplo pre- 
cedente, que tenia un solo bloque, du / dt = Au se convierte en 

d v 0 10 dal dt — b a = ao + bot + cot 2 / 2 

— = 0 0 1 v o bien, dbl dt = c o bien, b = bo + c 0 t 

0 0 0 dd dt =0 c — co. 

El sistema se resuelve trabajando hacia arriba a partir de la ultima ecuacion, y en cada pa- 
so entra una nueva potencia de t. (Un bloque de l por i tiene potencias tan altas como 
Las exponenciales de J, en este caso y en el ejemplo anterior de 5 por 5, son 

'e il te s ‘ 0 0 O' 

'1 t t 2 l 2] 0 e Sl 0 0 0 

e Jt = 0 1 t y 0 0 1 t 0 . 

0 0 1 J 0 0 0 1 0 

[ 0 0 0 0 1 

Puede verse como los coeficientes de a, b y c aparecen en la primera exponential. Y en el 
segundo ejemplo es posible identificar a todas las cinco de las “soluciones especiales” de 
du/dt = Au. Tres de ellas son las exponenciales puras «, = e i! Xu «3 = e 0, X 3 y u 5 = 
e 0f x 5 , formadas como de cosmmbre a partir de los tres vectores caracteristicos de A. Las 
otras dos implican los vectores caracteristicos generalizados x 2 y x 4 : 


u 2 = e s ‘(tx i + x 2 ) 


y 


w 4 = e 0, (tx 3 + x 4 ). 


(17) 


Apendice B la forma de Jordan 
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La solucion mas general de du/dt = Au es una combination de c\u\ + ■ ■ ■ + c 5 u s , y la 
combination que coincide con u 0 en el instante t = 0 de nuevo es 

«o = C[X; + • • • +c 5 x 5 , o bien u 0 — Me, o bien c = M~ l u 0 . 

Esto solo significa que u = Me Jr M~ l u a , y que la S y la A en la formula anterior Se At S~ l u 0 
se han sustituido por My J. 


Conjunto de problemas B 

1. Encuentre las formas de Jordan (jen tres pasos!) de 


2 . Demuestre que la solucion especial u 2 en la ecuacion ( 17 ) satisface du/dt — Au, exac- 
tamente debido a la cadena Ax 1 = 8x1 , Ax 2 = 8x2 + xi . 

3 . Para la matriz B en el problema 1 , use Me ]t M” 1 para calcular la exponencial e 131 , y 
comparela con la serie de potencias l + Bt + ( Bt ) 2 / 2 ! + • • • . 

4 . Demuestre que cada bloque de Jordan J t es semejante a su traspuesta, // = J t P, 
usando la matriz permutacion P con Is a lo largo de la diagonal cruzada (de la parte 
inferior izquierda a la parte superior derecha). Concluya que toda matriz es semejante 
a su traspuesta. 

5 . “Por inspection”, encuentre las formas de Jordan de 

‘l 2 3 l 

1 A 3 r 1 1 

A = 0 4 5 y B = _ . 

_0 0 6J L 1 1 J 

6. Encuentre la forma de Jordan J y la matriz M para Ay B (Los valores caracteristicos 
de B son 1 , 1 , 1 , — 1 ). £,Cudl es la solucion de du/dt — Au, y cual es e A,c > 


7. Suponga que A~ = A. Demuestre que su forma de Jordan J = M 1 A M satisface 
J 2 = J. Ya que los bloques diagonales permanecen separados, esto significa que 
Jf = Ji para cada bloque; demuestre por calculo directo que /,• solo puede ser un blo- 
que de 1 por l, J t = [0] o ./, = [1], Asi, A es semejante a una matriz diagonal de 0s y 
Is. 

Nota Este es un caso tipico del teorema con que terminamos: la matriz A puede diagonali- 
zarse si y solo si el producto (A — /)( A — X 2 /) • - • ( A — X P I ) , sin incluir ninguna repe- 
ticidn de los Xs, es cero. Un caso extremo es una matriz con valores caracteristicos distintos; 
el teorema de Cayley-Hamilton establece que con n factores, A — XI siempre se obtiene ce- 
ro. El otro extremo es la matriz identidad, tambien diagonalizable (p = 1 y A — / = 0). La 
matriz no diagonalizable A = £ g } j no satisface (A — /) = 0, sino solo (A — / = 0) 2 : una 

ecuacion con una rafz repetida. 



1. Las rectas se cortan en (. x , y) = (3, 1). Asi, 3(columna 1) + l(coluinna 2) = (4, 4). 

3. Estos “pianos” se cortan en una recta en el espacio tetradimensional. El cuarto piano 
normalmente corta esta recta en un punto. Una ecuacion inconsistente como u + w = 
5 no deja solution (no hay intersection). 

5. Los dos puntos sobre el piano son (1, 0, 0, 0) y (0, 1, 0, 0). 

7. Resoluble para (3, 5, 8) y (1, 2, 3); no resoluble para b = (3, 5, 7) o b = (1, 2, 2). 

9. Columna 3 = 2(columna 2) — columna 1 . Si b = (0, 0, 0), entonces ( u , t), w ) = 
(c, —2c, c). 

11. Tanto a = 2 y a = —2 proporcionan una recta de soluciones. Todas las demas a pro- 
porcionan x = 0, y — 0. 

13. La representation de los renglones tiene dos rectas que se encuentran en (4, 2). La re- 
presentation de las columnas tiene 4(1, 1) + 2(— 2, 1) = 4(columna 1) + 2(columna 
2) = miembro derecho de (0, 6). 

15. La representation de los renglones muestra cuatro rectas. La representation de las co- 
lumnas esta en el espacio tetradimensional. No hay solution a menos que el miembro 
derecho sea una combination de las dos columnas. 

17. Si x, y, z satisfacen las dos primeras ecuaciones, tambien satisfacen la tercera ecuacion. 
La recta L de soluciones contiene a v — (1, 1, 0), w = (|, 1, |) y u = + \w, 

asi como a todas las combinaciones cv + dw con c + d = 1 . 

19. Columna 3 = columna 1; soluciones (x,y,z) = (1, 1, 0) o (0, 1, 1) y es posible sumar 
cualquier multiplo de (—1, 0, 1); b = (4, 6, c) necesita c = 10 para resolubilidad. 

21. Se cambian el segundo piano, el rengldn 2 y todas las columnas de la matriz. La solu- 
tion no cambia. 

23. u — 0, v = 0, w = 1, porque 1 (columna 3) = b. 

Conjunto de probiemas 1.3, pagina 15 

1. Se multiplica por l = ™ = 5 y se resta para encontrar 2x + 3,y = 1 y — 6y = 6. Los 

pivotes son 2 y — 6 

3. Se resta — 5 veces la ecuacion 1 (o se suma \ veces la ecuacion 1). La nueua segunda 
ecuacion es 3 y = 3. Asi, y — 1 y x = 5. Si el miembro derecho cambia de signo, tam- 
bien lo hace la solucion: (x, y) = (—5, — 1). 

5. 6x + 4y es 2 veces 3x + 2 y. No hay solucion, a menos que el miembro derecho sea 

2 • 10 = 20. Por tanto, todos los puntos sobre la recta 3x + 2y = 10 son soluciones, 

incluyendo a (0, 5) y (4, —1), 

7. Si a = 2, la elimination debe fallar. Las ecuaciones no tienen solucion. Si a — 0, la 
elimination se detiene para un intercambio de renglones. Asi, con 3 y = — 3 se obtie- 
ne y = — 1 y con 4x + 6y = 6 se obtiene x — 3. 

9. 6x — Ay es 2 veces ( 3x — 2y). Por consiguiente, se necesita b 2 = 2b x . Entonces hay una 
infinidad de soluciones. Las columnas (3, 6) y (— 2, —4) estan sobre la misma recta. 

11. 2x — 3 y =3 pro- 2x — 3y = 3 x = 3 Del renglon 2 se resta 2 X renglon 1 

y + z = 1 por- y + z = 1 y y = 1 Del renglon 3 se resta 1 X renglon 1 

2y — 3z = 2 ciona — 5z = 0 z = 0 Del renglon 3 se resta 2 X renglon 2 
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13. La segunda posicidn pivote contiene a — 2 — b. Si b = —2, se intercambia con el ren- 
glon 3. Si b = — 1 (caso singular), entonces la segunda ecuacion es — y — z = 0. Una 
solucion es (1, 1, —1). 

15. Si rengldn 1 = renglon 2, entonces el renglon 2 es cero despues del primer paso; se 
intercambia el renglon cero con el renglon 3 y no hay tercer pivote. Si columna 1 = 
columna 2, no hay segundo pivote. 

17. El renglon 2 se convierte en 3y — 4z = 5; luego, el renglon 3 se convierte en ( q + 
4 )z = t — 5. Si q — —4, el sistema es singular; no hay tercer pivote. Luego, si f = 5, 
la tercera ecuacion es 0 — 0. A1 escoger z— 1, la ecuacion 3y — 4z = 5 proporciona 
y — 3 y la ecuacion 1 proporciona x = —9. 

19. El sistema es singular si el renglon 3 es una combination de los renglones 1 y 2. Des- 
de la vista extrema, los tres pianos forman un triangulo. Esto ocurre si los renglones 
1 + 2 = renglon 3 en el miembro izquierdo pero no en el miembro derecho; por ejem- 
plo, x + y + z — 0, x — 2y — z — 1,2* — y = 9. Ninguna pareja de pianos es para- 
lela, aunque sigue no habiendo solution. 

21 . El quinto pivote es |. El n-esimo pivote es 


23. Sistema triangular 


u + v + w — 
2v + 2w = 
2 w = 


u — 3 

Solucion v — —2 . 

w = 1 


25 . (u,v, w) = (3/2, 1/2, —3). Se cambia a +1 para que el sistema sea singular (2 co- 
lumnas iguales). 

27 . a = 0 requiere un intercambio de renglones, pero el sistema es no singular: a = 2 lo 
hace singular (un pivote, infinidad de soluciones); a = —2 lo hace singular (un pivo- 
te, no hay solucion). 

29 . El segundo tdrmino be + ad es (a + b)(c + d) — ac — bd (solo una multiplica- 
tion adicional). 

31. La elimination falla para a = 2 (columnas iguales), a = 4 (renglones iguales), a = 0 
(columna de ceros). 

Conjunto de probiemas 1.4, pagina 26 

"171 [" 5] r 

1- 4 —2,- Con lados (2, 1) y (0, 3), el paralelogramo va a (2, 4). 

_ 17 J L 3 J ^ 4 ' 

3. Productos intemos 54 y 0, al multiplicar la columna por el renglon se obtiene 
"3 5 1' 

-6 -10 -2 . 

21 35 7_ 

5. Ax = (0, 0, 0), de modo que x = (2, 1, 1) es una solucion; las otras soluciones son 
cx = (2c, c, c). 

1 0 0 1 3 4 1 3 4 

7 . Ejemplos: Diagonal 0 2 0, simdtrica 3 2 0, triangular 0 2 0, sime- 

0 0 7j [4 0 7j jo 0 1 _ 

" 0 3 4“ 

trica sesgada —3 0 0. 

-4 0 0_ 

9. a) an b) In =an/ou c) la nueva a t j es a tJ —aij 

an au 

b) segundo pivote a 2 2 — — a\ 2 . 

an 
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11. Los coeficientes del renglon B son 2, 1, 4 provenientes de A. El primer renglon de AB 
es [6 3]. 


, D = A, E 


15. AB i = BiA da b — c = 0. AB 2 = B 2 A da a = d. Asf A = al. 

17. A(A + B) + B(A + B), (A + B)(B + A), A 2 + AB + BA + B 2 siempre es igual a 
(A + B) 2 . 


a b p q 
c d r s 


21. A" 


a lp q] + b [r j] _ ap + hr aq + bs 
c d cp + dr cq + ds 


matriz cero. 




L° (-i) n J L° °J 

23. EyiE 2 \b = (1, —5, —35) pero E 2 \E 32 b = (1, —5,0). Ast, el renglon 3 no siente 
ningun efecto debido al rengldn 1. 

25. Al cambiar a 33 de 7 a 1 1 se cambia el tercer pivote de 5 a 9. Al cambiar a 33 de 7 a 2 
se cambia el pivote de 5 a ningun pivote. 

27. Para invertir E 3l , se suma 7 veces el renglon 1 al renglon 3. 

'1 0 O' 

La matriz es R 3l = 0 1 0 . 

701 

'1 0 ll [1 0 1 ] [2 0 1 ' 

29. Eh — 0 1 0; 0 1 0 ; E 3l E i3 = 0 1 0 . iPruebe con la matriz identidad! 

0 0 110 1 10 1 


31. E 2 i tiene i 2 \ = — j, E 32 tiene i n = — |, £43 tiene i 43 = -f . En caso contrario, las 
Es coinciden con /. 

a + b + c = 4 a = 2 

33. a + 2b + 4c = 8 proporciona b = 1 . 

a + 3b + 9c = 14 c = 1 

35. a) Cada columna es E multiplicado por una columna de B. 


b) EB = 


1 2 4 

1 2 4 


1 2 4 

2 4 8' 


Los renglones de EB son combinaciones de los renglones de B, por lo que son mul- 
tiples de [1 2 4]. 

37. (renglon 3) -xes Yl a 3 i x h y (^ 2 )u = (renglon 1) • (columna 1) = Yh a ij a ji- 
39. BA = 31 es de 5 por 5, AB = 51 es de 3 por 3, ABD = 5 D es de 3 por 1, ABD: No, 
A(B + O : No 

'0 0 f 

41. a) B = 4/. b) B =0. c) B = 0 1 0 . 

1 0 0 

d) Todo renglon de B es 1,0, 0. 

43. a) mn (todo) b) mnp. c) n 3 (esto es n 2 productos punto) 



[330]+ 



'3 

3 

O' 

'0 

0 

O' 

' 3 

3 

O' 

6 

6 

0 

+ 4 

8 

4 = 

10 

14 

4 

_6 

6 

0 

1 

2 

1 

7 

8 

1 
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47. A multiplicada f 1 ] f 1 If f ’ 

por B es J J J 5 I * 

49. Los bloques (2, 2) S = D — CA~' 1 B constituyen el complemento de Schur: los blo- 
ques end — ( cb/a ). 

51. A multiplicada por X = [x t x 2 x 3 ] es la matriz identidad / = [Axi Ax 2 Ax{\. 

M fa + b a + b\ ... [a + c b + d\ , , , 

53. , , , , coincide con , , , cuando b = cy a = d. 

c + d c + d J a + c b + d 

55. 2x + 3y + z + 5t = 8 es Ax = b con la matriz A = [2 3 1 5] de 1 por 4. Las so- 
luciones x llenan un “piano” tridimensional en cuatro dimensiones. 


'8 

3 

4 5 + u 

5 — u + v 

5 — v 

1 

5 

9 = 5 — u — v 

5 

5 + u + v 

6 

7 

2 j 5 + t 

5 + u — v 

5 — u 


57. El producto punto [1 4 5] >• = (1 por 3)(3 por 1) es cero para puntos (x, y, z) so- 

_z_ 

bre un piano x + 4y + 5z = 0 en tres dimensiones. Las columnas de A son vectores 
unidimensionales . 

59. A * v = [3 4 5]' y v" * v = 50; v * A proporcionan un mensaje de error. 


61. M 


Af 3 (l, 1, 1) = (15, 15, 15); M 4 (l, 1, 1, 1) = (34, 34, 34, 34) porque la suma de los 
numeros 1 a 16 es 136, que es 4(34). 

Conjunto de problemas 1 .5, pagina 39 

1. U es no singular cuando ningun elemento sobre la diagonal principal es cero. 

'1 0 0l[ 1 0 0] [1 0 0] [ 1 0 0l[ 1 0 O' 

3. 2 1 0 -2 1 0 = 0 1 0 ; -2 1 0 2 10=/ tambien. 

-I -1 lJL-1 1 1J L° 0 1J [-1 1 lj[-l -1 1 

(E~ l F~ l G~ l )(GFE) = E~ l F~ l FE = E^E = /; tambien {GFE)(E~ l F~ x G~ l ) = I. 


'1 

0 

o' 

2 

3 

3' 

5 - LU = 0 

1 

0 

0 

5 

7 

3 

0 

1 

0 

0 

-1 


7- FGH 


10 0 0 
2 10 0 
0 2 10 
0 0 2 1 


; HGF 


despues de la 
eliminacion, 

'1 0 0 0 ' 

2 10 0 
4 2 10' 

8 4 2 1 


2 3 3 
0 5 7 
0 0-1 


v = 2 

w —1 


9. a) No singular cuando did 2 d 3 ¥= 0. b) Suponga que d 3 A 0. Lc = b se resuelue ; 

0 d\ —d\ 0 u 

hacia abajo; Lc = b proporciona c = 0 • Ast, 0 d 2 —d 2 v = 


proporciona x 


11. Al resolver Lc = b yendo hacia abajo se obtiene c 

5*1 

hacia arriba se obtiene x — — 2 . 

0 


-2 ; Al resolver Ux — c] 
0 
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Permutacidn 
renglones 2 y 3 


10 0 u 

0 0 1 , v 

0 10 w 



Permutation 
renglones 1 y 2 


’0 10 u 

1 0 0 , v 

0 0 0 w 



'0 1 0] [0 1 ll [1 0 0] [1 0 0] [1 0 1 

15. PA = LDU es 100 101=010 01 0 Oil; 

0 0 1J [2 3 4j |2 3 M L° 0 _1 J 1° 0 l - 

'1 0 O'] [1 2 1] [1 0 0] [l 0 Ol [1 2 f 

PA = LDU es 001 242 = 110 0 -1 0 010. 

0 1 OJ L 1 1 !j |2 0 1 \ L° 0 OJ [0 0 0. 


17. L se convierte en 1 
2 


0 . MAT LAB y otros codigos utilizan PA 

1 


19 . a = 4 conduce a un intercambio de renglones; 3b + 10 a = 40 conduce a una matriz 
singular; c = 0 conduce a un intercambio de renglones; c = 3 conduce a una ma- 
triz singular. 

21. = 1 y l 32 = 2 (£ 33 = 1): invierta los pasos para recuperar x + 3y + 6z = 11 a 

partir de Ux = c; 1 multiplicado por (x + y + z = 5) + 2 multiplicado por (y + 2z = 
2) + 1 multiplicado por ( z = 2) proporciona x + 3y + 6z = 1 1 • 


23. 0 1 

0 -2 1 


1 

-2 1 
0 0 1 


1 1 1 
0 2 3 = U. 

0 0-6 


1 0 0 


A = 2 1 0 U = E 21 E 3 2 U = LU. 

0 2 1 _ 

25. De 2 por 2: d = 0 no esta permitido. 

T 1 Ol f 1 deg 

1 1 2 = l 1 /A 

12 1 m n 1 i 


'2 4 8 

27. A = 0 3 9 tiene L = I y D 
0 0 7 


en la diagonal); A = £.£>£/ tiene 1/ = D 1 A 


d = 1 , e = 1 , entonces £ = 
y = 0 no esta permitido 
sin pivote en el renglon 2 . 


3 ; A = LU tiene U — A (pivotes 

1 _ 

T 2 4 

1=013 con unos en la diagonal. 
0 0 1 


a a a a 
a b b b\ 


1 

1 1 
1 1 1 
1 1 1 


b .Requiere cfb 
-c d fc. s 
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1 110 
31. 1 1 11 

01 ij L 1 

(misma U) 


a a 0 

LIU; a a +b b 

0 b b + c 


(misma L) 


1 0 0 

33. 1 1 0 C ; 

1 1 1 _ 

A = LU. 


4 4 111 4 

5 proporciona c=1.0 1 lx=l proporciona x ■ 

6 10 0 1 “ 1 


35. La submatriz superior de 2 por 2 contiene los dos primeros pivotes 2 y 7; Razon: La 
elimination sobre A comienza en la esquina superior izquierda con eliminaci6n sobre B. 



T 

1 

1 

1 

1 


1 

2 

3 

4 

5 

37. 

1 

3 

6 

10 

15 


1 

4 

10 

20 

35 


1 

5 

15 

35 

70 


’l 1 |"l 1 1 1 ll El triangulo de Pascal en L y U. El c6- 

1 1 1 2 3 4 digo lu de MATLAB arruina el patron. 

= 12 1 1 3 6 . El codigo chol no realiza ningun inter- 

13 3 1 14 cambio de renglones para matrices si- 

1 4 6 4 1 1 metricas con pivotes positiuos. 

39. Cada nueuo miembro derecho s61o cuesta n 2 pasos en comparacion con los n 3 / 3 para 
eliminacion total A\b. 

41. 2 intercambios; 3 intercambios; 50 intercambios y luego 51. 

'0 1 oi ri 0 oi ro 0 r 

43. p = 0 0 l ; P\ = 0 0 1 y P 2 = 0 1 0 

1 0 OJ [o 1 OJ [l 0 0 

(P 2 proporciona un intercambio de columnas). 

45. Hay n\ matrices permutation de orden n. A1 final, dos potencias de P deben ser las 
mismas : Si P r = P 3 , entonces P r ~ s = I. Ciertamente, r — s < n\ 


es 5 por 5 con P 2 


ro n F° 1 °1 

7 0 ,P3 = 0 0 1 , y P 6 

t- 1 L 1 ° °. 


47. La solucion es x = (1, 1, . . . , 1). Asf, x = Px. 


Conjunto de problemas 1.6, pagina 52 


1. A~ l 


° 'L-i 

| Oj ’^ 2 


2 ?-A-> 

-1 L ’ ^3 
1 2 j 


cos 9 sen 9 
-sent? cos 9 


3. A -1 = BC~ l ;A~ l = U~ l L~ l P 
5. A(AB) = (quitar parentesis) = ( A 2 )(B ) = /. 
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V3/2 1/2 -J3I2 1/2 0 1 todas tienen A 2 = /■ 

1/2 -V3/2j’L 1/2 V3/2J’ [1 OJ 

Si el renglon 3 de A" 1 fuese (a, b, c , d), entonces con A 'A = / se obtendria 2a - 0, 
fl + 3/, = 0 4a + %b = 1. Esto no tiene solucidn. 

n oi ' r-i oi . ro oi .. ri oi + fo oi _ ri oi 


4- A” 1 )- 1 = B(A + B)“ 1 A. 


13. A X B = 8; B T A = 8; AB X = ^ 2 ; BA ^ ~ [_6 2_|' 

15. a) n(n + l)/2 elementos sobre y arriba de la diagonal, b) (« - D n/2 elementos 

arriba de la diagonal. . , . f 

17 a) La inversa de una matriz triangular inferior (superior) sigue siendo triangular infe- 
rior (superior). A1 multiplicar matrices triangulares infenores (supenores) se obtie- 

ne una matriz triangular inferior (superior), b) Las diagonales pnncipales e ^ 

r n y dmMT 1 son las mismas que las de D 2 y D x , respectmamente. L x L 2 D 2 - 
D U,UT l de mode que se tiene D x = D 2 . A1 comparar los elementos fuera de 
las diagonales de L^L 2 D 2 = D X U X U 2 \ ambas matrices deben ser diagonales. 
Lf l L 2 D 2 = D 2 , D,U x U 2 x = L> 1 , D l es invertible, de modo que L t L 2 1 . 


LT l L 2 D 2 = £> 2 - D[u x uf l = £> 1 . Oi es invertible, de modo que L x l L 2 /, 


/. Asf, L x = Lr,,U 1 


‘1 

0 

o' 

‘1 

3 

5* 

0 

3 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

2 

0 

0 

1 


1 Ol [a 0 1 b/a _ ld iT 

b/a 1 L° d “ ^ 2 / a >J L° 1 

21. Apartir de B(I — A B) - (/ - BA)S seobtiene(/ - BA) -1 = B V~* By \ B \ 
una inversa expllcita en el supuesto de que B e / - AB sean Segandome- 

todo ■ si I- AB no es invertible, entonces BAx = x para alguna x diferente de cero. E 
consecuencia, ABAx = Ax, o bien, ABy = y, e I — AB podrfa no ser invertible. (Ob- 
serve que y = Ax es diferente de cero, con base en BAx - x.) 

23 - y = -0.2’ z = _ o.l] dem0d ° qUe A "‘ = ^ [-2 I’ 

25 a) En Ax = (1 0, 0), ecuacion 1 + ecuacion 2 - ecuacion 3 es 0 = 1. b) Los 

miembros derechos deben satisfacer b x + b 2 = b 3 . c) El renglon 3 se convierte 

en un renglon de ceros; no hay tercer pivote. 

27. Si B intercambia los renglones 1 y 2 de A, entonces B mtercambia las columnas 1 y 

2 de A — 1 . * — 1 

29. Si A tiene una columna de ceros, tambien BA. Asf, BA = I es imposible. No existe A . 


b/a] = 


entonces 1 1 es L — E 

1 1 1. 

elementales y cambiar — 1 a + 1. 


\ despues de invertir el orden de estas tres matrices 
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Soluciones a ejercicios seieccionados 


33. A * ones(4,l) proporciona el vector cero, de modo que A no puede ser invertible. 


13 10' 

2 7 0 1 

13 10' 

3 8 0 1 


"1 a b 1 0 0 

37. 0 1 c 0 1 0 

0 0 1 0 0 1 


13 10 

C 1 -2 1 


[/ A" 1 ]; 


[/ A- 1 ]. 


1 a 0 1 0 —b 
0 1 0 0 1 -c 
0 0 1 0 0 1 


1 0 0 1 —aac — b 

0 10 0 1 -c 

0 0 1 0 0 1 


2201 20-11 
0 2 1 0 0 2 10 


1 0 - 1/2 1/2 

0 1 1/2 0 


[/ A" 1 ]. 


41. No es invertible para c — 1 (columnas iguales), c = 2 (renglones iguales), c = 0 (co- 
lumna cero). 


43. A" 1 = 


de esta. 


110 0 
0 110 
0 0 11 
0 0 0 1 


. La matriz A 1 de 5 por 5 tiene Is en la diagonal y arriba 


/ 0] 

-C / j ’ - 


A* 1 

D- l CA~ l 


-D I 
I 0 ' 


47. Para Ax = b con A = ones(4, 4) = matriz singular y b = ones(4, 1), A\b, esco- 
ge x = (1, 0, 0, 0) y pinv(A) * b escoge la solution mas cortax = (1, 1, 1, 1)/ 4. 


4 ». A T = J A- - 


entonces A" 


-3 1/3 


, (A" 1 ) 1 = (A x )~ l 


'1 -3 

0 1/3 


; A x = A y 


2 e -1 


(A~') x = (A x )~ 1 . 


51. ((AB) _1 ) T == (B~* A -1 ) x = (A -l ) T (B -1 ) T ; (t/ _1 ) T es triangular inferior. 

53. a) x T Ay = a 2 2 = 5. b) x x A = [4 5 6]. c) Ay = ^ . 

55. ( Px) T (Py ) = x r P r Py = x T y ya que P T P = /; por lo general, Px-y = x ■ P r y f 
x ■ Py: 

"o 1 oi rn rii rii ro 1 oi rr 

001 2 • 1 7* 2 • 0 0 1 1. 

1 ° °J L 3 J l 2 J L 3 J L 1 0 °J L 2 - 

57. PAP t recupera la simetna. 

59. a) La traspuesta de R T AR es r t a t R tt = R T AR — n por n. 

b) ( R r R)jj = (columna j de R ) • (columna j de R) = longitud al cuadrado de la colum- 
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Soluciones a ejercicios seleccionados 


61. Las corrientes totales son A r y 


y-Bc + yss 
-yBc + yes 
-yes — yBs 


De cualquier forma (Ax) T y = x T (A T y ) = x B yBC + x B ;yBS — xc^bc + ^eyes *sycs 
JCs^bs- 

63. Ax ■ y es el costo de las entradas, mientras x • A T y es el valor de las salidas. 

65. Estos son grupos: triangular inferior con diagonal de unos, diagonal invertible D y las 
permutaciones P. Dos mas: permutaciones pares; todas las matrices no singulares. 

67. A1 reordenar los renglones y/o las columnas de ^ b d j se mueve el elemento a, con 
lo que no se obtiene ^ c d j. 

69. Casi seguramente, las matrices aleatorias son invertibles. 

71. Lamatriz -1,2, -1 en la section 1.7 tieneA = LDL T con = 1 - 

Conjunto de problemas 1 .7, pagina 63 


2 

-1 


-1 

2 

-1 


-1 

2 



-1 


" 1 


= 

1 

2 

1 

2 


= LDL T 
det = 5. 


2 -1 

-1 2 -1 

-1 2 

-1 


La suma de cada c 

renglon es 1, Aq c 
por lo que c 


5. («,, «2, M 3 ) = 

(jr 2 /8, 0, 

—tv 2 /8) en vez de los valores verdaderos (1,0, — 1) 

9 

-36 

30" 

7. = -36 

192 

-180 . 

30 

-180 

180 


9. La matriz de Hilbert de 10 por 10 esta muy mal condicionada. 

11. Un pivote grande se multiplica por menos que 1 en la elimination de cada elemento 
abajo del pivote. Un caso extremo, con multiplicadores = 1 y pivotes = A, A, 4, es 

" 1/2 1/2 1 " 

A = -1/2 0 1 . 

—1/2 -1 1_ 

Conjunto de problemas 2.1, pagina 73 

1. a) El conjunto de todas las (n, v), donde uyv son razones pj q de enteros. b) El con- 
junto de todas las (a, v), donde u = 0 o v = 0. 

3. C(A) es el eje x; N(A) es la recta que pasa por (1, 1); C(B ) es R 2 ; N(B) es la recta que 
pasa por (—2, 1, 0); C(Q es el punto (0, 0) en R 2 ; el espacio nulo N(C) es R 3 . 




Soluciones a ejercicios seleccionados 
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5. Reglas que no se cumplen: a) 7, 8, b) 1 c) 1, 2, 8. 

7. b), d) y e) son subespacios. No es posible multiplicar por - 1 en a) y c). No es posible 
sumar en f). 

9. La suma de dos matrices no singulares puede ser singular (A + (—A)). La suma de dos 
matrices singulares puede ser no singular. 

11. a) Una posibilidad: las matrices cA forman un subespacio que no contiene a B. 

b) Sf; el subespacio debe contener a A — B = I. 

c) El subespacio de matrices cuya diagonal principal es toda cero. 

13. Si (/ 4- g)(x) es la f(g(x )) de costumbre, entonces ( g + /)(x) es g(f(x)), que es dife- 
rente. En la regia 2 ambos miembros son f(g(h(x))). La regia 4 se rompe porque po- 
drfa no existir funcion inversa / -1 (x) tal que /(/ -1 (x)) = x. Si esta fimeion in versa 
existe, se trata del vector — /. 

15. La suma de (4, 0, 0) y (0, 4, 0) no esta sobre el piano; tiene x + y — 2z = 8. 

17. a) Los subespacios de R 2 son R 2 mismo, las rectas que pasan por (0, 0) y el punto 

(0, 0). 

b) Los subespacios de R 4 son R 4 mismo, los pianos tridimensionales n ■ v = 0, los 
subespacios bidimensionales (n t • v = 0 y n 2 • v = 0), las rectas unidimensionales 
que solo pasan por (0, 0, 0, 0) y (0, 0, 0, 0). 

19. El menor subespacio que contiene aPyLesPoR 3 . 

21. El espacio columna de A es el eje x = todos los vectores (x, 0, 0). El espacio columna 
de B es el piano x-y — todos los vectores (x, y, 0). El espacio columna de C es la rec- 
ta de los vectores (x, 2x, 0). 

23. Una combination de las columnas de C tambien es una combination de las columnas 
de A (mismo espacio columna; B tiene un espacio columna diferente). 

25. La columna adicional b agranda el espacio columna, a menos que b ya este en ese es- 
pacio: 

1 0 ll (espacio de columna mas grande) 

0 0 1 (no hay solution para Ax = b). 

1 0 ll (b incluida en el espacio de columna) 

0 1 1 (Ax = b tiene solution). 

27. Espacio columna = R 8 . Todo b es una combination de las columnas, ya que Ax — b 
es resoluble. 

"1 1 2] [12 0" 

o bien 1 0 1 ; A = 2 4 0 (columnas en la lrnea 1). 

0 1 1J [3 6 0_ 

31. R 2 contiene vectores con dos componentes: no pertenecen a R 3 . 


1 1 0 
29. A = 1 0 0 
0 1 0 



Conjunto de problemas 2.2, pagina 85 

1. x+y+z = l,x+y + z= 0.Al eambiar 1 a 0, (x, y, z) —c(— 1, 1,0) + d( — 1, 0, 1). 

f0 1 0 3l 

3. Forma escalonada U = _ _ . . ; variables libres x, , x 3 , x 4 ; soluciones espe- 

0 0 0 0 

ciales (1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0) y (0, —3, 0, 1). Consistente cuando b 2 = 2 b t . Solution 
completa (0, b u 0, 0) mas cualquier combination de soluciones especiales. 


: 


i 


438 


Soluciones a ejercicios seleccionados 


r«i r-2v-3i r-2i r-3i 

5. v = v = v i + o ; iNc> hay soluci6n! 

' w\ [ 2 L Oj 2 

7. c = 7 permite u = 1, v = 1, w = 0. El espacio columna es un piano. 


9. a) x = x 2 


b) Solution completa x 


2 

0 para 
-2 ’ cualesquiera 
1_ 

a —3b 

■ l +» 

0 


Reducida 12 0 —2 

x 2 , x 4 por R = 0 0 1 2 . 

renglones 0 0 0 0 


0 para cualesquiera 


-2 ’ x 2 x 4 
1 


1 l] \xi 


1 lj 1*2 


tiene espacio nulo = recta que pasa por ( 1, 1), pero no tiene 


solution. Cualquier b = ° tiene muchas soluciones particulares de Ax p - b. 


1111 ' 

0 0 0 0 ;R 
0 0 0 0 


'10 10 
0 10 1 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


1 -1 1 -1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 


(a) r - 1. 

(b) r = 2. 

(c) r = 1. 


15. Una matriz espacio nulo N 
17. Creo que es cierto. 


es de n por n — r. 


19. Las soluciones especiales son las columnas de N — 


'-2 - 3 ' 

-4 -5 


1 0" 

0 -2 . 
0 1 


21. Las r columnas pivote de A forman una submatriz de m por r de rango r, de modo que 
la matriz A* tiene r renglones pivote independientes, con lo cual se obtiene una sub- 
matriz invertible de r por r de A. (Los renglones pivote de A* y A son los mismos ya 
que la elimination se efectua en el mismo orden: simplemente para A no vemos las 
columnas “libres” de ceros que aparecen para A.) 

23. (uv T )(wz T ) = u(v T w)z T tiene rango 1, amenos que v T w = 0. 

25. Se tiene que AB = I, cuyo rango es n. Luego, rango(AB) < rango(A) obliga a que ran- 
go(A) = n. 

27. Si R = EA y la misma R = E*B, entonces B = (£*)" l EA. (Para obtener B, A se redu- 
ce a /? y luego se invierten los pasos de vuelta a B). B es una matriz invertible multi- 
plicada por A, cuando comparten la misma R. 

29. Debido a que R empieza con r renglones independientes, R T empieza con r columnas 


independientes (y por tanto ceros). Asi, su forma escalonada reducida es |q qJ , don- 
de / es de r por r. 


Soluciones a ejercicios seleccionados 
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Soluciones a ejercicios seleccionados 


49_ a =. o -2 ; B no puede existir porque dos ecuaciones en tres incdgnitas no pueden 
0 3_ 

tener una solucion. 

51. El rango de A es 4 — 1 = 3; la solucion completa de Ax = 0 es x = (2, 3, 1, 0). 

'1 0 -2 0‘ 

p = o 1 -3 0 con —2, —3 en la columna libre. 

0 0 0 1 

53. a) Falso. b) Verdadero. c) Verdadero (solo n columnas). d) Verdadero (solo m 
renglones). 


55. U 


'0111111' 
0 0 0 1 1 1 1 

0 0 0 0 1 1 1 

0 0 0 0 0 0 0 


0 110 0 11' 

0 0 0 1 0 1 1 (/? no proviene 

0 0 0 0 1 1 1 deesta U). 

0 0 0 0 0 0 0 


57. Si columna 1 = columna 5, entonces x 5 es una variable libre. Su solucion especial es 

(-1,0, 0, 0, 1). 

59. Es seguro que la columna 5 no tiene pivote, ya que es una combination de columnas 
anteriores y x s es libre. Con cuatro pivotes en las otras columnas, la solucion especial 
es (1, 0, 1, 0, 1). El espacio nulo contiene a todos los multiplos de (1, 0, 1, 0, 1) (una 
recta en R 5 ). 

'10 0 -4' 

61. A = 0 1 0 -3 . 

_0 0 1 —2 

63. Esta construction es imposible; dos columnas pivote, dos variables libres, solo tres co- 
lumnas. 


67. Lo mas probable es que R sea /; lo mas probable es que R sea / con el cuarto renglon 
de ceros. 

69. Cualquier renglon cero aparece despues de estos renglones: R = [1 -2 -3], 

„ ri o oi _ _ . 

R = „ „ „,/? = / 

0 10’ 


Coopnto de probletnas 2.3, pagina 98 

_i i ii h 

1. 0 1 1 c 2 = o proporciona c 3 = c 2 = = 0. Pero v x + v 2 - 4v 3 + v 4 - 0 

0 0 1 c 3 

(dependiente). 

3. Si a = 0, entonces columna 1 = 0; si d - 0, entonces ^(columna 1) - a(columna 2) 
= 0; si /= 0, entonces todas las columnas terminan en cero (todas son perpendicula- 
res a (0, 0, 1), y todas en el piano xy, deben ser dependientes). 




fACUlSTJ 



-- o 



'1 

2 3 ' 



5. a) 3 

1 2 

-+ o - 


2 

3 1 

0 - 

-1 -5 


' SdlucioheV 

fiAC| ONAL 

'■ i-.-.vAL 

. ' ( 23803 

^■ argent!na L uru ' Guav 


invertible => columnas independientes 
(hubieran podido usarse renglones). 


1 2 -3 

-3 1 2 

2 -3 1 


12-3] [1 

0 7 -7 ;A 1 

0 0 0 1 


0] la suma de las columnas 
0 , es 0 (hubieran podido 
0 usarse renglones). 


7. La suma Vi — v 2 + vj = 0 porque (ui 2 — \w$) — (icq — wj) + (t/q — w 2 ) = 0. 

9. a) Los cuatro vectores son las columnas de una matriz A de 3 por 4 con por lo menos 
una variable libre, de modo que Ax = 0. b) Dependientes si el rango de [iq v 2 ] es 
0 o 1. c) Oui + c(0, 0, 0) =0 tiene una solucion distinta de cero (tome cualquier 
criO). 

11. a) Recta en R 3 . b) Plano en R 3 . c) Plano en R 3 . d) Todo R 3 . 

13. Todas las dimensiones son 2. Los espacios renglon de A y U son los mismos. 

15. v = j(d + w) + j(v — to) y w = j(t> + w) — 4(t> — w). Los dos pares generan 
el mismo espacio. Son una base cuando v y w son independientes. 

17. Si la elimination produce uno o mas renglones cero, entonces los renglones de A son 
linealmente dependientes; 


por ejemplo, en el problema 16 


110 0 
10 10 
0 0 11 
0 10 1 


1 0 0 

-1 1 0 


1 0 0 

-1 1 0 


0 0 0 


19. Los n vectores independientes generan un espacio de dimension n. Forman una base 
para ese espacio. Si son las columnas de A, entonces m no es menor que n (m > n). 

21. C(U): Bases cualesquiera de R 2 ; MU'): (renglon 1 y renglon 2) o bien, (renglon 1 y 
renglon 1 + renglon 2). 

23. Columnas independientes => rango n. Las columnas generan R m => rango m. Las co- 
lumnas son una base para R m => rango = m = n. 

25. a) La unica soluci6n es x = 0 porque las columnas son independientes. b) Ar = b es 
resoluble porque las columnas generan R 5 . 

27. Las columnas 1 y 2 son bases para los espacios columna (diferentes) de A y U; los ren- 
glones 1 y 2 son bases para los espacios renglon (iguales); (1, — 1, 1) es una base pa- 
ra los espacios nulos (iguales). 

29. rango(A) = 2sic = 0y<i=2; rango ( B ) = 2, excepto cuando c = do c = —d. 

31. Sean tq = (1, 0, 0, 0), . . . , v 4 = (0, 0, 0, 1) los vectores de coordenadas. Si W es la 
recta que pasa por (1, 2, 3, 4), ninguno de los us esta en W 

33. a) Si no hubiera una base, serfa posible sumar mds vectores independientes, con lo 
cual se excederfa la dimension k. b) Si no hubiera una base, serfa posible elimi- 
nar algunos vectores, dejando menos que la dimension k. 
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Soluciones a ejercicios seleccionados 


35. a) Falso, podrfa no haber solucibn. b) verdadero, 7 vectores en R 5 son dependientes. 


37. a) 


0 0 0 0 0 

0 0 , 010 , 

0 OJ [0 0 0_ 

01 r o i o' 

1 . c) -10 0 

OJ [ 0 0 0_ 

-a t . 

= 0 requiere A + B + C 


0 

o' 

0 

0 

o' 

1 

0 , 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 


b) Sumar 


'0 

1 

o' 

'0 

0 

1 

1 

0 

o , 

0 

0 

0 , 

0 

0 

0 

1 

0 

0 


son una base para 
todas las 


39. y(0) — 0 requiere A + B + C = 0. Una base es cos x — cos 2x y cos x — cos 3x. 

41. y t (x), y 2 (x), y 3 (x ) pueden ser x, 2x, 3x (dim 1) o bien, x, 2x, x 2 (dim 2), o bien, x, x 2 , x 3 
(dim 3). 


Compruebe el elemento (1, 1), luego (2, 3), luego (3, 3), luego (1,2) para demostrar 
que estos cinco Ps son independientes. Cuatro condiciones sobre los nueve elementos 
hacen que las sumas de renglones y columnas sean iguales: suma del renglon 1 = su- 
ma del renglon 2 = suma del renglon 3 = suma de la columna 1 = suma de la colum- 
na 2 (= suma de la columna 3 es automatico porque suma de todos los renglones = 
suma de todas las columnas). 

45. Si la matriz [A b] de 5 por 5 es invertible, b no es una combinacion de las columnas 
de A. Si [A b\ es singular y las columnas de A son independientes, b es una combina- 
cion de estas columnas. 


Conjunto de problemas 2.4, pagina 1 1 0 

1. Falso; lo unico que se sabe es que las dimensiones son iguales. El espacio nulo izquier- 
do tiene una dimension mas pequena dim = m — r. 

3. C(A): r = 2, (1, 0, 1) (0, 1,0); N(A ): n - r = 2, (2, -1, 1, 0), (-1, 0, 0, 1); 
C(A t ): r = 2, (1, 2, 0, 1), (0, 1, 1, 0); A(A T ): m - r = 1, (-1, 0, 1); 

C(U ): (1, 0, 0), (0, 1, 0); N(U): (2, -1, 1, 0), (-1, 0, 0, 0); 

C(U T ): (1, 2, 0, 1), (0, 1, 1, 0); 1V(A T ): (0, 0, 1). 

5. A multiplicada por cada columna de B es cero, de modo que C(B) esta contenido en el 
espacio nulo N(A). 

7. Con base en Ax = 0, el espacio renglon y el espacio nulo deben ser ortogonales. Con- 
suite el capftulo 3. 

'1 2 4 

9. [1 2 4]; 2 4 8 tiene el mismo espacio nulo. 

[3 6 12 

11. Si Ax = 0 tiene una solucion diferente de cero, entonces r <n y C(A T ) es menor que 
R". Asf, A J y = f no es resoluble para alguna f. Ejemplo: A = [1 1] y / = (1, 2). 

13. d = bcla\ el unico pivote es a. 

15. Con columnas independientes: rango n; espacio nulo = {0}; el espacio renglon es R"; 
inversa izquierda. 

17. A = (1 1 0]; B = [0 0 1]. 


- ' 


Soluciones a ejercicios seleccionados 
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19. No: por ejemplo, todas las matrices invertibles de n por n tienen los mismos cuatro 
subespacios. 

'1 O' 

21. a) 1 0 • b) Imposible: dimensiones 1 + 1 # 3 c) [1 1], 



e) Imposible: espacio renglon = espacio columna requiere m — n. 


Asf, m — r = n — r. 


23. A invertible: base del espacio renglon = base del espacio columna = (1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0, 0, 1); las bases del espacio nulo y del espacio nulo izquierdo son vacfas. B: base 
del espacio renglon (1, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 1, 0) y (0, 0, 1, 0, 0, 1); base del espa- 
cio columna (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1); base del espacio nulo (—1, 0, 0, 1, 0, 0), (0, 
— 1, 0, 0, 1, 0) y (0, 0, — 1, 0, 0, 1); la base del espacio nulo izquierdo es vacfa. 

25. a) El espacio renglon es igual al espacio nulo. En consecuencia, el rango (dimension 
del espacio renglon) es el mismo. b) El espacio columna es igual al espacio nulo 
izquierdo. Mismo rango (dimension del espacio columna). 

27. a) La inexistencia de una solucion significa que r< m. Siempre se tiene r < n. No es 
posible comparar my n. 

b) Si m — r > 0, el espacio nulo de A T contiene un vector diferente de cero. 

29. Base del espacio renglon (1, 2, 3, 4), (0, 1, 2, 3), (0, 0, 1, 2); base del espacio nulo 
(0, 1, —2, 1); base del espacio columna (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1); el espacio nulo iz- 
quierdo tiene una base vacfa. 

31. Si Av = 0 y v es un renglon de A, entonces v ■ v = 0. Solo v — 0 en ambos espacios. 

33. Renglon 3 — 2(renglon 2) + renglon 1 = renglon cero, de modo que los vectores c(l, 
—2, 1) estan en el espacio nulo izquierdo. Ocurre que los mismos vectores estan en el 
espacio nulo. 

35. a) u y w generan a C(A). bjuyj generan a C(A T ). c) Rango < 2 si u y w son depen- 
dientes o v y z son dependientes. d) El rango de uv r + wz T es 2. 

37. a) Verdadero (mismo rango). b) Falso (A = [1 0]. c) Falso (A puede ser inver- 
tible y tambien no simetrica). d) Verdadero. 

39. Un = 1, U\2 ~ 0, Ct \ 3 — 1, £222 = &32 “ L £231 = 0, £223 = 1> ®33 ™ ®2l “ 1 

(no es unica). 

41. Rango r — n significa espacio nulo = vector cero y x„ = 0. 


Conjunto de problemas 2.5, pagina 122 



— 1 ; N(A) contiene multiplos de 
- 1 _ 



; N(A t ) contiene multiplos de 


3. La suma de los elementos en cada renglon es cero. Por tanto, cualquier combina- 
cion posee esa misma propiedad: /j + f 2 + f 3 = 0; A T y = / => y i + y 3 = fi, 
— y, + y 2 = / 2 , — y 2 — y 3 = / 3 fi + f 2 +/ 3 =0- Significa que la corriente to- 
tal que entra desde el exterior es cero. 


Soluciones a ejercicios seleccionados 


Cj + C3 
-ct 
-C3 


~c 1 

Cl + c 2 

-c 2 


-c 3 
— c 2 

C 2 + C3 


Cj + C3 
“Cl 


“Cl 

Cl + c 2 


tiene pivotes Ci + c 3 . 


C1C3 + c t c 2 + c 2 c 3 
Cj +c 3 

Las condiciones sobre b son b\ + £4 — bs = 0, b 3 — bn + be = 0, b 2 — b 5 + = 0. 


3 

-1 

-1 

~r 


Cl + c 2 + c 5 

“Cl 

-c 2 

-C5 

-1 

3 

-1 

-1 


“Cl 

Cl + C 3 + C4 

-c 3 

-C4 

-1 

“1 

3 

-1 

’ 

-C 2 

“C 3 

c 2 + c 3 + ce 

“C« 

-1 

-1 

-1 

3 


-C5 

-c 4 

c 6 

Ca + C5 + Cg 


; cs que se unen con el nodo j ahora aparecen en el renglon j. 

0 0 0 -1 1 0] [> 1 ] [o' 

1 0 0 -1 0 1 y 2 0 r- 

0 k 


2 ° 
0 5 

0 0 


0 0 


0 0 


1 0 y x 

0 1 y 2 

1 0 y 3 

0 -1 y 4 

0 0 xi 


0 0 0 0 
-10 0 0 


13. Hay 20 elecciones de 3 aristas de 6 , ya que “6 en 3” = 


20 . Cuatro elecciones 


proporcionan triangulos, dejando 16 arboles generadores. 

15. Creo que ya esta considerada. 

17. 9 nodos - 12 aristas + 4 ciclos = 1 ; 7 nodos — 12 aristas + 6 ciclos = 1 . 

19. Con jc = (1, 1, 1, 1) se obtiene Ax = 0; asf, A T Ax = 0; de nuevo, el rango es n 


( M~)ij &i [<2\ j ~i~ * A di n CL n j 

y se obtiene a ik a kj — 1 cuando hay una rata 
de 2 pasos que va de i a k a j. Observe las 
tres rutas que van de un nodo a si mismo. 


Cenjumto de probiemas 2.6, pagina 133 


0 

-r 

'0 

o' 

0 

Oj’ 

0 

0 


1. Rotacion 


3. ||Ax|| 2 = 1 siempre produce una elipse. 

5. Son transformados a (1, 3), (2, 6), (—1, —3). El eje x gira; las rectas verticales se des- 
plazan hacia arriba o hacia abajo, pero permanecen verticales. 


Matriz de ° 2 0 

0 0 0 ^ 

segundas . El espacio nulo es generado por (1, 0, 0, 0) y (0, 1, 0, 0), 

derivadas ° ° ° ° 

0 0 0 oj 

que proporcionan una P x lineal. Las segundas derivadas de funciones lineales son ce- 


Matriz de 
7. segundas 
derivadas 


5 

; 


I 


Soluciones a ejercicios seleccionados 


segundas derivadas de cubicas son lineales. 

9. e‘ y e~' son una base para las soluciones de u" 


11 . 

cos 9 

sen& 

13. 

a) Sf. 

15. 

A = ' 


17. A 


10 0 0 
0 0 10 
0 10 0 
0 0 0 1 

'0 0 O' 
10 0 
0 1 0 ,B 
0 0 1 


y A 2 = /; la doble traspuesta de una matriz 
proporciona la matriz misma. 

Observe que A 23 = 1 porque la traspuesta 
de la matriz 2 es la matriz 3. 


0 10 0 

;B = 0 0 1 0 ; AB = 

0 0 0 1 


0 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
0 0 0 


[1 

0 

O' 

; BA = 0 

1 

0 

|o 

0 

1 


19. a) es invertible con T '(y) — y U3 : c) es invertible con T l (y) = y — 11. 

21. Con w = 0, la linealidad proporciona T(v + 0) = T(v) + T( 0). Asi, T(0) = 0. Con 
c — —1, la linealidad proporciona T(— 0) = —T( 0). Con certeza T(— 0) = r(0). Asf, 
T( 0) = 0. 

23. S(T(v)) = S(v) = v. 

25. b) y c) son lineales, a) falla T(2v) = 2 T(v), d) falla T(v + w) = T(v) + T(w). 

27. T(T(v )) =(v 3 ,v u v 2 y, T\v) =v; T 100 (v) = T(T"(v)) = T(v). 

29. a) T(l, 0) = 0. b) (0, 0, 1) no esta en el rango. c) T(0, 1) = 0. 

31. La ley asociativa proporciona A(M X + M 2 ) = AM X + AM 2 ■ La ley distributiva aplica- 
da a las cs proporciona A(cM) = c{AM. 

33. Con ninguna matriz se obtiene A ^ ® = q q • Para los profesores: la dimen- 

sion del espacio de matrices es 4. Las transformaciones lineales en ese espacio deben 
provenir de matrices de 4 por 4 (16 parametros). Las multiplicaciones por A en los pro- 
biemas 31 y 32 son transformaciones especiales con s61o 4 parametros. 

ns TV T \ n a .f ro bi T'/ n xr\. ' -A. 11 t, /r r a 01 , , , ^ 


33. Con ninguna matriz se obtiene A 


35. T(I) = 0 pero M ■■ 


37. a) M 


T(M); estas llenan el rango. M ■ 


c) ad = be. 


en el nucleo. 


39. Reordenar la base con la matriz permutation ; cambiar las longitudes por medio de la 
matriz diagonal positiva. 

I a a 2 A 4 

41. 1 b b 2 B = 5 ; el determinante de VanderMonde = (b — a)(c — a ) 

1 c c 2 C 6 

(c — b ); los puntos a, b y c deben ser distintos, y asi el determinante # 0 (es posible 
interpolar). 

43. Si T no es invertible, entonces T(v 1 ), . . . , T(v n ) no es una base. Asf, no es posible 
escoger w t = T(vi) como base de salida. 

45. S(T(v)) = (-1, 2), pero S(v) = (-2, 1) y T(S(v )) = (1, ~2). Asf, TS A ST. 


Conjunto da prablemas 3.1, pagina 148 
1. ||x|| = V2l; ||y || = 3V2; x T y = 0. 

3. (x 2 /x l )(y 2 /yi) = -1 significa que x t yi + x 2 y 2 = 0, de modo que x T y = 0. 

5. Dj y u 3 son ortogonales, asi como v 2 y v 3 . 

7. x = (-2, 1, 0); y = (-1, -1, 1); el renglon z = (1, 2, 1) es ortogonal al espacio nulo. 
9. El complemento ortogonal es la recta que pasa por (—1, — 1, 1) y (0, 0, 0). 

11. Si A T y = 0, entonces y l 'b = y 1 Ax = (y T A)x = 0, lo cual contradice que y r b A 0. 
13. La figura separa cualquier y en R m en la parte del espacio columna + la parte del es- 
pacio nulo izquierdo. '■ 

15. No puede existir una matriz asi, ya que (1,2, 1) T (1, —2, 1) y 6 0. 

17. La matriz con la base para V como sus renglones. Asi, el espacio nulo es V x = W. 
19. a) Si V y W son rectas en R 3 , V x y W x son pianos que se cortan. b) V. 

21. (1,2, — l)es perpendicular a P. A = J | ^ tiene N(A) = P; B = [1 2 — 1] 

dene espacio renglon = P. 


A ~ 2 2 ti ene subespacios = cuatro rectas; (1, 1) ortogonal a (— 1, 1), (1, 2) or- 

togonal a (—2, 1). El espacio renglon siempre es perpendicular al espacio nulo L. 


’12-3] [2] IT] [’ll [1 

25. a) 2—3 1 . b) —3 no es ortogonal a 1 . c) 1 en C(A) y 0 

3 5 -2 5 1 1 0 


en MA t ) es imposible: no son perpendiculares. d) A = j _ . tiene A 2 — 0. 
e) (1,1,1) esta en el espacio nulo y en el espacio renglon; no existe una matriz asi. 

27. a) Si Ax = b tiene una solucion y A T y = 0, entonces b r y = (Ax) T y =0. b) b no 
esta en el espacio columna; asi, no es perpendicular a ninguna y en el espacio nulo 
izquierdo. 

29. x = x r + x n , donde x r esta en el espacio renglon y x n esta en el espacio nulo. Asi, 
Ax n = 0 y Ax = Ax r + Ax n — Ax r . Todos los vectores Ax son combinaciones de 
las columnas de A. Si x = (1, 0), entonces x r = (l/2, l/2). 

31. a) Para una matriz simetrica, el espacio columna y el espacio renglon son iguales. 
b) x esta en el espacio nulo y z esta en ei espacio columna = espacio rengldn; por tan- 
to, estos “vectores caracterfsticos” tienen x T z = 0. 

33. x se separa en x r + x„ = (1, —1) +(1,1) = (2, 0). 

35. Ax = Bx significa que [A B ] £ _ x . ] = 0. Tres ecuaciones homogeneas en cuatro 

incognitas siempre tienen una solucion diferente de cero. Aqui x = (3, 1) y x = (1,0), 
y Ax = Bx — (5, 6, 5) estan en ambos espacios columna. ;Dos pianos en R 3 (que 


Soluciones a ejercicios seleccionados 


447 


37. A T y = 0 proporciona (Ax) T y = x T A T y = 0. Asi, y _LAx y N(A T ) ± C(A). 

1 3 l" 

39. S x es el espacio nulo de A = En consecuencia, S x es un subespacio in- 

cluso si S no lo es. L - 

41. Si V es todo R 4 , entonces V x solo contiene al vector cero. Asi, (V x ) x = R 4 = y. 
43. (1, 1,1,1) es una base de P x . El espacio nulo de A = [1 1 1 1] es el piano P. 

45. La columna 1 de A 1 es ortogonal al espacio generado por los renglones 2o 

n-esimo de A. 

2 2-1 

47. A = -1 2 2 , 

2 -1 2j 

A t A = 91 es diagonal : (A T A) ij = (columna i de A) • (columna j). 

49. a) (1, — 1, 0) esta en ambos pianos. Los vectores normales son perpendiculares, jy los 
pianos siguen cortandose! b) Se requieren tres vectores ortogonales para generar 
todo el complemento ortogonal en R 5 . c) Las rectas pueden cortarse sin ser orto- 
gonales. 

51. Cuando AB = 0, el espacio columna de B estd contenido en el espacio nulo de A. En 
consecuencia, dimension de C(B) < dimension de N(A). Esto quiere decir rango 
( B ) < 4 — rango(A). 


Conjunto de problemas 3.2, pagina 157 

1. a) (x + y)/2 > Jxy (media aritmetica > media geometrica de x y y). 

b) l|x+y|j 2 < (||x|| + ||y||) 2 significa que (x +y) T (x +y) < ||x|| 2 +2||x||||y||-H|y|| 2 . 
El miembro izquierdo es x T x + 2x T y + y T y. Despues de cancelar lo anterior, se 
obtienex T y < ||x||||y||. 

3. p = (10/3, 10/3, 10/3); (5/9, 10/9, 10/9). 

T 

5. cos 9 = 1/Vn , de modo que 9 = arccos(lA/n); P = : [1 /n ■■■ 1/n] = 

1 1 
todos los elementos — . 


7. Se escoge b = (1, . . . , 1); la igualdad ocurre si n I 
la a b). 

p p 2 _ aa T aa T _ a(a T a)a r _ aa T _ 

a T aa r a (a T a)(a T a) a T a ^ 


11. a) P = “ | ; 

.To lo. 


a n (entonces a es parale- 


b) P\ + P 2 


f0 01 

Pi Pi — q q • La suma de las proyecciones sobre dos rectas perpendiculares 

proporciona el vector mismo. La proyeccion sobre una recta y luego una recta per- 
pendicular proporcionan el vector cero. 


13. Traza = + ■■■ + 

a. n ^ n 
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Soluciones a ejercicios seleccionados 


15. ||Ax|| 2 = ( Axf(Ax ) = xA t Ax, ||A t x|| 2 = (A T ;t) T (A t jc) = x4A t jc. Si A t A = AA T , en- 
tonces ||Ax|| = )|A T x|l. (Estas matrices se denominan normales). 

17. a) a J b/a T a = 5/3; p = (5/3, 5/3, 5/3); e = (-2/3, 1/3, 1/3) tiene e T a = 0. 
b) a T b/a T a = —1; p = (1, 3, 1) = b y e — (0, 0, 0). 


1 1 1 

1 1 1 = Pf y P\b 

1 1 1 


5 

5 ,P 2 


1 3 1 

3 9 3 y 
1 3 1 


1 1 -2 -2 

21- P t = - -2 4 4 , P 2 = - 

y [-2 4 4J y 

PiP 2 — matriz cero porque a x J_ a 2 . 
23. P x +P 2 + P 3 


4 -2 


-2 4 

1 - 2 = 1 . 


I " 2 4 4j ’ 1-2 -2 lj * [ 4 -2 4J 

25. Debido a que A es invertible, P = A(A T A) _ 1 A T = AA-'(A T ) - 1 A T = / : proyectar 
sobre todo R 2 . 

Conjunto de probiemas 3.3, pagina 170 

1. x = 2; E 2 = (10 — 3x) 2 + (5 - 4x) 2 es minimizado; (4, -3) T (3, 4) = 0. 


] ; p = 5 ;b - p 


_ 2 
3 


es perpendicular a ambas columnas. 


5. = 4, 5, 9 en 1 = — 1, 0, 1; la mejor recta es 6 + (5/2)1; p = (7/2, 6 , 17/2). 

' 1 1/2 0 

7. P = A(A T A)-‘A T = 1/2 1/2 -1/2 . 

_ 0 - 1/2 1 

9. a) P 1 = (P 1 P) 1 = P . Asi, P = p T p = p 2 . b) P proyecta sobre el espacio 
Z = {0}. 

11. P + Q = I, PQ = 0, trasponer a QP = 0, de modo que (jP — Q)(P — Q) — P ~ 
0-0 +Q = I. 

13. La mejor recta es 61/35 - (36/35)1; p = (133/35, 95/35, 61/35, -11/35) a partir 
de C = Dt. 

15. H 2 = (/ — 2P) Z = I - 4P + 4 P 2 = I — 4P + 4P = I ■ Con dos reflexiones se 
obtiene I. 

1*7 T o paKto v —1— a > — — A — — c rvKfA ( 1 1 \ f 1 j 


17. La proyeccion sobre x + y = 0 = Proyeccidn sobre ( — 1 , 1) 


- 1/2 1/2 


19. La matriz proyeccion sobre el espacio renglon deberfa ser A T ( A A T ) 1 A si los renglo- 
nes fuesen independientes. 


Soluciones a ejercicios seleccionados 
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Sofuciones a ejercicios seieccionados 


3. Proyeccidn sobre ay. (-2/3, l/3, -2/3); la suma es ft mismo; observe que a x a I, a 2 aj, 
a 3 aj son proyecciones sobre tres direcciones ortogonales. Su suma es la proyeccion 
sobre todo el espacio y debe ser la identidad. 


5. (/ — 2 um t ) t (/ —2uu t ) = I -4uu T + 4uu T uu r = I; Q 


7. ( Xl q { + • • • + x n q n ) T (x x q l +■■■+ x n q n ) = x* + ■ • • +x£ => H*B‘ -b‘*- 
x\ + • • • 4- x\. 

9. La combinacion mas proxima de q 3 es 0<j l + 0r? 2 . 

11. Q es triangular superior; la columna 1 tiene q n = ± 1; por ortogonalidad, la columna 
2 debe ser (0, ± 1, 0, ... ); por ortogonalidad la columa 3 es (0, 0, ± 1, . . . ); y asi su- 
cesivamente. 

'0 0 ll [0 0 ll fl 1 1 

13 . A = 0 1 1 = 0 1 0 011= QR- 

Ill 1 0 0 0 0 1 _ 


+ xl => mi 2 


1 0 0 0 0 1 


2/3 ,q 2 = 1/3 ,q 3 


'3 3 ' 

0 75 


2/3 esta en el espacio nulo izquierdo; 
1/3 


c - WM = f 1 

Ulb\ W 

17. Rx = Q J b proporciona 


= ’ 5 / 3 

0 


y x = 


19. C* - (qJC*) q 2 es c (, qjc ) q , - (qjc) q 2 porque q Jq x = 0. 

21. Por ortogonalidad, las funciones mas proximas son 0 sen 2x = 0 y 0 + Ox = 0. 

23. a 0 = l/2,ai =0 ,bi =2/n. 

25. La recta mas proxima es y = 1/3 (horizontal, ya que (x, x 2 ) = 0). 

27. (1/V2, -1/V2,0,0),(1/V6, 1/76^2/76,0), 

(-1/273, -1/273, 1/273, -1/73). 

29. A = a = (1, -1,0, 0); B =b—p = (5, 3, -1. 0) ;C =c-p A ~PB = 5» 5’ -1 )- 

Observe el patron en estos vectores ortogonales A,ByC. Luego, (1, 1, L l)/ 4 - 
31. a) Verdadero b) Verdadero. Qx = x iq] +x 2 q 2 . ||£>*ll 2 = xf +x\ porque qjq 2 — 0. 

Conjunto de problemas 3.5, pagina 196 


'4 

0 

0 

o' 


'16 

0 

0 

O' 

0 

0 

0 

4 

174 — 

0 

16 

0 

0 

0 

0 

4 

0 

, jT — 

0 

0 

16 

0 

0 

4 

0 

0 


0 

0 

0 

16 


3. La submatriz es F 3 . 

5. e Lx = -1 para jc = ( 2 k + l)n , e h 


■ i para Q = 2 kn + n/2, k es entero. 


Soluciones a ejercicios seieccionados 


s * * w 


7. c = (1, 0, 1, 0). 

9. a ) y = F veces (1, 0, 0, 0) = columna cero de F = (1, 1, 1, 1). 
b) c = (1, 1, 1, l)/4. 


13. c 0 = (/o + /i+/2+/3)/4,c, =(/ 0 -i/,-/2+i/3)/4,c 2 =(/o-/ 1 +/ 2 -/ 3 )/4, 

<b = (/o +»7i — /2 “ i/3)/ 4; /impar significa/o = 0, f 2 = 0, f 3 = -/1. Luego c 0 = 0, 
c 2 — 0, c 3 = —ci de modo que c tambien es impar. 


'1 


1 

1 

1 

2 

1 




"1 


'1 

1 

1 

17. D = 

g2ni/6 

y F 3 = 

1 

g2ni/ 3 

g 4jri/3 


e 4rzi/6 

1 

e 4>r ‘/ 3 

e 2xi/1 


"0 1 O' 

19 . A = diag(l, i, i 2 , i 3 ); P = 0 0 1 y P T lleva a X 3 — 1 =0. 

1 0 o' 

21 . Valores caractensticos e 0 = 2 — 1 — 1 =0, ei = 2 — i — i 3 = 2, e 2 = 2 — ( — 1) — 
( — 1) = 4, e 3 —2 — i 3 — i 9 — 2 Compruebe traza 0 + 2 + 44-2 = 8 . 

23 . Las cuatro componentes son (co + c 2 ) + (ci + c 3 ); luego, (co — c 2 ) + i(c 1 — c 3 ); 
luego, (c 0 + c 2 ) — (a + c 3) ; luego, (co — c 2 ) — i(c\ ~c 3 ). jEstos pasos son la TFR! 

Conjunto de problemas 4.2, pagina 206 

1. det(2A) = 8 y det(— A) = (— l) 4 det A = | y det(A 2 ) = | y det(A -1 ) = 2. 

3 . Por la regia 5, las operaciones en los renglones dejan sin modificar a det A. Luego, al 
multiplicar un renglon por — 1 (regia 3) se obtiene la regia del intercambio de renglo- 
nes: det B = —det A. 

5. Para la primera matriz, con dos intercambios de renglones se obtiene la matriz identi- 
dad. La segunda matriz requiere tres intercambios de renglones para Uegar a I. 

7. det A = 0 (singular); det U = 16; det U T = 16; det LT'" 1 = 1/16; det M = 16 (dos in- 
tercambios). 

9. El nuevo determinante es (1 — mi) (ad — be). 

11. Si |det Q\ no es 1, entonces det O" — (det Q) n se inflana o tendena a cero. Pero O' si- 
gue siendo una matriz ortogonal. Asi, det Q debe ser 1 o — 1 . 

13. a) Con la regia 3 (factorizar — 1 de cada renglon) se obtiene det ( K r ) = (— l) 3 det K. 
Asi, con —det K = det K T = det K se obtiene det K = 0. 


0 0 1 

0 1 0 

-10 0 
0 0 0 


tiene det 


b) 
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Soluciones a ejereicios seleccionados 


15. Sumar cada columna de A a la primera columna la hace una columna cero, de modo 
que det A = 0. Si la suma de todo renglon de A es 1 , entonces la suma de todo rengidn 
de A — I es cero y det (A — T) = 0. 

"1 i" 

Sin embargo, det A no debe ser 1 : A = 2 2 tiene det (A — I) = 0, aunque det 

A = 0 # 1. U 2. 

17. det (A) = 10, det (A" 1 ) = det (A - AJ) = A. 2 - 7X + 10 = 0 para X = 5 y 

A. = 2. 

19. A1 tomar determinantes se obtiene (det C)(det D) = (-D^detDXdetC). Para n par 
el razonamiento fracasa (porque (- 1)" = + 1) y la conclusion es erronea. 
d —b 

21. det(A _1 ) = det ad Z bc ad ~ bc 
.ad — be ad — be 
23. Determinante = 36 y determinante = 5. 

25. det(L) = 1, det (17) = -6, det(A) = -6, det(17- 1 L'' 1 ) = -g,y 
det( U~ l L~ l A) = 1. 

27. Renglon 3 — renglon 2 = renglon 2 — rengidn 1, de modo que A es singular. 

29. A es rectangular, de modo que det(A T A) f (det A T )(det A): dstas no estan defmidas. 

31. Los determinantes de Hilbert son 1, 8 X 10~ 2 , 4.6 X 10 -4 , 1.6 X 10 7 , 3.7 X 10 12 , 
5.4 X 10 -18 , 4.8 X 10 -25 , 2.7 X 10~ 33 , 9.7 X 10 -43 , 2.2 X 10 -53 . Los pivotes son ra- 
zones de determinantes, asi que el decimo pivote esta proximo a 10 -53 /10~ 43 = 10~ 10 : 
demasiado pequeiio. 

33. Los determinantes mas grandes de las matrices 0- 1 para n = 1, 2, .... son 1, 1, 2, 3, 
5, 9, 32, 56, 144, 320, en la pagina web www.mathworld.wolfram.com/Hadamards- 
MaximumDeterminantProblem.htm/y tambien en la “On-Line Encyclopedia of Inte- 
ger Sequences”; www .research.att.com. Con — Is y Is, el determinante de 4 por 4 mas 
grande es 16 (consulte Hadamard en el indice). 

35. det(/ + AT) = 1+a+b+c+d. Reste el rengidn 4 de los renglones 1, 2 y 3. 
Luego, reste a(renglon 1) + K rengidn 2) + c(renglon 3) del rengidn 4. A1 hacer lo an- 
terior, se queda con una matriz triangular con 1, 1, 1, y 1 + a + b + c + d ensn dia- 
gonal. 

Gonjunto de probiemas 4.3, pagina 215 

1. a) ai 2 a 2 i« 34 a 43 = 1; par, de modo que det A = 1. 

b) b l3 b 2 2 b 3 \b l4 = 18; impar, de modo que det B = —18. 

3. a) Verdadero (regia del producto). b) Falso (todo Is). 

c) Falso (det [ 1 1 0; 0 1 1; 1 0 1] =2). 

5. Ei cofactor 1, 1, es F„_j. El cofactor 1, 2 tiene un 1 en la columna 1, con cofactor 
F„_ 2 . Multiplique por (- 1) 1+2 y tambien -1 para encontrar F„ — F„- x + F„_ 2 . Asl, 
los determinantes son numeros de Fibonacci, excepto que F„ es el F„_ i de costumbre. 

7. Desarrollo por cofactores: det = 4(3) —4(1) + 4(— 4) —4(1) = —12. 


ad — be _ 1 

{ad — be) 2 ad — be 
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9. a) ( n — l)n\ (cada termino n — 1). b) ( 1 + — + - • - + ^ n i 

J V 2! (n-iyj ■ 

c) ~(n 3 +2 n- 3). 


0 A] 17 0' 

-B 1 B I 


AB A 


det(AF); A 


^ det 7 0 

0 I ’ B I 


rango (AB) < rango (A) < n <m. 


1 =>■ det 


: det (4 B). Compruebe A = [1 2], B - 


[1 2], det 


0 = det (AS). Singular: 


13. det A = 1 + 18 + 12 — 9 — 4 — 6 = 12, de modo que los renglones son indepen- 
dientes; det B = 0, por lo que los renglones son dependientes (renglon 1 + renglon 
2 = renglon 3); det C — — 1, C tiene renglones independientes. 

15. Cada uno de los seis terminos en det A es cero; el rango es cuando mucho 2; la colum- 
na 2 carece de pivote. 

17. an a 23 a 32 a 44 tiene — , a 14 a 2 3a32«4i tiene +, de modo que det A = 0; 
det 5 = 2 • 4 • 4 • 2 - 1 • 4 • 4 • 1 = 48. 

19. a) Si a u = a 22 = a 33 = 0, entonces es seguro que cuatro terminos son cero. 
b) Quince terminos son cero. 

21. j Algun termino a la a 2fi ■ • • a na en la gran formula es diferente de cero! Mueva los ren- 
glones 1,2 , ,n hacia los renglones /3, ... ,w. Por tanto, estas as distintas de cero 
estan sobre la diagonal principal. 

23. 4!/2 = 12 permutaciones pares; det (I + P par ) = 16 o 4 o 0 (16 proviene de / + 1). 



3 

2 

ll 

4 

0 

o' 

25. 

C = 2 

4 

2 y AC t = 

0 

4 

0 


1 

2 

3 J 

_0 

0 

4 

27. 

1 B n \ = |A„ 

1 - 

|A„_,| = («+!) 

- 

n = 

1 . 


29. Es necesario escoger Is de las columnas 2 y 1, de las columnas 4 y 3 y asf sucesiva- 
mente. En consecuencia, n debe ser par a fin de tener det A n 0. El numero de inter- 
cambios es por lo que C„ = (— l) n/2 . 

31. 5 1 = 3, S 2 — 8, S 3 = 21. Parece que la regia es que cada segundo numero en la suce- 
sion de Fibonacci .... 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . , por lo que la conjetura es S 4 = 55. 
Los cinco terminos diferentes de cero en la gran formula para S 4 son (con numeros 3 
donde ei problema 39 tiene numeros 2) 81 + 1— 9 — 9 — 9 = 55. 

33. A1 cambiar 3 por 2 en el vertice el determinante F 2lt+2 se reduce por 1 multiplicado 
por el cofactor de ese elemento del vertice. Este cofactor es el determinante de 
(un tamano menor), que es F^. En consecuencia, al cambiar 3 por 2 se modifica el de- 
terminante a F ^+2 — F 2n , que es F^+i- 

35. a) Todo det L = 1; det U k = det A* = 2, 6, -6 para k= 1, 2, 3. 


b) Pivotes 5, | , | . 


37. Los seis terminos son correctos. Renglon 1—2 renglon 2 
que la matriz es singular. 

39. Los cinco terminos diferentes de cero en det A = 5 son 
( 2 )( 2 )( 2 )( 2 ) + ( — 1 )( — 1 )( — 1 )( — 1 ) - ( — 1 )(— 1 )( 2 )( 2 ) 
— ( 2 )(— 1 )(— 1 )( 2 ). 


2 renglon 2 + renglon 3 = 0, de modo 


( 2 )( 2 )( — 1 )( — 1 ) 
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41. Con a u '= 1, el determlaante de la matriz —1, 2, —1 es det 1 y la in/e.sa 
(A -1 ),-; - n + 1 - mdx (/,/). 

43 A1 restar 1 del elemento n, n se resta su cofactor C m del detemunante. Este cofac or 
' es Cnn = 1 (la menor matriz de Pascal). A1 restar 1 de 1 se obtiene 0. 

Conjunto de problemas 4.4, pagina 225 

[20 -10 -121 1 \ 2 ° ~ 10 ~* 2 
1. detA=20;C T = 0 5 0 ; AC T = 20/; A~‘ = ^ 0 5 0 . 

0 0 4 L 0 o 4 J 

3 . ( x , y) = (d/( ad - be), -c/( ad - be)); (x, y, z) = (3, -1, -2). 

5. a) El area de ese paralelogramo es det [_ 2 ~] , por lo que el area del triangulo ABC 

es i 4 = 2. b) El triangulo A'B'C tiene la misrna area; simplemente se ha movido ha- 

cia el origen. . , D 

7. Los pivotes de A son 2, 3 y 6 a partir de los determinantes 2, 3, y 36; los pivotes de B 

son 2, 3 y 0. 

9. a) P 2 lleva (1, 2, 3, 4, 5) a (3, 2, 5, 4, 1). 

b) P -1 lleva (1, 2, 3, 4, 5) a (3, 4, 5, 2, 1). 

U. Las potencias de P son todas las matrices permutacion, por lo quefmaknente una de 
esas matrices debe repetirse. Si P r es la misma que P s , entonces _• 

13. a) det A = 3, det B, = -6, det S 2 = 3, de modo que x t = -6/3 - 3 2 y *2 
3/3 = L b) 1A| = 4, |B,| = 3, |B 2 | = -2, |B 3 | = L Por tanto, *i - * *2 " 2 

y x = - 

i5. a) l = \ y x 2 = no hay solucion. b) « § y *2 = 5 : indeterminada. 

17 Si la primera columna de A es tambien el miembro derecho b, entonces det A - det 
8, “Lo 8, como 8, son singnlarcs. ,« que se repit. un, column,. E„ conacu.nca, 

X, = IBil/lAI = 1 y x 2 = X 3 = 0. 

19. Si todos los cofactores = 0 (incluso en un solo renglon o en una sola columna), enton- 
ces det A = 0 (no hay inversa). A = [} j] no tiene cofactores cero pero no es inver- 

21 Si det A = 1 y se conocen los cofactores, entonces C T = A -1 y tambien det A 1 = L 
' Debido a que A es la inversa de A -1 , A debe ser la matriz de cofactores de C. _ 
23. Una vez que se conoce C, el problema 22 proporciona det A = (det C) • 

Asl, es posible construir A~ l = C T /det A usando los cofactores conocidos. Para en- 

contrar A es necesario invertir. 

25. a) Cofactores C 2 i = C31 = C32 = 0. 

b) C a = C21. C31 = C13, C32 = C 23 hace simetrica a S ■ 

27. a) Area I 3 Jl = 10- b) Area del tridngulo = 5. c) Area del triangulo = 5. 

2 111 

29. a) Area I 3 4 1 = 5- b) 5 + nueva area del triangulo i 0 5 1 = 5 + 7 = 12. 

2 0 5 1 ' 1 

31. Las aristas del hipercubo tienen longitud vT+TTT +T = 2. El volumen det He s 
2 4 = 16. (H/2 tiene columnas ortonormales. Asl, det {H/ 2) - 1 lleva de nuevo <1 e 

H = 16). 


i-BCUi. 
U ;\! • 'v 


. ha, gp^£vaA.(57» 

I PWTF 

A 1 

33. A ./?. 


del URUGUAY 


. C O i .2, C ! O M A L 


iiQNAL ... 
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. --*-15541 / -’23803 

Ver’ A + B + D (not C). 

1 B Areas de mismas rectangulo A = 2(triangulo a) 
bases y mismas rectangulo B = 2(tri£ngulo b) 

D alturas rectangulo D = 2(triangulo d). 

X\ Por lo que los triangulos a + b + d = |(a;xj/2 — x 2 yi). 


Compruebe un ejemplo con (a, b) — (3, 2), (c, d) = (1, 4) y drea = 10. La recta des- 
de (0, e) en el paso 3 tiene pendiente c/a y su ecuacion es y = e + ex/ a. [El paso 3 
funciona porque ( b , d) esta en esa recta! d = e + cb/ a es verdadera, ya que ad — 
be = area ae en el paso 2. 

35. El cubo ^-dimensional tiene 2" vertices, n2"“ l aristas y 2 n caras de dimension n — 1. 
El volumen del cubo cuyas aristas son los renglones de 21 es 2". 


37. J = r. Las columnas son ortogonales y sus longitudes son 1 y r. 


22 dr/dx dr/dy _ cos$ sen 9 _ 1 

99 /dx 99 /dy (—sen 9)/r (cos#)/r r ' 

41. S = (2, 1, — 1) proporciona un paralelogramo, cuya area es la longitud de un produc- 
to cruz: \\PQ X P5|| = ||( — 2, —2, — 1)|| = 3. jEsto tambien proviene de un deter- 
minante! Los otros cuatro vertices podrian ser (0, 0, 0), (0, 0, 2), (1, 2, 2) y (1, 1, 0). 
El volumen de la caja inclinada es |det| = 1. 


43. det 3 2 1 = 0 = lx — 5y + z ; ei piano contiene dos vectores. 

1 2 3_ 

45. VISA tiene cinco inversiones VI, VS, VA, IA, SA. Y AVIS tiene dos inversiones VI y 
VS. Debido a que 5 — 2 es impar, VISA y AVIS tiene paridad opuesta. 


Conjunto de problemas 5.1 , pagina 240 

1. X = 2 y X — 3; traza = 5, determinante = 6. 

3. X = —5 y X = —4; las dos Xs son reducidas por 7, con vectores caracterfsticos sin mo- 
dificar. 

5. X = 3, X = 1, X = 0, con vectores caracterfsticos (1, 0, 0), (2, —1, 0), (3, —2, 1); traza 
= 4, det = 0. X = 2, X = 2, X = —2, con vectores caracterfsticos (1, 1, 1), (0, 1, 0), (1, 
0, — 1); traza = 2, det = —8. 

7. Ax — Xx proporciona (A — 7 1)x = (A. — 7)x; Ax = Ax proporciona x = AA -I x, de 
modo que A~ l x = (1/A)x. 

9. El coeficiente de (—A )" -1 en (A 1 — A) - • ■ (A„ — A) es Aj + ■ • • + A„ - En det (A — XI), 
un tdrmino que incluye un a tj fuera de la diagonal excluye tanto a a u — A como a 
ajj — A. Este termino no implica a (—A)" -1 . Asl, el coeficiente de (— A )" -1 en det 
(A — XI) debe provenir del producto bajo la diagonal principal. Ese coeficiente es 
an + • • • + a„„ = A] + • • • + A n . 

11. Trasponga A — XI: det (A - XI) = det (A — A/) T = det(A T — XI). 

13. Los valores caracterfsticos de A son 1, 2, 3, 7, 8, 9. 

15. rango(A) = 1, A = 0, . . . , 0, n (traza n); rango(C) = 2, A = 0, . . . , n/ 2, —n/2 (tra- 
za 0). 

17. El tercer renglon contiene a 6, 5, 4. 
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19. A, A 2 y A°° tienen los mismos vectores caracteristicos. Los valores caracteristicos son 
1 y 0.5 para A, 1 y 0.25 para A 2 y 1 y 0 para A°°. En consecuencia, A 2 esta a medio ca- 
mino entre A y A°°. 

21. A., = 4 y X 2 = - 1 (compruebe la traza y el determinante) con = (1, 2) y x 2 = (2, 
— 1 ). A -1 tiene los mismos vectores caracteristicos que A, con valores caracteristicos 
1/A., = 1/4 y 1/A 2 = -1. 

23. a) Multiplique Ax para ver Xx, lo cual revela a X. b) Resuelva (A — XI)x = 0 para 
encontrar x. 

25. a) p u = = u(u T u ) = u , de modo que X = 1. b) p v = (uh t )u = w(u T u) = 0, 

asf que A. = 0. c) x, = (—1, 1,0,0), x-i = (—3,0, 1,0), *3 = (—5,0,0, 1) 
son ortogonales a w, por lo que son vectores caracteristicos de P con X = 0. 

27. X 3 - 1 = 0 proporciona X = 1 y A = ±(-l ± i V3); los tres valores caracteristicos 
son 1 , 1 , — 1 . 

29. a) range = 2. b) det (B 1 B) = 0. No c). d) (B + /)"' tiene (A + l)" 1 = 1, 5 , 5 . 

31. a = 0, b = 9, c = 0 multiplican a 1, A, A 2 en det ( A - XI) = 9A - A 3 : A = matriz 
acompanante. 

33. ® , 0 0’ -1 1 ■ Siempre A 2 = matriz cero si A = 0, 0 (Cayley-Hamil- 

ton). 

35. Ax = c, A , jc, + • • ■ + c n X„x n es igual a Bx — cA,*! + • • • + c„X n x„ para todax 
Asf, A = B. 



■ (a + b) 


d — b para obtener traza = a + d. 


39. Se requiere A 3 = 1, pero no A = 1 (para evitar /). Con A, = e 2n ' 13 y A 2 — e 2iri/3 , 
el determinante es A,A 2 = 1 y la traza es A, + A 2 = cos y- + i sen ^ + cos — - 

i sen y = — 1 . Una matriz con esta traza — 1 y determinante 1 es A = _j l j . 
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9. Traza(AB) = traza (BA) = aq + bs + cr + dt. Asf, traza (AB — BA) = 0 (siempre). 
Por tanto, AB ~ BA — I es imposible para matrices, ya que la traza de 1 no es cero. 


gonal! 
13. A = f 


‘1 

1 

f 

[1 

0 

O' 

0 

1 

1 

. c) Falso; 0 

1 

0 

0 

0 

2 

jo 

0 

2 


19 0 1 

-10 11 


1 2 1 = f 1 1 

0 3J [01 


17. A = 


112 0 1 
0 10 5 0 


0 ] [1 - 1 ] [1 

3J JO 1J : [2 

-il = [2 3" 

1 1 J [0 5 ' 


; cuatro raices cuadradas. 


1 1 I f0 0 


-1 2j [0 3J i 


19. a) Falso; no se conocen As. b) Verdadero. c) Verdadero. d) Falso: jse requie- 
ren vectores caracteristicos de 5! 

21. Las columnas de 5 son multiplos de (2, 1) y (0, 1) en cualquier orden. Lo mismo para 
A -1 . 

23. Ay B tienen A, = 1 y A 2 = 1 . A + B tiene A, = 1 y A 2 = 3. Los valores caracteristi- 
cos de A + B no son iguales a los valores caracteristicos de A mas los valores carac- 
teristicos de B. 

25. a) Verdadero. b) Falso. c) Falso (A podrfa tener 2 o 3 vectores caracteristicos in- 
dependientes). 

. r 8 31 , „ , . r 9 4i . r 10 51 , 

27. A = _2 2 ' u otr a), A = j , A = _ 5 q ; los umcos vectores caracte- 


„ , . 9 4 ] . [10 51 . 

l otra), A = j , A = _ 5 Q ; los uni 


umcos vectores caracte- 


risticos son (c, —c). 

29. SA k S~ 1 tiende a cero si y solo si todo |A| < 1; B k 


0 desde A = 0.9 y A = 0.3. 


31. A 


0.9 0 

0 0.3 


0.3J’ S [l 

suma de estas dos. 


) W J , B‘° 


33 R k = [1 1] [3 01* [1 1] = [3* 3 k -2 k ' 

' a [0 -1J [O 2J [0 -1J [0 2* ‘ 

35. Traza AB = (aq + bs) + (cr + dt) = ( qa + rc) + ( sb + td) = traza BA. Demostra- 
cion para el caso diagonalizable: la traza de SAS~ l es la traza de (AS~')S = A, que 
es la suma de los Xs. 

37. Las As forman un subespacio, ya que cA y A, + A 2 tienen la misma S. Cuando S = I, 
las As proporcionan el subespacio de las matrices diagonales. Dimension 4. 

39. Dos problemas: el espacio nulo y el espacio columna pueden traslaparse, por lo que .r 
podrfa estar en ambos. En el espacio columna podrfa no haber r vectores caracteristi- 
cos independientes. 


41. A 


, jl 1 • „ Z 

A = L tiene A 
de Cayley-Flamilton. 


matriz cero confuma el teorema 
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43 Por 5F B tiene los mismos vectores caracteristicos (1, 0) y (0, 1) que A, por lo que B 

_ a b _ a 2b _ 0 U son 

es diagonal. Las ecuaciones AB - BA - 2c 2d J 2 d\ [0 0J 

-b = 0 y c = 0: rango 2. 

45 A tiene X, = 1 y X 2 = 0.4 con x i = 2 ) y *2 = A 7 . 

tSmos vectores caracteristicos). A 100 tiene X t = 1 y X 2 = (0.4)-, que esta proxtmo 


Conjunto de problemas 5.3, pagina 262 

1. Los numeros de Fibonacci comienzan par, irapar, impar. Asi impar + 

Los dos siguientes son impar (de impar + par y par + impar). Luego se repite impar 

+ impar = par. 


5. A = 


SA k S~' 


"1 ll = 1 [Xi 

1 0J Xi - X 2 L 1 
1 [X, X 2 1 \X\ 0' 

=^1.1 IJL 0 >4 


F 2 o — 6765. 


Xi oi r 1 

.o x 2 J 

— X 2 1 

X! 0 


(observe S l ). 


(X*-X|)/(X,-X2)J 


7. La suma directa L k + L k+ 1 proporciona L 0 , . . . , L x0 como 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 
76 , 123 . Con mi calculadora obtengo X}° = (1.618...) 10 — 122.991 .... que se 
redondea a L 10 — 123. , _ 


9. La matriz de transicion de Markov es 


mueven. 


h 5 0 

I 5 0 

i 5 1 


i 0 . Las fracciones ~ , 5 y 1 no se 


11. a) X = 0, (1, 1, -2). b) X = 1 y -0.2. c) lfmite (3, 4, 4) = vector caracterfstico para 
X = 1. 


13. a) 


0 < a < 1 
0 < b < L 


Ml - a) 1 

1 -1 


1* 0 
0 (a - b) k 


Ml - a) 

1 


2b 

b — a + 1 

2(1 - a) _ 
A — a + 1 
2fr 

£> — a + 1 
2(1 - a) 
.b — a + l 


b — a + 1 
1 — a — b 


(a - b) k 


{a - by 


sija — b\ < 1; 


a = 1/3 
b = -1/3 
no es de Markov. 


15. La suma de las componentes de Ax es x, + x 2 + x 3 (la suma de cada colunma es 1 y 
no se pierde nada). La suma de las componentes de Xx es X(x t + x 2 + x 3 ). M a r- , 
X! + x 2 + x 3 debe ser cero. 

17 [“ “1 es inestable para |a| > 1/2, y estable para |a| < 1/2. Es neutra para a = ± 1 /2. 

a a. 
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0 

0 

21 . 

n 

1 

2 ' 

0 

0 

0 y A 3 = 0. Asf, (/-A) 1= / + a+a 2 = lo 

1 

1 

0 

0 

0j 

Lo 

0 

1 


21. Si A se incrementa, entonces se consumen mas bienes en la produccion y la expansion 
debe ser mas lenta. En terminos matematicos. Ax > tx debe seguir siendo verdadera si 
A se incrementa; f m4x se va para arriba. 

23 L 3 2 1 = I f 1 _1 ] [5 °i r 1 1 ] * 1 fi - 1 ] [s* oi r 1 r 

‘23 21 1 0 1 —11 y ^ 21 10 1-11- 


23. [ 3 2 1 = - [) 

2 3J 2 L 1 

25. R = SVAS -1 = 


por lo que su traza no es real. Observe que 
una rafz cuadrada real * . 


tiene R 2 = A. -J~B deberia tener X = ~J9 y X = ~/—l, 

■_ j 0 ] 

sal. Observe que puede tener sf—X = i y — i, y 

1 1 L 0 LI 


27. A=5A l 5 I y B = SA 2 S *. Las matrices diagonales siempre proporcionan 
A 1 A 2 = A 2 Ai. Asf, AB = BA, a partir de SAiS -1 5A 2 S -1 = SAiAzS" 1 — 
SA 2 A 1 S - 1 =SA 2 S- l SAiS~ l = BA. 

29. B tiene X = i y — /, de modo que B 4 tiene X 4 = 1 y 1; C tiene X — (1±V3 i)/ 2 = 
exp(±7u7 3), por lo que X 3 = — 1 y — 1. Asf, C 3 = — / y C 1024 = — C. 

Conjunto de problemas 5.4, pagina 275 

1. X, = -2yX 2 = 0; x, = (1, -l)yx 2 = (1, 1); 

,, , f e _2r + 1 — e~ 2 ’ + ll 


u(t) = 


e ~r Z 
-e 2 ‘ + 2 


; cuando t 


5. a) e A( ' +r) = Se A(,+r) S“ 1 
b ) e A = I + A = \) ? 


, e“ = / + B 


1 = Se A 'S~ l Se AT S~ l 

' = \l “JIa + a 


proporciona e A+B = COS 1 “ sen 1 
[ sen 1 cos 1 

Esta matriz es diferente de e^e 8 . 


— I + At 


; e At u( 0) = 


L° 1J’ L 1 °J 

a partir del ejemplo 3 en el texto, en t = 1. 


4f + 3 
4 


9. a) X! = ReA -i > 0. inestable. b) X, = V7, X 2 = - v / 7, 

ReX| >0, inestable c) X t = —t/* 3 ' , X 2 = ReX] >0, inestable 

d) Xj = 0, X 2 — —2, neutralmente estable. 

11. A 1 es inestable para t < 1, neutralmente estable para t > 1. A 2 es inestable para t < 4, 
neutralmente estable en t ~ 4, estable con X real para 4 < r < 5, y estable con X com- 
plejo para t > 5. A 3 es inestable para toda f > 0, porque la traza es 2t. 

13. a) u\ = cu 2 ~bu 2 , « 2 = — c«j +an 3 , « 3 = bui~ au 2 proporciona m'm 1 4-« 2 « 2 + m 3 M3=0. 
b) Debido a que e 4 ' es una matriz ortogonal, j|«(r) || 2 = ||e Af M(0)|| 2 = ||«(0)|| 2 es 
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constante. c) X = 0 y ±(Va 2 + b 2 + c 2 )i ■ Las matrices simetricas sesgadas tienen 
Xs imaginarios puros. 


n 

15. u{t) = \ cos2r + ~ cos V 6r ^ . 


17. Ax = XFx + X 2 x o bien, (A — XF — X 2 /)x = 0. 

19. Los valores caracterfsticos son reales cuando (traza) 2 - 4det > 0 =» -4(-a 
b 2 + c 2 ) > 0 => a 2 + b 2 > c 2 . 

21. «, =e 4 ' q , M 2 =e' • Si tz(O) = (5, -2), entonces M (r) = 3e 4 ' * + 2e* . 


23. y „ = ? 1 ^ . Asi se obtiene X = 1(5 ± V7l). 

y"J I 4 5 J l/J 

25. X I = 0 y X 2 = 2. Luego, n(f) = 20 + 10e 2 ' -> oo cuando t oo. 

27. A = 01 tiene traza 6, det 9, X = 3 y 3, con un solo vector caracterfstico indepen- 

—9 6 

diente (1,3). Asf se obtiene y = ce 3 ', y' = 3e 3 '. Tambien te 3 ‘ resuelve y" = 6 y' - 9 y . 
29. y(t) = cos t empieza en y(0) = 1 y y'(0) = 0. La ecuacion vectorial tiene u = (y, y') 
= (cos t, —sen /). 

31. A1 sustituir u = e c, v se obtiene ce c 'v = Ae c ‘v — e c! b, o bien, (A — cl)v = b, o v = 
(A - cl)~ l b = solucion particular. Si c es un valor caracterfstico, entonces A - cl no 
es invertible: esta v fracasa. 

33. de A, /dt = A+ A z t + \A 3 t 2 + gA 4 / 3 + ■ • • =A(/ + At + \A 2 t 2 + \A 3 t 3 + • • •) = 
Ae A ‘ . 

35. La solucion en el instante t + T tambien es e A< - ,+T) u( 0). Ast, e*‘ multiplicada por F xr 
es igual a e A{,+T) . 

37. Si A 2 = A, entonces e At = I + At + 4 A/ 2 + g At 3 + •■•=/ + (e‘ — 1)A 

_ 1 0 e‘ — 1 e‘ — 1 _ e' e' — 1 

0 1 + 0 0 0 1 ' 


39. A 


i ii ri ii [3 oi o 


0 3 2 0 0 1 1 


1 

2 , entonces e A ‘ 
"5 


e‘ |(<? 3 ' — e')l _ , 
0 e 3 ' “ ' 


en t — 0. 

41. a) La inversa de e A ' es e~ At . b) Si Ax — Xx, entonces e^'x = e x ‘x y e X! ^ 0. 

, . [2] I’ll . , , „ . „_i [—1 6 

43. X = 2 y 5 con vectores caractensticos j y j .Ast, A = 5A5 — g 


Conjunto de problemas 5.5, pagina 288 

1. b) suma = 4 + 3 i; producto = 7 + i. c) 3+4/ = 3 — 4/; 1 — / = 1 + »; 

1 3 + 4i | = 5 ; 1 1 — / = V2 . Ambos numeros estdn Juera de la circunferencia unitana. 
3. x — 2 ~ i, xx = 5, xy = —1 + 7i, l/x — 2/5 — (1/5)/, x/y — 1/2 — (1/2)/; 
compruebe que |xyj = V50 = |x|jy| y |l/x| = 1/V5 = l/|x|. 

5. a) x 2 = rV 2e , x-' = (1 /r)e~ ie , x = re~ w \ x~ l = x proporciona |x| 2 = 1: en la 
circunferencia unitaria. 
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1 / O' 
i 0 1 


0 ,C H 

1 


C porque (A H A) H = A H A. 


9. a) det A T : 
detA = 


= det A pero det A H = det A. b) A H 
real. 


A proporciona det A 


n. P : X. - 0, - 1. „ - „ - [;/; J] ; e : 1, - 1. - -1. x, - 

W2] T _ f l/VJI - , _ , _ F2 /v5] _ r 1/V5 

[ 1 /V 2 J 2 " L-I/V 2 J’ ' ~ ’ Xl ~ 5 ’ Xl ~ U/V5j’ X2 " L-2/V5. • 

13. a) u, v y w son ortogonales entre st. b) El espacio nulo es generado por u; el espacio 
nulo izquierdo es el mismo que el espacio nulo; el espacio renglon es generado por v y 
iw; el espacio columna es el mismo que el espacio renglon. c) x = v ~ ~ w; no es 
linico, ya que es posible sumar a x cualquier multiplo de u. d) Se requiere b T u — 0. 
e) S~' = 5 T ; S~ l AS = diag(0, 1,2). 

15. La dimension de S es n(n + l)/2, no n. Toda matriz simetrica A es una combinacion 
de n proyecciones, pero las proyecciones cambian cuando A cambia. En el espacio S 
de matrices simetricas no hay base de n matrices proyeccion fijas. 

17. ( VV) H {UV ) = V H U H UV = V H IV = /.Asf, UV es unitaria. 

19. La tercera columna de U puede ser ( 1 , —2, /)/ V6 , multiplicado por cualquier nume- 
ro e' 9 . 

21. A tiene +1 o — 1 en cada elemento en la diagonal; ocho posibilidades. 

23. Las columnas de la matriz XJ de Fourier son vectores caracterfsticos de P porque 
PU = diag(l, w, u> 2 , w 3 )U (y w = /). 

25. n 2 pasos para C directa multiplicada por x; solo n log n pasos para F y F~ 1 por la TFR 


(y n para A). 


27. A h A 


(A h A) h = A h A hh = A H A de nueuo. 

29. cA sigue siendo hermitiana para c real; (/ A) H = 

0 0 r 

31. P 2 = 1 0 0 , P 3 = I, P 100 = P"F 

0 1 0 
g 27ri/3 g 4ni/3 


33. c = 4 
5 


2 + 5 P +4P 2 tiene X(C) 


son matrices hermitianas. 


- iA es hermitiana sesgada. 


rafces cubicas de 1 


24-5-4-4. 

2 + 5e l7Iin + 4e 4lrl73 
2 + 5e Anl/3 + 4e i7tin 


■s/3 L 1 + 1 1 


V3 


■s/3 Li 


0] _L 

-*J -s/3 
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Soluciones a ejercicios seleccionados 


con L 2 = 6 + 2 V3. 


1 fl + a /3 — 1 + il r l 0]1_[1+V3 1 * coni, 2 =6+2^3. 

37. y _ _ . x + 73J |o -l] L L -l ~ i 1 + V3 J 

V = V H proporciona X real, con una unitaria se obtiene |X| =1, de modo que con una 

trazacero se obtiene X — 1, “l- ^ 2jt _ 

39. No multiplique por e u ; primero conjuguelos, luego /„ e ,x dx-[e !2i} 0 - U. 

41 R + iS = (R + iS) H = R r - iS T \ R es simetrica pero S es simetrica sesgada. 


43. [!],[-«; [„l lc b Vf\ con a 2 + fc 2 + c 2 = l- 

45. (/ — 2mm h ) h = / — 2uw H ; (/ — 2nn H ) 2 = / — 4uu H +4u(n H n)n H = I', la matriz nn H 
proyecta sobre la recta que pasa por u. 

47. SetieneA+iB=(A+iB)« = A T -iB T .Asf,A=A T yB=-B . 




1 °1 i [ 2 + 2i ~ 2 ' 

0 4 6 1 + • 2 


= SAS -1 . valores caracteristicos rea- 


Conjunto de probiemas 5.6, pagina 302 

!. C = N-'BN = N-'M-'AMN = (MV)”' A(MV); solo M~ l /M W es semejante 

a /. 

3 Si ai son valores Caracteristicos de A, entonces Xi + son v o 

’ res caracteristicos de A + /. Por tanto, AyA + I nunca tienen los mismos valores ca- 
racteristicos, por lo que no pueden ser semejantes. 

5. Si B es invertible, entonces BA = B(AB)B~ l es semejante a AB. 

7 El elemento (3, 1) de M~ l AM es g cos 0 + h sen 6, que es cero si tanB g 
9. Los coeficientes son c, = 1, c 2 = 2, d x = 1, d 2 - 1; compruebe Me - d. 

11. La matriz reflexion con base rq y u 2 es A = [° j]- La base V, y V 2 (pnisma refle- 
xion!) proporciona B = [j Si A# = [} _}]. bonces A = MBM~ \ 


13. a) D = 0 0 2 . b) D 3 = 0 0 0 = matriz de terceras derivadas. Las ter- 

ceras derivadas del.xy x 2 son cero, de modo que D 3 = 0. c) A. = 0 (triple); solo un 

. . . , 1 • ^ _ / 1 r\ r\\ 


vector caracterfstico independiente (1, 0, 0). 

15. Estos valores caracteristicos son 1, 1, 1, — 1- Matrices caracterfsticas 


17 al rr H = U ~ l AU U H A H (U ~ l ) H = /• b) Si T es triangular y unitaria, entonces 
" sus elementos diagonals son cero porque las columnas deben ser vectores umtanos. 

19. Los elementos 1, 1 de T H T = TT H proporcionan iriil 2 = kill 2 + \tn\+ l*isl . de 
modo que t , 2 = 1 13 = 0. Al comparar los elementos 2, 2 d eT T-TT se obtiene 
u, = 0. Entonces, T debe ser diagonal. 

21 Si N - UAU~ \ entonces NN H = UAIT \U~ l ) H A H t/“ es igual a UAA U . Esto 
es lo mismo que C/A H At/ H = (l/At/- 1 ) H (t/At/~ l ) = N«N. Por tanto, N es normal. 


Soluciones a ejercicios seleccionados 
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23. Los valores caracteristicos de A(A — / )( A — 21) son 0, 0, 0. 

_. a 2 + be ab + bd ] . , a b , . , , 

25. Siempre j ac + cd bc + d 2 ~ (« + d) c + (ari - fc, 


t?]-( a+d )[c 3 +(ad - fcc) [i ° 


27. M~ l JjM = 0, por lo que las dos ultimas desigualdades son faciles. Al intentar para 
MJi = J 2 M obliga a que la primera columna de M sea cero, por lo cual M no puede 
ser invertible. No es posible tener J x —M~ 1 J 2 M. 


61 

45] A 2 

13 

9 

“ 80 

P — P 

— 59J’ 

— !6 

-11 


3i. ^ q , j ° , J q , q \ son semejantes; l Q ° de suyo y ® J de suyo. 

33. a) (M~ l AM)(M~ l x) = M~ l (Ax) = M ~ x 0 = 0. b) Los espacios nulos de A y de 
M~ l AM tienen la misma dimension. Vectores y bases distintas. 




: 3 3c 2 ' 


. / 0 = / y-l = 


37. in(r) = (ut(0) + rx(0) + |r 2 y( 0) + ir 3 z(0))e 5 '. 

39. a) Se escoge M, = matriz diagonal invertida para obtener M~ l J t Mi = Mj en cada 
bloque. b) M 0 tiene estos bloques At, en su diagonal para obtener Mq 1 JM 0 = J r - 
c) A t = (M~ l ) r J r M T es (M~ l ) r M q 1 J MqM t = ( MM 0 M r )- l A(MM 0 M T ), y 
A t es semejante a A. 

41. a) Verdadero; Una tiene X = 0, la otra no. b) Falso. Diagonalice una matriz no si- 

. . . .... , „ , f 0 ll fo ll : .. 


metrica y A es simetrica. c) Falso 


° y r° - 1 ! 

-1 oj y [l 0_ 


son semejantes. d) Verda- 


dero: todos los valores caracteristicos de A + / se incrementan por 1, con lo cual son 
distintos de los valores caracteristicos de A. 

43. Diagonales de 6 por 6 y de 4 por 4; AB tiene todos los mismos valores caracteristicos 
que BA mas 6 — 4 ceros. 


Conjunto de probiemas 6.1, pagina 316 

1. ac — b 2 = 2 — 4 = — 2 < 0; x 2 + 4xy + 2y 2 = (x + 2y) 2 - 2y 2 (diferencia de 
cuadrados). 

3. det(A - XI) = X 2 — (a + c)X + ac — b 2 = 0 proporciona X, = ((a + c) + 

y/(a - c ) 2 + b 2 )/ 2 y X 2 = ((n + c) - Via - c) 2 +4b 2 )/2); X, > 0 es una suma de 

numeros positivos; X 2 > 0 porque (a + c) 2 > (a — c) 2 + 4 b 2 se reduce a ac > b 2 . 

Mejor metodo: el producto XiX 2 = ac — b 2 . 

5. a) Positiva definida cuando — 3 < b < 3. 

b) ^ ^ = j ® ^ ® 2 * * . c) El mfnimo es — i — — cuando 

! b 9 [b lj [0 9 - b 2 J [0 IJ 2(9 - b 2 ) 


01 fx 

, , que es 
1 v 


1 

9 — b 2 


d) No hay imnirno; scan y — > 00, 


-3 y, entonces x — y tiende a —00. 



Soiuciones a ejercicios seleccionados 


1 

-1 

-f 

1 

-1 

-l 

-1 

1 

1 

y A 2 = —1 

2 

-2 

-1 

1 

1 

[-1 

-2 

11 


7. a) A, = -1 1 1 y A 2 - i ~ 

-1 1 lj L" 1 - 2 n - 

b) fi = (x, — x 2 x 3 ) 2 = 0 cuando jci - x 2 “ *3 = 0 

r i 

c) fi = (xi - x 2 - x-}) 2 + {X 2 - 3x 3 ) 2 + xf ; L = -1 

h 61 fl 01 T3 01 [1 21 • Inc /'Apfif'if 


0 0" 

1 0 . 


L-l -3 

; los coeficientes de los cuadrados son los 


[3 6 _ 1 0 3 0 1 l 1 ■ i os coeficientes de los cuadrados son los 

9 ' A “ 6 16 ~ [2 lj [0 4J [0 lj’ . r 

pivotes en D, mientras los coeficientes dentro de los cuadrados son columnas de L. 

11. a) Los pivotes son ay c — \b\ 2 l ay dal A = ac — \b\ 2 . b) M»Mpli,u. M 1 P» 

(c _ j a y C ) Ahora, J*Ax es una suma de cuadrados. d) det - 1 (mdefmida) y 

det = +1 (positiva defmida). 

13. a > 1 y (a - l)(c - 1) > b 2 . Esto significa que A - / es positiva defmida. 

15. f(x , y) = x 2 + 4xy + 9y 2 = (x + 2y) 2 + 5y 2 ; fix , y) = * 2 + 6xy + 9y 2 = 
ix + 3y) 2 . 

17 . x T A T Ax = (Ax) 1 (Ax) = longitud al cuadrado = 0 solo si Ax = 0. Debido a que A 
tiene columnas independientes, esto sdlo ocurre cuando x — 0. 

19 . a = -4 4-8 solo tiene un pivote = 4, rango = 1, valores caracteristicos 24, 

8 -8 16 
0, 0, det = A. 

21. « 2 + 2 bxy + cy 2 tiene un punto silla en (0, 0) si ac < b 2 . La matriz es indefinida 
(X < 0 y A. > 0). 

Conjunto de problemas 6.2, pagina 326 ^ 

1. A es positiva defmida para a > 2. B nunca es positiva defmida: observe 4 ? • 


3. det A 


-2b 3 -3b 2 + 1 es negativo en (y cerca de) b — §. 


5. Si x T Ax > 0 y x r Bx > 0 para cualquier x ^ 0, entonces x T (A + B)x > 0; condicion (I). 

_ [3 ii r 3 -l] 

7. As positivos porque R es simetrica y VA > 0. R - j 3 ; « j^_ 1 3 J- 

9. |jc T Ay| 2 = |x T I? T 7(y| 2 = |(Kx) T .Ry| 2 < (por la desigualdad normal de Schwarz) 

II Rx II 2 1| Ry il 2 = (x 1 R T Rx)(y J R 1 Ry) = (x T Ax)(y T Ay). 

„ . r 3 -V51 = p.ip.S 1 r u . i r^i a lo largo de los vec- 


3 tiene X = 1 y 4, ejes 1 l- y i 

-V2 2 K 2 J 2 


tores caracteristicos. 

13. Matrices negativas definidas: (I) x?Ax < 0 para todos los vectores x diferentes de 

cero (II) Todos los valores caracteristicos de A que satisfacen X t < 0. (Hi) aet Ai , 
det A 2 > 0, det Ai < 0. (IV) Todos los pivotes (sin intercambios de renglones) satista- 
cen d-< 0.' (V) Existe una matriz R con columnas independientes tal que A - -R R- 


Soiuciones a ejercicios seleccionados 
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15. Falso ( Q debe contener vectores caracteristicos de A); verdadero (mismos valores ca- 
racteristicos que A); verdadero (Q'~ AQ = Q~ l AQ es semejante a A); verdadero (los 
valores caracteristicos de e~ A son e~ x > 0). 

17. Empiece desde a M = (renglon j de i? T )(columna j de R) = longitud al cuadrado de la co- 
lumna j de R. As x, det A = (det R ) 2 = (volumen del paralelepfpedo R ) 2 < producto de 
las longitudes al cuadrado de todas las columnas de R. Este producto es an a 2 2 ■ ■ ■ a nn . 


19. A = 


1 tiene pivotes 2, 


- 1 es singular; 
2 


21. x t Ax no es positiva cuando (xi , x 2 , x 3 ) = (0,1, 0) debido al cero en la diagonal. 

23. a) La condicion de positiva definida requiere un determinante positivo (tambien que 
todas las X > 0). b) todas las matrices proyeccion, excepto 7, son singulares. c) Los 
elementos diagonales de D son sus valores caracteristicos. d) La matriz negativa de- 
fmida —7 tiene det = +1 cuando n es par. 

25. Xj = l/a 2 y X 2 = 1 /b 2 , de modo que a — l/V^T y b = I/VV 2 • La elipse 9x 2 + 
16y 2 = 1 tiene ejes con semilongitudes a = I y b = 


27. A = 


tiene CC r 


4 8 

8 25 ■ 


29. ax 2 +2 bxy +cy 2 - a[x + £y) 2 + 2£ ^y 2 ; 2x 2 + 8xy + 10y 2 = 2(x +2y) 2 +2 y 2 . 

31. x T Ax = 2(xi - |x 2 - jx 3 ) 2 + §(x 2 - x 3 ) 2 ; x T Bx = (xi + x 2 + x 3 ) 2 . B tiene un 
pivote. 

33. A y C t AC tienen Xj > 0, X 2 = 0. C(t ) = tQ + (1 - t)QR, Q = * _j , 

'2 ol L J 

R = j ; C tiene un valor caracterfstico positivo y uno negativo, pero I tiene dos 

valores caracteristicos positivos. 


35. Los pivotes de A - 1/ son 2.5, 5.9, -0.81, de modo que un valor caracterfstico de 
A — 1/ es negativo. Por tanto, A tiene un valor caracterfstico menor que - . 

37. rango(C T AC) < rango A, aunque tambien rango (C T AC) > rango ((C T ) -1 C T ACC -1 ) 
= rango A. 

39. No. Si C no es cuadrada, C r AC no es del mismo tamano que la matriz A. 


41. det 


-4X/18 
— X/18 


—3 — X/18 
6 -4X/18 


0 proporciona X! =54, X 2 


Vectores caracteristicos 


43. Grupos: matrices ortogonales; e tA para toda t; todas las matrices con det = 1. Si A es 
positiva definida, el grupo de todas las potencias A k contiene solo matrices positivas 
definidas. 
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Soluciones a ejercicios seieccionados 


Conjunto da problemas 6.3, pagina 337 


1. A t A = \ 2 l gj solo tiene of = 85 con Ul - > de 


modo que v 2 : 


4/VTf 

-1/VI7. 


3. A t A 


tiene valores caracteristicos af 


3 + V5 2 3 

-2“ y ^ = " 


A = A T los vectores caracteristicos de A T A son los mismos que para A. Debido a que 
y, = i(’i-V5) es negativa, cr, = X lt pero ct 2 = -X 2 . Los vectores caracteristicos 
unitarios son los mismos que en la seccion 6.2 para A, excepto por el efecto de este 
signo menos (ya que se requiere Av 2 = cr 2 u 2 ): 

A.,/ \/ 1 + Xj _ X 2 f + A-! 

“‘= v '= 1/ymfJ y 


5. AA t 


3 con u i 


_ ri/vi 


1 1 0 
1 2 1 
0 1 1 


1 tiene of 


' 1/vT 

y vector nulo, 1)3 = — 1/V3 


1 1 0 
0 1 1 


3 con vi 


V3 0 O' 
0 1 0 


1/V2]' 
'1/V6' 
= 2/V6 
.1/V6 


[«1 U 2 V3] T - 


1 con «2 


1 con u 2 


1/V2 

-1/V2 

1/V2 

0 

-1/V2 


7 . A = 12ku t tiene un valor singular o'! = 12. 

9. Multiplique UY>V T usando columnas (de U) multiplicadas por renglones (de IjV ). 
11. Para hacer singular a A, el cambio mds pequeno iguala a cero su valor singular mas 

pequeno, cr 2 . , . 

13. Los valores singulares de A + / no son 0 ) + 1. Provienen de valores caracteristicos de 

(A + /) T (A + /). 


15. A + = 


0 1] [1 00 
10010 


1 0 o' 

0 1 0 ,B + 

0 0 1 


'0 r 

1 0 ,c + 

0 0 


A + es la inversa derecha de A; B + es la inversa izquierda de B. 


17. A t A 


tome las rafces cuadradas de 4 


y 16 para obtener S 


19. a) Con columnas independientes, el espacio renglon es todo R"; compruebe (A A) 
A+fo = b. b) A T (AA T )~ l b esta en el espacio renglon porque en este espacio se 
multiplica A T por cualquier vector; asf, (A T A) A + b = A T AA T (AA T ) l b = A T b. Con 
ambos casos se obtiene A T Ax + = A 1 b. 


Soluciones a ejercicios seleccionados 
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21. Tome A 


ma 15 se tiene A 4 


y B = j ■ Asf, AB = q ‘ . A partir de C + en el proble- 


(AB) + , y (AB) + f S + A + . 

1 . V'. \ A 1 o.lya.xrot* ol 


23. A — QiUQj => A = Q 2 T, Qj =» AA + = . A1 elevar al cuadrado se 

obtiene (AA + ) 2 = g 1 S £ + £ X + gj = gi£X + gJ y de manera semejante para 
(AA + ) 2 =AA + = (AA + ) t y A + A proyectan sobre el espacio renglon y el espacio 
columna de A. 


Conjunto de problemas 6.4, pagina 344 

1- P(x ) = xf — X\X 2 + xf — x 2 x 3 + x| — 4x t — 4 x 3 tiene 3P/3x t = 2x t — x 2 — 4, 
dP/dx 2 = — X\ + 2x 2 — x 3 , y dP/dx 2 — —x 2 + 2 x 3 — 4. 

3. Con dPjdx = x + y = 0 y dPjdy = x + 2y - 3 = 0 seobtienex = -3 yy = 3. 

fl o' 

P 2 no tiene mfnimo (sea y —> oo). Esta asociado con la matriz semidefinida ^ ^ . 

5. Escriba x = (1, . . . , 1) en el cociente de Rayleigh (el denominador se convierte en n): 
Debido a que R(x) siempre esta entre A t y A„, se obtiene nX x < x T Ax = suma de todas 
las ay < nX n . 

7. Debido a que x r Bx > 0 para todos los uectores x diferentes de cero, x T (A + B)x es ma- 
yor que x t Ax. Asf, el cociente de Rayleigh es mayor para A + B (de hecho, todos los 
n valores caracteristicos se incrementan). 

9. Debido a que x r Bx > 0, el cociente de Rayleigh es mayor para A + B que el cocien- 
te para A. 

11. Los valores caracteristicos mas pequenos en Ax = Xx y Ax — XMx son | y (3 — yA)/ 4 . 
13. a) Xj — mfn S y[max xen S yP(x)] > 0 significa que toda Sj contiene un vector x con 

R(x) >0. b) y = C~ l x proporciona el cociente ~R(y) = y ^ _ x Ax _ 

R{x) > 0. xTx 

15. El subespacio extremo S 2 es generado por los vectores caracteristicos Xj y x 2 . 

17. Si Cx = C(A~ l b ) es igual a d, entonces CA~ 1 b — d es cero en el termino de correc- 
cion en la ecuacion (5). 


Conjunto de problemas 6.5, pagina 350 


2 

-1 

O' 

'3/16' 

-1 

2 

-1 

4/16 = b = 

0 

-1 

2 

3/16 

v 2 + 

Ay 
16 y 3 

es igual a la u = ± 


1/2 .El elemento lineal finito 
. 1 / 2 . 

A exactaen los nodos x = 7 , L 



2 

-1 

o' 

,b = \ 

2 ' 

3. A 33 — 3, b 2 — ^ . Asi, A — 3 

-1 

2 

-1 

2 


0 

-1 

1 

3 

1 


Ay — b proporciona y 
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5. Integre por partes: ~ V"Vjdx - f 0 V{ Vj dx [V! v j\ x ^ 0 fo V i V j dx 


misma Ay. 


7 . a = 4, M = | • La razon 12 (el cociente de Rayleigh sobre el subespacio de miilti- 
plos de V (x)) es mayor que el valor caracteristico verdadero X = ir . 

9. La matriz masa M es h / 6 veces la matriz tridiagonal 1, 4, 1. 


Conjunto de problemas 7,2, pagina 357 

I. Si Q es ortogonal, su norma es ||2II = max H2*ll/lMl = 1 porque Q preserva la lon- 
gitud: ||£;r|| = ||x|| para todax. CT l tambien es ortogonal y su norma es 1, de modo 

que c(0 = 1. 

3 ||ABx|| < ||A|| ||Bx||, por definition de la norma de A, y asi ||Bx|| < ||B||1WI- Al dividir 
' entre ||x|| y maximizar, ||AB|| < ||A||||B||. Lo mismo se cumple para la inversa, 
||B“ 1 A"“ 1 || < ||£~ 1 ||1|A~' 1 ||; c(AB) < c(A) c(B) al multiplicar estas desigualdades. 

5. En la definition ||A|| = max l|Ax||/||x|l, x se escoge como el vector caracterfstico par- 
ticular en cuestion: ||Ax|| = |X|||x||, de modo que la razon es |X| y la razon maxima es 
por lo menos |X|. 

7. A t A y AA t tienen los mismos valores caracteristicos, ya que con A T Ax = Xx se obtie- 
ne AA t (Ax) = A(A T Ax) = /.(Ax). La igualdad de los valores caracteristicos mas gran- 

des signifies ||A|| = ||A T ||. 

9.A= q J,B = °i o • WA + B ) >X m4x ( A ) +X mSx (S ) (ya qu e 1>0 + 0 ) , 
y Xto 4 x(AB) > X mi JA)X mix (B). Por tanto, X m4x (A) no es una norma. 

II. a) St, c(A) = ||A|| ||A — 1 1| = c(A -1 ), ya que (A -1 ) -1 es A de nuevo. b) A l b = x 

’ l»l < EstoesIM > im. 

conduce a— < II All II A II ^yEstoes y,, - c , )fc || 

13. || A || = 2 y c = 1; || A|| = V2 y c es inftnita (isingular!); ||A|| = a/ 2 y c = 1. 

15. Si X mix = X rnin = 1, entonces todos los =1 y A = SIS~ 1 = I. Las unicas matrices 
con || A || = ||A -1 || = 1 son matrices ortogonales, porque A T A tiene que ser I. 

17. El residuo b - Ay = (1CT 7 , 0) es mucho menor que b - Az = (0.0013, 0.0016). Sin 
embargo, z esta mucho mas cerca de la solution que y. 

19 . x 2 + . . . + x 2 no es mas pequeno que max(x?) = (llxll^) 2 y no es mtis grande que 
(jxj | + • • ■ + |x„|) 2 , que es (||x||i) 2 . Ciertamente, x\ + • ■ ■ + x 2 < n max(x 2 ), de 
modo que ||x|| < V^ll*ll«>- Se escoge y = (signxj, signx 2 , . . • , signx„) para obte- 
ner x -y = ||x|h. Por la desigualdad de Schwarz, esto es cuando mucho ||x||||y|| = 
Vn||x. Se escoge x = (1, 1, .... 1) para razones maxtmas ^fn ■ 


21. La inversa exacta de la matriz de Hilbert de 3 por 3 es A 1 : 


23. El ||x|| = ||A l b\\ mas grande es l/ X mfn ; el error mas grande es 10 


25. Intercambie 


U con P 


Soluciones a ejercicios seleccionados 
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1 0 
0.5 1 


2 2 0 
1 0 1 
0 2 0 


2 

2 

O' 

r° 

1 

0] 

1 

0 

O' 

0 

2 

0 

= U. Entonces PA = LU con P = 0 

0 

II 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

_1 

0 

OJ 

0.5 

-0.5 

1 


Conjunto de problemas 7.3, pagina 365 

1 . M 0 = |XUl = Ml«3 = 


1 normalizado a un 
-1 vector uni tario. 


u k /X\ — c t Xj + c 2 x 2 {X 2 /X\) k + • • • + c n x n (X n /X i) k C\x x si 

\Xi/Xi\ < 1. La razon maxima controls, cuando k es grande. A 
|X 2 | = | X, | y ninguna convergencia. 

..s 2 (x-y) T x _ __ 


ciX[ si todas las razones 
mde. A = ^ q tiene 


5. Hx = x — (x 
es x = Hy. 


(x - y) T (x - y) 


cos0 sen# _ _ 

sene 0 j ~ QR ~ 

Entonces RQ = [ C ^_ + 3 ‘ s: } 


(x — y) = y. Entonces H(Hx ) = Hy 


y entonces U 1 AU 


1 cos 9 sen 6 
0 —sen 2 6 


-5 

0 

9 

12 

25 

25 

12 

16 

25 

25. 


11. Suponga que (2o ■ ■ ■ Q k -i)(R k -i • • • Rq) es la factorization QR de A k (lo cual cierta- 
mente es verdadero si k — 1). Por construction, A k + 1 = R k Q k de modo que R k = 
A k+ 1 Qj = (Q k ■ ■ ■ QqAQq ■ ■ ■ Q k )Qj. Al multiplicar por la derecha por (£*_! • • • 
R 0 ), la hipotesis proporciona R k ■ ■ ■ R 0 = Qj ■ ■ ■ Qj,A k+l . Despues de pasar las 2s al 
miembro izquierdo, este es el resultado requerido para A 4-1-1 . 

13. A tiene valores caracteristicos 4 y 2. Escriba un vector unitario en el renglon 1 de P: 

1 T 1 -ll [2 -4] 1 [1 — 3l [4 —4] 

esyasea-^^i jJ y PAP = 4 J o [ 3 1 jyPAF> = ^ {) 2 j. 

15. Py usa 4n multiplicaciones (2 por cada elemento en los renglones i y j). Al factorizar 
cos 9, los elementos 1 y ± tan 9 solo requieren 2 n multiplicaciones, lo cual lleva a | 
n 3 para PR. 

Conjunto de problemas 7.4, pagina 372 


valores caracteristicos p = 0, ±1/V2; ( D + L) -1 


, valores caracteristicos 0, 0, l/2; a> 6pt = 4— 2v / 2> reduciendo 
X mfc a 3 -2V2 « 0.2. 




Soluciones a ejercicios seleccionados 


3, /± Xk = ( 2 — 2 cos knh)xk, J*k = \(sen2knh, senlknh +sen knh,...) 

(cos kn h)x k . Para h=-,A tiene valores caracteristicos 2 - 2 cos - = 2 - y/2. 


2 — cos 


= 2, 2 — cos 


■■2+ V2. 


5. J = D~ l (L + t/) 


2 _ 1 

; los tres cfrculos tienen radios r 2 - 


i Sus centros estan en cero, de modo que todo |L| < 4/ 5 < 1. 
5' 


-£> _1 (L + £/) 


tiene p 


V 

’ J 


-(D + L) l U 


■ 0, be /ad; A. mic es igual a Pm&x.- 


|o 

9. Si Ax = Lx, entonces (/ - A)x = d ~ *)*• Los valores caracteristicos reales de 
B = / - A tienen 1 1 - X| < 1, en el supuesto de que L este entre 0 y L. 

11 Siempre IIABII < ||A|| ||B||. Se escoge A = B para encontrar ||B 2 || < ||B|I 2 . Luego se es- 
co^ezl = B 2 para encontrar ||S 3 || < l|£ 2 liPH < ||B 3 1 .Continue (oaphque mdu^ 
Debido a que \[B\\ > max |a(B)|, no es sorprendente que con \\B\\ < 1 obtenga 

convergencia. r Q r 

„„ _ , . . „ r,-i T _ l [0 '1 con ILL.*, = 5 . Gauss-Seidel tiene S 'T= i 

13. Jacobi tiene 6 1 ~ 3 \ q 1 3 L u 5. 


; i. Gauss-Seidel tiene S 1 T 


con W m4x = | = (W^ Jacobi) 2 . 

15. Sobrerrelajamiento (SRS) sucesivo en MATLAB. __ 

17 Todas las sumas maximas de los renglones son |L| < 0.9 y |L| < 4. Los cuculos alre- 
' dedor de los elementos de la diagonal proporcionan cotas mas estrecto. Pnmera A . J 
cfrculo IX — 0 21 < 0.7 contiene a los dem£s circulos \X 0.3| _ . y i 

..lores caractensticm. S=g«nd.Ar e. cfa.lo |X - 2, < 7 co.Oe- 
ne al cfrculo |L - 2| < 1, a todos los tres valores caractensticos 2 + V2, 2, y 2 VA 
19 r , = b - a x Ab = b - (b T b/P Ab)Ab es ortogonal a r 0 = b: los residues r b 
' - Ax son ortogonales en cada paso. Para demostrar quep, es ortogon^a Apo^Afc; 
p x se simplifica a cPp. Pi = \\Abfb - (b Ab)Ab y c-b b/(b Ab \- 
' Muip = 0 ya que A T = A. (Esta simplificacion coloca a a, enp, - b «i AD + 

(A - 2a l fo r Ai> + a ?||Ai>H 2 P/i> T &- Paraun buen andlisis, consulte la obra 

cal Linear Algebra de Trefethen y Bau). 


Conjunto de problemas 8.1, pagina 381 
1. Los vertices estan en (0, 6), (2, 2), (6, 0); consulte la figura 8.3. 

3. Las restricciones proporcionan 3(2x + 5y) + 2{—3x + 8y) < 9 10, o 

31y < - 1 No es posible tener y > 0. 

5. x > 0, y > 0, con restricciones adicionales de que x + >' < 0 solo admite el punto 
7. x^bonos al 5%) = z (bonos al 9%) = 20 000 y y (bonos al 6%) = 60 000. 


Soluciones a ejercicios seleccionados 
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9. El costo a minimizar es lOOOx + 2000y + 3000z + 1500 m + 3000u + 3700 ui. Las 
cantidades x, y, z a Chicago y u, v, w a Nueva Inglaterra satisfacen x + u — 1 000 000; 
y + v = 1 000 000; z + 10= 1 000 000; x + y + z = 800 000; u + v + w = 
2 200 000 . 

Conjunto de problemas 8.2, pagina 391 

1. En el presente, x 4 = 4 y x 5 = 2 estan en la base, y el costo es cero. La variable de en- 
trada debe ser x 3 para reducir el costo. La variable de salida debe ser x 5 , ya que 2/1 es 
menor que 4/ 1. Con x 3 y x 4 en la base, las restricciones proporcionan x 3 = 2, x 4 = 2, 
y ahora el costo es x t + x 2 — x 3 = — 2. 

3. Los “costos reducidos” son r = [1 1], de modo que el cambio no es bueno y el ver- 

tice es optimo. 

5. En P, r = [—5 3]; asf en Q, r = [| — |j; R es optimo porque r > 0. 

7. Para un problema de maximizacion, la prueba de detencion se convierte en r < 0. Si 
fracasa, y el i-esimo componente es el mas grande, entonces esa columna de N entra 
en la base; la regia 8C para el vector que sale de la base es la misma. 

9. BE = B[- ■ • v ■ ■ •] =[•••«•••], ya que Bv = u. Por tanto, la matriz correcta es E. 

11. Si Ax = 0, entonces Px = x — A T (AA T ) -1 Ax = x. 

Conjunto de problemas 8.3 pagina 399 

1. Maximizar 4y, + lly 2 , con y t > 0, y 2 > 0, 2y t + y 2 < 1, 3y 2 < 1 ; el original tiene 
x* — 2, x* = 3, el dual tiene yf = \,y* = j, costo — 5. 

3. El dual maximiza yb, con y > c. En consecuencia, x = b y y = c son factibles, y pro- 
porcionan el mismo valor cb para el costo en el original y en el dual; por 8F deben 
ser dptimas. Si b x < 0, entonces la dptima x* cambia a (0 , .... b n ) y y* = 

(0, c 2 ,..., c„). 

5. fe = [0 1] T , y c = [-1 0], 

7. Debido a que cx = 3 = yb,xy y por 8F son dptimas. 

9. x* = [1 Of y y* = [1 0], con y*b = 1 = cx*. Las segundas desigualdades tanto 

en Ax* > b como en y*A < c son estrictas, por lo que las segundas componentes de 
y* y x* son cero. 

11. a) x* = 0, x* = 1, x* = 0, c T x = 3. b) Eselprimercuadranteconeltetrae- 
dro en el vertice de corte. c) Maximizar y t , sujeto a yi > 0, y t < 5, y i <3, 
yi < 4; y* = 3. 

f2 l o] 

13. Aqufc = [l 1 l]conA= ^ ^ . No hay restriccion x > 0, por lo que el dual 

tiene la igualdad yA = c (o A T y = c T ). Asf se obtiene 2y, = 1 y y, = 1 y y 2 = 2 y ningu- 

na solution factible. Asf, el maximo del original debe ser oo: x x = —N y x 2 = 2 N y x 3 = 0 

proporcionan Costo = X; + x 2 + x 3 = N (arbitrariamente grande). 


"1 

0 

0 

-1 

0 

o' 

'1 

0 

0 

-f 

15. Las columnas de 0 

1 

0 

0 

-1 

0 

o 0 

1 

0 

-1 

_0 

0 

1 

0 

0 

-1 

L° 

0 

1 

-1 


17. Tome y = [1 — 1]; entonces yA > 0 ,yb< 0. 



Soluciones a ejercicios seleccionados 
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Conjunto t problemas 1,4, pagina 406 

1. El flujo maximal es 13, con el corte minimal que separa el nodo 6 de los otros nodos. 

3. A1 incrementar la capacidad de los tubos del nodo 4 al nodo 6 o del nodo 4 al nodo 5 
se obtiene el incremento maximo en el flujo maximal. El flujo maximal crece de 8 a 9. 

S. Asigne capacidades = 1 a todas las aristas. Entonces, el ndmero maximo de rutas aje- 
nas desde s hasta t es igual al flujo maximo. El numero mlnimo de aristas cuya elimi- 
nacion desconecta s de t es el corte mfnimo. Asf, flujo max = corte min. 

7. Los renglones 1, 4 y 5 violan la condicion de Hall; la submatriz de 3 por 3 que provie- 
ne de los renglones 1, 4 y 5 y de las columnas 1, 2, 5 tiene 3 + 3 > 5. 

9. a) La matriz tiene 2 n unos, que no es posible cubrir por menos de n rectas porque ca- 
da una cubre exactamente dos unos. Se requieren n rectas; debe haber un apareamien- 
to completo. 

'1 1 1 1 r 

1 0 0 0 1 

b) 1 0 0 0 1 . Los unos pueden cubrirse con cuatro rectas; cinco matrimo- 

1 0 0 0 1 

1 ! 1 1 1 

nios no es posible. 

11. Si cada m + 1 se casa solo con el hombre aceptable m, entonces no hay nadie que se 
case con el #1 (aun cuando todos sean aceptables para el #1). 

13. Con el algoritmo 1 se obtiene 1-3, 3-2, 2-5, 2-4, 4-6, y con el algoritmo 2, 2-5, 4-6, 2- 
4, 3-2, 1-3. Estos son los arboles generadores mas cortos de la misma longitud. 

15. a) Los renglones 1, 3 y 5 solo tienen unos en las columnas 2 y 4. b) Las columnas 
1, 3 y 5 (en los renglones 2 y 4). c) La submatriz cero desde los renglones 1, 3 y 5 
y las columnas 1, 3 y 5. d) Los renglones 2 y 4 y las columnas 2 y 4 cubren todos 
los unos. 


Conjunto de problemas 8.5, pagina 413 

1. -10*1 +70(1 -xO = 10xi — 10(1 —Xi ) , o bien, x, = \,x 2 = -10yi + 10(1 - 

yi) = 70yi — 10(1 — yi), o bien, y x — j, y 2 = pago medio yAx — 6. 

3. Si X escoge la columna j, Y elegira su elemento mas pequeno a tj (en el renglon i ). 
X no se movera, porque este es el mayor elemento en ese renglon. En el problema 
2, ci 1 2 = 2 era un equilibrio de este tipo. Si se intercambian el 2 y el 4 debajo del a l2 , 
ningun elemento tiene esta propiedad, por lo que se requieren estrategias mezcladas. 


5. La mejor estrategia para X combina las dos rectas para obtener una recta horizontal, 
garantizando esta altura de 7/3. La combinacidn es |(3y +2(1 — y)) + A(y +3(1 — 
y)) = 7/ 3 , por lo que X escoge las columnas con frecuencias 0, 

7. Para las columnas, se quiere x { a + (1 — x\)b = x x c + (1 — x x )d = u , de modo que 
Xi (a — b — c + d) = d — b . Para los renglones, y x a + (1 — yi)c = y\b + 

(1 — y\)d — v intercambia bye. Compare u con v: 


u = X\ (a — b) + b 


( a — b){d — b) ad — be 

+ b = — 

a—b—cAd a—b—c+d 


lo mismo despues de 


b «->• c = v. 


Soluciones a ejercicios seleccionadQfe I 1 « 


9. El maximo interior es el mayor de yj y y 2 ; x se concentra en ese. Sujeto ay x + y 2 = 1 , 
el mfnimo de la y mas grande es | . Observe A = I. 

11. Ax* = |] T y yAx* — j|yi + |y 2 = | para todas las estrategias de P; 

y* A = [j | — 1 — l] y y*Ax = \x x + ~x 2 — X 3 — x 4 , que no pueden exceder 

4; en medio esta y* Ax* = 

13. Valor 0 (juego justo). X escoge 2 o 3, y escoge impar o par: x* = y* — (1, 1). 

Conjunto de problemas A, pagina 420 

1. a) Mayor dim (S n T) = 7 cuando ScT. b) Menor dim (S D T) = 2. c) Menor 
dim (S + T) = 8 cuando S C T. d) Mayor dim (S + T) = 13 (todo R 13 ). 


3. V + WyVDW contienen 


ai2 

Ul3 

a u 

a 22 

<723 

a 2 4 

&32 

033 

034 

0 

a 43 

O44 


an ai2 0 0 

0 a 22 a 23 0 

0 0 a 33 a 34 

0 0 0 044 


dim(V + W) = 13 y dim (V fl W) = 7; se suma para obtener 20 = dim V + dim W. 
5. Las rectas que pasan por (1, 1, 1) y (1, 1, 2) tienen V fl W = {0}. 

7. Una base para V + W es v x , v 2 , w x ; dim (V fl W) = 1 con base (0, 1,-1, 0). 

9. La intersecci6n de los espacios columna es la recta que pasa por y = (6, 3, 6): 

P 51 m [3 0] r i n 5 3 01 1 

y = 3 0 = 0 1 f coincide con [A R]x = 3 0 0 1 " = 0. 


'1 

5 

3 

0] 

1 

1 

/-) 

3 

0 

0 

1 

2 

4 

0 

2 J 



y- 3 0 L = 0 1 coincide con [A B]x = 3 0 0 1 _ = 0. 

2 4J LU [o 2\ W L 2 4 0 2 J -t 

La dimension de los espacios columna es 2. La suma y la interseccion de ellos son 
3 + 1 = 2 + 2. 


11. F 2 ®F 2 = ^ 


1 1 

1 -1 

-1 -1 

-1 1 


13. A 3 d — (A jo ® / ® /) + (/ ® A 1D ® /) + (/ ® / ® A 10 ). 

Conjunto de problemas B, pagina 427 

2 ol ro 1 o' 

1 . J — q q (A es diagonalizable); 7= 0 0 0 (vectores caracterfsticos (1, 0, 

0) y (2, —1, 0). L° 0 °. 

'1 t 2tl 

3. e Bt — 0 1 0 = / + Bt porque B 2 = 0. Tambien e u = / + Jt. 

0 0 0 


'1 0 O' 

5 . J — 0 4 0 (valores caracterfsticos distintos); J 

0 0 6 _ 

0 , pero rango 1 ). 


(. B tiene 7 = 0, 



f® a a g B a | 

Factonzaeiones matriciaies 


L triangular inferior \ / 1/ triangular superior 
unos en la diagonal J y pivotes en la diagonal 
Requerimientos: Ningdn intercambio de renglones mientras la elimination gaussia- 
na reduce A a U. 

A ~ T mi - ( L trian g ular inferior \ / matriz de pivotes \(U triangular superior \ 
y unos en la diagonal y y De s diagonal J y unos en la diagonal J 
Requerimientos: Ningun intercambio de renglones. Los pivotes de D se dividen pa- 
ra dejar unos en U. Si A es simetrica, entonces LI es L r y A = LDL r . 

3. PA = LU (matriz permutation para evitar ceros en las posiciones pivote). 
Requerimientos: A es invertible: Asi, P, L, U son invertibles. P realiza el intercam- 
bio de renglones de antemano. Altemativa: A — L { P X U t . 

4. EA = R (E invertible de m por m)(cualquier A) = rref(A). 

Requerimientos: jNinguno! La forma escalonada reducida R tiene r renglones pivo- 
te y columnas pivote. El unico elemento diferente de cero en una columna es el pivote 
unitario. Los m - r ultimos renglones de E son una base del espacio nulo izquierdo de 
A, y asflas r primeras columnas de E~ x son una base para el espacio columna de A. 

5. A = CC T = (Matriz triangular inferior C)(la traspuesta es triangular superior). 
Requerimientos: A es simetrica y positiva definida (todos los n pivotes en D son po- 
sitives). La factorizacidn de Cholesky tiene C — L^J~D- 

6. A = QR = (columnas ortonormales en 0(triangular superior R). 

Requerimientos: A tiene columnas independientes. Estas son ortogonalizadas en Q 
mediante el proceso de Gram-Schmidt. Si A es cuadrada, entonces Q~ 1 = Q r . 

1. A = SAS~ l = (vectores caracterfsticos en S)(valores caracteristicos en A)(vectores 
caracteristicos izquierdos en S ~ '). 

Requerimientos: A debe tener n vectores caracteristicos linealmente independientes. 
S. A = QAQ r = (matriz ortogonal 0(matriz A de valores caracteristicos reales)(0 es 

Q~ l ). 

Requerimientos: A es simetrica. Este es el teorema espectral. 

9. A = MJM ~ 1 = (vectores caracteristicos generalizados en ,M)(bloques de Jordan en 

Requerimientos: A es cualquier matriz cuadrada. La forma de Jordan J tiene un blo- 
que para cada vector caracterfstico de A independiente. Cada bloque tiene un valor ca- 
racterfstico. 

in A — ir Y v T _ ( U ortogonal \ f Matriz EdemXn \ f V ortogonal \ 
y es de m X m J y <jj , . . . , oy en la diagonal J y es de n X n J 



y a ? i v 


sWLri i-/u:u imULtUrtl 

j O r-\ < 4 A. C.- i L} A !,» 
Factonzacia 


actonzaciones matriciaies 


■ 541 / 423803 


( DYS) tiene l os 

v ectores car acteristicos de AA T "en U y los de A T A en V; 07 = (A T A) = 


A + _ y'Z + u t _ / ortogonal \ / diagonal l/a x , . . . , l/<y r \ ( ortogonal \ 
y de n por n J y de n por m J y de m por m j 

Requerimientos: Ninguno. La seudoinversa tiene A + A = proyeccion sobre el espa- 
cio renglon de A y AA + = proyeccion sobre el espacio columna. La solution mas cor- 
ta por mmimos cuadrados de Ax = b es x = A + b. Esto resuelve A t Ajc = A T b. 


12. A = QH = (matriz ortogonal 0 matriz H positiva definida simdtrica). 
Requerimientos: A es invertible. Esta descomposicion polar tiene H 2 = A T A. El fac- 
tor H es semidefinido si A es singular. La descomposicion polar inversa A = KQ tie- 
ne K 2 = AA t . Con base en la DVS, ambas tienen Q = UV l . 

13. A = UAU~ 1 = (17 unitaria)(matriz valor caracterfstico A)(17 -1 = f/ H = U T ). 
Requerimientos: A es normal : A H A = AA H . Sus vectores caracteristicos ortonorma- 
les (y tal vez complejos) son las columnas de U. Los as son complejos a menos que 
A = A h . 


14. A = UTU~ l = ( U unitariaXr triangular con As en la diagonal)! U ~ 1 = t/ H ). 

Requerimientos: Triangularizacion de Schur de cualquier A cuadrada. Existe una 
matriz U con columnas ortonormales que hace triangular a U~~ X AU. 


I D F n /2 [ Permutacion 

/ —D F „/2 par-impar 


un paso de la TFR. 


Requerimientos: F n — matriz de Fourier con elementos w Jk donde w n = 1, w = 
e 2m ' Asf, F n F n = nl. D tiene l, w, w 2 , . . . en su diagonal. Para n = 2 f , la transfor- 
mada de Fourier rapida (TFR) tiene \nt multiplicaciones de las l etapas de las Os. 




Glosario 
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' Glosario: On diccionario 
ie algebra lineal 


Base de V Vectores independientes v t , .... v d cuya com- 
bination lineal proporciona todo v en V. jUn espacio vec- 
torial tiene muchas bases! 

Base normal de R" Columnas de la matriz identidad de n 
por n (se escribe i,j, k , en R 3 ). 

Cociente de Rayleigh q(x) = x r Axlx l x Para cada A = 
A T , ^-min ^ <?(x) ^ L mdx . Estos extremos se alcanzan en los 
vectores caracteristicos x para A mi .„(A) y L miix (A). 

Cofactor Cy Quitar el renglon i y la columna j; multi- 
plicar el determinante por (— 1)' +J . 

Columnas pivote de A Columnas que contienen pivotes 
despues de la reduction de renglones; no son combinaciones 
de columnas anteriores. Las columnas pivote son una base 
del espacio columna. 

Complemento de Schur S = D — CA~ l B Aparece en la 
elimination por bloques de 

Compare Lq = 2 con los numeros de Fibonacci. 
Comblnacion lineal cv + dw o 'Ec J v j Suma vectorial y 
multiplicacion por un escalar. 

Conjugado complejo z — a — ib para cualquier numero 
complejo z = a + ib. As f, zz — jz| 2 . 

Conjunto v lt . . . , v m generador de V Todo vector en V 
es una combinacidn de tq, . . . , v m . 

Cuatro subespacios fundamentales de A C(A), N(A ), 
C(A t ), N(A r ). 

Descomposicion del valor singular (SVD) A = l/2V T = 
( U ortogonal) multiplicada por (diagonal £) multiplicada 
por (V T ortogonal V T ) Las primeras r columnas de U y V 
son bases ortonormales de C(A) y C(A T ), con At),- = ov« ; y 
valor singular a, > 0. Las ultimas columnas de U y V son ba- 
ses ortonormales de los espacios nulos de A T y A. 
Descomposicion polar A = OH Q ortogonal, H positive 
(semi) definida. 

Desigualdad de Schwarz | v • ie| < ||u|| ||m||. Asf, 
lu T Aiul 2 < (v T Av)(w r Aw) si A = C T C. 

Desigualdad del triangulo j|« + v|| < ||«[| + ||rj| Para 
normas matriciales, || A + B || < || A || + || B || . 

Despiazamiento cfclico 5 Permutacion con j 21 — 1, s 32 — 
1, . . . , por ultimo s lh = 1. S.us valores caracteristicos son 


n rafces de 1; los vectores caracteristicos son colum- 

nas de la matriz de Fourier F. 

Determinante |A| = det(A) Definido por det / = 1, con 
inversion de signo para intercambio de renglones, y linea- 
lidad en cada renglon. Asf, |A| = 0 cuando A es singular. 
Tambien, |AB| = |A||B|, |A~‘| = 1/|A| y |A T | = |A|.Lagran 
fdrmula para det (A) tiene una sumatoria de n! tdrminos, y 
en la formula de cofactores se utilizan determinantes de ta- 
mafio n — 1 y el volumen de la caja = |det (A)|. 

Diagonalizacion A = S _I ASA = Matriz de valores ca- 
racteristicos y S = matriz de vectores caracteristicos. A de- 
be tener n vectores caracteristicos independientes para que 
5 sea invertible. Todas las A* = SA k S~ l . 

Dimension de! espacio vectorial dim(V) = numero de 
vectores que hay en cualquier base de V. 

Ecuacion caracteristica det (A — XI) = 0. Las n raices 
son los valores caracteristicos de A. 

Ecuacion normal 4 T Ax = A T h proporciona la solu- 
cion por mfnimos cuadrados de Ax = 0 si el rango total de 
A es n. La ecuacion establece que (columnas de A) • 
( b - Ax) = 0. 

Eigshow Valores caracteristicos y valores singulares gr£- 
ficos de 2 por 2. (MATLAB o Java). 

Elimination Sucesion de operaciones en los renglones 
que reduce A a una U triangular superior o a la forma re- 
ducida R = rref(A). Asi, A = LU con multiplicadores ly en 
L, o PA = LU con intercambio de renglones en P,o EA = 
R, con una E invertible. 

Elipse (o elipsoide) x T Ax = 1 A debe ser positiva defini- 
da; los ejes de la elipse son vectores caracteristicos de A, con 
longitudes l/VX- (Para ||x|l = 1, los vectores y = Ax 
estan en la elipse ||A“ 1 y|| 2 = y T (AA T )“ 1 y = 1 mostra- 
da por eigshow; las longitudes de los ejes son cq). 

Espacio columna C(A) Espacio de todas las combina- 
ciones de las columnas de A. 

Espacio nulo N(A ) Soluciones de Ax = 0. Dimension n — 
r = (# columnas) — rango. 

Espacio nulo izquierdo N(A T ) Espacio nulo de A T = "es- 
pacio nulo izquierdo” de A porque y*A — 0 T . 

Espacio renglon C(A T ) Todas las combinaciones de los 
renglones de A. Por convencionalismo; vectores columna. 


Espacio vectorial V Conjunto de vectores tales que todas 
las combinaciones cv + dw permanecen en V. En la seccion 
2. 1 se proporcionan ocho reglas necesarias para cv + dw. 

Espectro de A Conjunto de valores caracteristicos 

Exponencial La derivada de e A ‘ — l + At +(At) 2 / 2! 
+ • • - es Ae*'; eA‘ u( 0) resuelve u' = Au. 

Factorizacion A = LU Si con la eiiminacion se llega de A 
a U sin intercambio de renglones, entonces la triangular in- 
ferior L con multiplicadores iy (y t u =1) regresa de U a A. 

Factorizacion de Cholesky A = CC T = (lVI>)(Lv/D) T 
para A positiva definida. 

Factorizaciones simetricasA = LDL r y A = QAQ y El 
numero de pivotes positivos en D y valores caracteristicos 
positivos en A es el mismo. 

Forma de Jordan J = M _1 AM Si A tiene s vectores ca- 
racteristicos independientes, su matriz “generalizada” M de 
vectores caracteristicos proporciona J = diag(7,, . . J s ). El 
bloque J k es A. *4 + N k , donde N k tiene unos en la diagonal 

l. Cada bloque tiene un valor caracterfstico X k y un vector 
caracteristico (1, 0, . . 0). 

Forma escaionada reducida por renglones R = rref(A) 
Pivotes = 1; ceros arriba y abajo de los pivotes; r renglones 
diferentes de cero de R constituyen una base para el espacio 
renglon de A. 

Grafica de G Conjunto de n nodos unidos por parejas 
mediante m aristas. Una grafica completa contiene todas 
las n(n — l)/2 aristas entre los nodos. Un £rbol solo contie- 
ne n — 1 aristas y no contiene circuitos cerrados. 

Gran formula para determinantes de n por n det(A) 
es una sumatoria de n\ terminos, uno para cada per- 
mutacion P de las columnas. Ese termino es el producto 
a ik • • • a nlu en la diagonal de la matriz reordenada, multi- 
plicado por det(P) = ±1. 

Inversa derecha A + Si el rango total del renglon de A es 

m, entonces A + = A T (AA T ) _I tiene AA + = /„,. 

Inversa izquierda A + Si el rango columna completo de 
A es n, entonces A + = (A T A) - 1 A T tiene A + A = /„. 

La multiplicacion por bloques de AB es permitida si las 
formas de los bloques lo permiten (las columnas de A y los 
renglones de B deben estar en bloques que correspondan). 

Ley asociativa (AB)C — A(BC) Los parentesis pueden 
quitarse para dejar ABC. 

Ley distributiva A + (B + C) = AB + AC Se suma y 
luego se multiplica, o se multiplica y luego se suma. 

Leyes de Kirchhoff Ley de la corriente: La corriente ne- 
ta (en salida menos) es cero en cada nodo. Ley del voltaje : 
La suma de las diferencias de potential (caidas de tension) 
es cero en cualquier circuito cerrado. 

Longitud l|ar|| Rafz cuadrada de x T x (teorema de Pitago- 
ras en n dimensiones). 


Matrices de conmutacion AB = BA En caso de ser dia- 
gonalizables, comparten n vectores caracteristicos. 

Matrices semejantes A y B B = M~ 1 AM tiene los mis- 
mos valores caracteristicos que A. 

Matriz A positiva definida Matriz simetrica con valores 
caracteristicos positivos y pivotes positivos. Definicidn: 
x r Ax > 0 a menos que x = 0. 

Matriz A semidefinida (Positiva) semidefinida significa 
simetrica con x r Ax > 0 para todos los vectores x. Por tanto, 
todos los valores caracteristicos X > 0; no hay pivotes nega- 
tives. 

Matriz A = uv T ^ 0 con rango 1 Los espacios columna 
y renglon = rectas cuy cv. 

Matriz acompanante En el rengldn n se escribe c lt ... , 
c„ y en la diagonal se escriben n - 1 unos. Entonces det 
(A — XI) — ±(c i + C 2 X + C3X 2 + ••■)• 

Matriz aieatoria rand(n) o randn(n) MATLAB crea una 
matriz con elementos aleatorios distribuido uniformemente 
en [0 1] para rand, y con una distribucidn normal estandar 
para randn. 

Matriz aumentada [A b\ Ax = b es resoluble cuando 
b esta en el espacio columna de A; asf, el rango de [A b ] 
es el mismo que el de A. La eiiminacion en [A b] preser- 
va correctas las ecuaciones. 

Matriz circulante C Diagonales constantes se envuelven 
como en un despiazamiento efelieo. Toda matriz circulante 
es col + ciS + • • • + c n -iS n ~‘. Cx = convolution c * 
x. Los vectores caracteristicos estan en F. 

Matriz de adyacencia de una grafica Matriz cuadrada 
con a tj = 1 cuando hay un lado que va del nodo i al nodo 
j; en caso contrario, ay = 0. A = A T para una grdfica no 
dirigida. 

Matriz de covarianza 2 Cuando las variables aleatorias 
x,- satisfacen media = valor medio = 0, sus covarianzas ’Ey 
son los promedios de xpe Con las medias x), la matriz S = 
media de (x — x)(x — x) T es positiva (semi)defmida: es 
una matriz diagonal si las x,- son independientes. 

Matriz de eiiminacion = Matriz elemental Ey La ma- 
triz identidad con un —ly en el elemento i, j ( i ¥= j). Asf, 
Ey resta ly veces el renglon j de A del renglon i. 

Matriz de Hilbert hilb(«) Elementos Ha = l/(i + j — 1) = 

f 0 l x'~ ! x J ~~ l dx. Positiva definida pero X,* extremada- 
mente pequeno y numero de condition grande. 

Matriz de incidencia de una grafica dirigida La matriz 
de incidencia de m por n aristas-nodos tiene un renglon por 
cada arista (del nodo i al nodo J), con elementos — 1 y 1 en 
las columnas i y j. 

Matriz de Pascal P s = pascal(«) La matriz simetrica con 
elementos binomiales (‘^7 2 )' Todos l° s Ps — PlPu 
contienen el triangulo de Pascal con det = 1 (consulte el fn- 
dice para encontrar mas propiedades). 
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Matriz de permutacion P Hay nl drdenes de 1 
las n! Ps tienen los renglones de / en el mismo orden. PA 
coloca las columnas de A en el mismo orden P es un produc- 
to de intercambios de renglones Py, P es par o impar (det 
P = 1 o — 1) con base en el niimero de intercambios. 


Matriz de rigidez K Curndo x proporciona los movi- 
mientos de los nodos en una estructura discreta, Kx propor- 
ciona las fuerzas intemas. A menudo K = A T CA, donde C 
contiene constantes de resorte de la ley de Hooke y Ax = 
alargamiento (esfuerzos) de los movimientos x. 


Matriz de rotacion R 


cos # 
sen# 


—sen# 

cos# 


hace rotar el 


piano un angulo #, y R~ 1 = B? Io hace girar un angulo —0. 
Matriz ortogonal, valores caracteristicos e‘ e y e~' 9 , vectores 
caracteristicos (1, ±i). 


dnV3 n estan relacionadas segiin d = Me. (Para n = 2, se hace 
vi — !»uui| + m2iu>2, V2 = m\zw\ + mzzwzl) 

Matriz M de Markov Todos los m v > 0 y la suma de ca- 
da columna es 1. El valor caracteristico mdximo es X = 1. 
Si my > 0, las columnas de M k tienden al vector caracteris- 
tico de estado estacionario Ms = s > 0. 

Matriz normal N NN T = N r N, que conduce a vectores 
caracteristicos (complejos) ortonormales. 

Matriz N del espacio nulo Las columnas de N son las 
n — r soluciones especiales de As — 0. 

Matriz nilpotente N Alguna potencia de N es la matriz 
cero, N k = 0. El unico valor caracteristico es A. = 0 (repeti- 
do n veces). Ejemplos: matrices triangulares con diagonal 
cero. 


Matriz diagonal D dy = 0 si i v 4 j. Diagonal por blo- 
ques: ceros fuera de los bloques cuadrados D u . 

Matriz diagonalizable A Debe tener n vectores carac- 
teristicos independientes (en las columnas de S\ en forma 
automdtica con n valores caracteristicos diferentes). Asi, 
S~ l AS = A = matriz de valores caracteristicos. 

Matriz en bloque Una matriz puede separarse en matrices 
por bloques, cortando entre renglones y/o entre columnas. 

Matriz escalonada V El primer eiemento diferente de 
cero (el pivote) en cada renglon aparece despues del pri- 
mer pivote en el renglon previo. Todos los renglones cero 
vienen al ultimo. 

Matriz F de Fourier Los elementos F/* = n 

proporcionan columnas ortogonales ~F r F = nl. Por tanto, 
y = Fc es la transformada discreta (inversa) de Fourier 
y j — Y. Cke 27l ‘j k/ n . 

Matriz H de Henkel Constante a lo largo de cada antidia- 
gonal; hy depende de i + j. 

Matriz H de Hessenberg Matriz triangular con una dia- 
gonal adyacente adicional diferente de cero. 

Matriz hermitiana A 11 = A T = A Analogo complejo 
de una matriz simetrica aji — aij . 

Matriz hipercubo pf En el renglon n + 1 se cuentan 
las esquinas, las aristas, las caras, etc., de un cubo en R". 

Matriz identidad / (o /„) Elementos diagonales = 1, ele- 
mentos fuera de la diagonal = 0. 

Matriz indefinida Matriz simetrica con valores caracteris- 
ticos de ambos signos (+ y — ). 

Matriz inversa A -1 Matriz cuadrada con A _1 ° = / y 
AA _! = I. No tiene inversa si det A = 0 y rango (A) < n; 
ademas, Ax = 0 para un vector x diferente de cero. Las in- 
versasdeAByA T sonB~ I A _1 y (A~ l ) r . La formula de co- 
factores es (A - % = C yi /det A. 

Matriz M de cambio de base Los vectores Vj de la base an- 
terior son combinaciones '£m i jW i de los vectores de la base 
nueva. Las coordenadas de ciut + t- c„v n = d\W{ H H 


Matriz ortogonal Q Matriz ortogonal con columnas orto- 
normales, de modo que Q r Q = /implica 0 T = Q~ l . Preser- 
va Angulos y longitud. ||Qx|| = ||x|| y (2*) T (£?y) = x T y 
Todos los |/.| = 1, con vectores caracteristicos ortogonales. 
Ejemplos: Rotacion, reflexion, permutacidn. 

Matriz proyeccion P sobre el subespacio S La proyec- 
cion p = Pb es el punto mas proximo a b en S; el error e = 
b - Pb es perpendicular a S. P 2 — P = P T , los valores ca- 
racteristicos son 1 o 0; los vectores caracteristicos estan en 
S o en S' 1 . Si las columnas de A = base de S, entonces P = 
A(A t A)-‘A t . 

Matriz reflexion Q — I- 2 «« T El vector unitario u se re- 
fleja en Qu = -u. Todos los vectores x en el piano u T x — 0 
permanecen sin cambio porque Qx = x. La “matriz del in- 
quilino” cumple Q T = Q~ ' = <2- 

Matriz simetrica A La traspuesta es A T = A, y ay = a jt 
A -1 tambien es simdtrica. Todas las matrices de la forma 
R t R, LDlJ y QAQ r son simetricas. Las matrices simetricas 
tienen valores caracteristicos reales en A y vectores carac- 
teristicos ortonormales en <2- 

Matriz simetrica sesgada K La traspuesta es —K, ya que 
Ky = —Kji- Los valores caracteristicos son puramente ima- 
ginarios, los vectores caracteristicos son ortogonales; e K ‘ es 
una matriz ortogonal, 

Matriz singular A Matriz cuadrada que no tiene inversa: 
det (A) = 0. 

Matriz T de Toeplitz Matriz con diagonal constante, de 
modo que ty sdlo depende de j — i. Las matrices de Toeplitz 
representan filtros lineales invariantes en el tiempo en el 
procesamiento de senates. 

Matriz traspuesta A T Los elementos Aj = Ay,-. A T es 

de n por m; A T A es cuadrada, simetrica yjpositiva semidefi- 
nida. Las traspuestas de AB y A -1 son B T A T y (A T ) _1 . 

Matriz tridiagonai T ty — 0 si \i — j\ > [. T~ l tiene ran- 
go 1 arriba y abajo de la diagonal. 

Matriz unitaria u a = U r = U~ l Columnas ortonorma- 
les (anAlogo complejo de Q). 


| 


Matriz V de Vandermonde Vc — b proporciona el polino- 
mio p(x) = cq+ • • • +c n - \x n ~ l con p(x,) = b t en n pun- 
tos. Vy = (x,y~ l , y det V = producto de ( x k — x ; ) para k > i. 

Metodo de Gauss-Jordan A se invierte con operaciones 
en los renglones sobre [A /] para llegar a [/ A -1 ]. 

Metodo simplex de programacion lineal El vector x de 
costo mi'nimo se encuentra desplazandose de un vertice ha- 
cia el vertice de menor costo a io largo de las aristas del con- 
junto posible (donde se satisfacen las restricciones Ax = b 
y x > 0). jEl costo minirno se encuentra en un vdrtice! 

Metodo iterativo Secuencia de pasos que se siguen para 
aproximarse a la solucidn deseada. 

Metodo del gradiente conjugado Sucesion de pasos para 
resolver una positiva definida Ax — b minimizando 
jX T Ax — x T b sobre subespacios crecientes de Krylov. 

Multiplicacion Ax = X\ (columna 1) + • • • + x„(columna 
n ) = combinacion de columnas. 

Multiplicacion de matrices AB El eiemento i, j de AB 
es (renglon i de A) • (columna j de B) = Por colum- 

nas: columna j de AB — A multiplicada por la columna j de 
B. Por renglones: el renglon i de A multiplica a B. Columnas 
por renglones: AB = suma de (columna &)(rengl6n k). Todas 
estas definiciones equivalentes provienen de la regia de que 
AB multiplicada por x es igual a A multiplicada por Bx. 

Multiplicador ty El renglon pivote j se multiplica por ty 
y se resta del rengldn i para eliminar el eiemento i.j: ty = 
(eiemento a eliminar)/0’-dsimo pivote). 

Multiplicidades AM y GM La multiplicidad algebraica 
AM de un valor caracteristico A. es el numero de veces que 
X aparece como rafz de det (A — XI) = 0. La multiplicidad 
geomdtrica GM es el numero de vectores independientes (= 
dimension del espacio caracteristico para X). 

Norma ||A |l de una matriz La “norma l 2 ” es la razon ma- 
xima \\Ax\\/\\x\\ = <w Asi, ||Ax|| < II A || ||x||, HASH S ||A|| 
||B||, y ||A + B|| S jj A j[ + ||B||. Norma de Frobenius Las 

normas || A||^ = Y, 53 a fj > ^ 1 son ^ m aximas su- 
mas de columnas y renglones de |a,y|. 

Numero de condicion cond(A) = k(A) = ||A||||A _1 || = 
<rmax/<r min . En Ax = b, el cambio relativo Px||/||x|| es 
menos que cond(A) multiplicado por el cambio relativo 
PBj|/jj£]| . Los numeros de condicion miden la sensibili- 
dad de la salida al cambio en la entrada. 


Numeros de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, ... , que satisfacen 
F„ = F„_ i + F n -z = W ~ X$)/(X i - X 2 ). Larazdn 

de crecimiento X\ = (l + Vs) / 2 es el valor caracteris- 


tico maximo de la matriz de Fibonacci 




o • 


Numeros de Lucas Ln = 2, 1, 3, 4, ... , satisfacen 
L n — Ln- 1 + L„-z = X” + X% con valores caracteristicos 

Xi,X 2 = (1 ± V5)/2 de la matriz de Fibonacci [ ! il. 


Ondas w Jk (t) o vectores w Jk Reescalan y desplazan el eje 
del tiempo para crear w Jk (f) = woo( 2 J t — k). Los vectores 
provenientes de u)qo = (1, 1, —1, -1) deben ser (1, —1, 0, 
0)y (0,0, 1, -1). 

Ortogonalizacion de Gram-Sehmidt A = OP. Colum- 
nas independientes en A, columnas ortonormales en Q. Ca- 
da columna q 3 de Q es una combinacidn de las j primeras 
columnas de A (y al revds, de modo que R es triangular su- 
perior). La simbologia es diag (F) > 0. 

Pivote d El primer eiemento diferente de cero cuando un 
renglon se utiliza en eliminacion. 

Plano (o hiperplano) en R" Las soluciones de a T x = 0 
proporcionan el piano (dimension n — 1) perpendicular a 
a # 0. 

Pivoteo parcial Durante la eliminacion, el y-esimo pivote 
se elige como el eiemento mas grande disponible (en valor 
absoluto) en la columna j. Asi, todos los multiplicadores sa- 
tisfacen Ityl £ 1 . El error por redondeo esta controlado (de- 
pendiendo del numero de condicion de A). 

Polinomio mini mo de A El polinomio de menor grado 
con m(A) — matriz cero. Las raices de m son valores carac- 
teristicos, y m{X) divide a det (A - XI). 

Producto cruz u X v en R 3 Vector perpendicular a u y 
v, de longitud || u || || v || | sen #| = £rea del paralelogramo, 

calculada como el “determinante” de [ i j k\ u x u 2 u 2 , iq 
v 2 u 3 ]. 

Producto de Kronecker (producto tensorial) A ® B Blo- 
ques ayB, valores caracteristicos X p (A)X g (B). 

Producto punto x T y = xpt x + • ■ • + El producto 

punto complejo es x T y • El producto punto de vectores 
perpendiculares es cero. (AB), y = (renglon i de A)- (colum- 
na j de B). 

Producto externo u v T Columna multiplicada por renglon 
= matriz de rango 1. 

Proyeccion p = a(a T b/a r a) sobre la recta que pasa por a 
El rango de P = aa T /a T a es 1. 

Punto silla de /(x„ . . x n ) Punto en que las primeras de- 
rivadas de / son cero y la segunda matriz de derivadas 
(3 2 f/ dXjdxj — matriz hessiana) es indefinida. 

Radio espectral = lA^I. 

Rango A(r) Es igual al niimero de pivotes = dimension 
del espacio columna = dimensidn del espacio renglon. 

Rango total de !a columna r — n Columnas indepen- 
dientes, N(A) — (0), sin variables fibres. 

Rango total del renglon r = m Renglones independientes, 
por lo menos una solucidn de Ax = b\ el espacio columna 
es todo R'". Rango total significa rango total de la colum- 
na o rango total del renglon. 

Red Grafica dirigida que tiene c lt ... ,c m constantes aso- 
ciadas con las ||A|| aristas. 

Regia de Cramer para Ax = b By tiene b reemplazando 
la columna j de Ay xj = |B y j/| A|. 
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Representation por columna de Ax = b El vector b se 
convierte en una combinacion de las columnas de A. El 
sistema s61o es resoluble cuando b esta en el espacio 
columna C(A). 

Representacion por renglon de Ax = b Cada ecuacidn 
proporciona un piano en R"; los pianos se cortan en x. 

Seudoin versa A + (in versa de Moore-Penrose). La ma- 
triz n por m que “invierte” a A del espacio columna al es- 
pacio renglon, con N(A + ) = 1V(A T ). A + A y AA + son las 
matrices proyeccion sobre el espacio renglon y el espacio 
columna. Rango (A + ) = rango (A). 

Sistema resoluble Ax = b El miembro derecho b esta en 
el espacio columna de A. 

Solucion completa x = x p + x n de Ax = b (x p particular) 
+ ( x n en el espacio nulo). 

Solucion particular x p Cualquier solucion de Ax = b; a 
menudo x p tiene variables libres = 0. 

Solucion por minimos cuadrados x El vector x que mi- 
nimiza el error ||e|| 2 resuelve A T Ax = A T b. Asi, e = b — 
Ax es ortogonal a todas las columnas de A. 

Soluciones especiales de As = 0. Una variable libre es 
St = 1, las demas variables libres = 0. 

Subespacio de Krylov K/A, b) Subespacio generado por 
b, Ab , .... A' - { b. Metodos numericos aproximan A / ~ 'b por 
Xj con residuos b - Axj en este subespacio. Una buena ba- 
se de Kj requiere solo multiplicacion por A en cada paso. 

Subespacios ortogonales Todo v en V es ortogonal a to- 
do w en W . 

Subespacio S de V Cualquier espacio vectorial dentro de 
V, incluyendo V y Z = {vector cero}. 

Suma V + W de subespacios Espacio de todos (los v 
en V) + (los w en W). Suma directa: dim(V + W) = dim 
V + dim W, cuando V y W sdlo comparten el vector cero. 

Sustitucion hacia atras Los sistemas triangulares supe- 
riores se resuelven en orden inverso, de x„ a x t . 

Suma vectorial v + u> = (iq + uq + . . . + v„ + w„) — 
diagonal del paralelogramo. 

Teorema de Cayley-Hamilton p(X) = det (A — XI) tiene 
p(A) = matriz cero. 

Teorema fundamental El espacio nulo N(A) y el espacio 
renglon C(A T ) son complementos ortogonales (subespacios 
perpendiculares de R" con dimensiones r y n — r) de Ax = 


0. Aplicado a A T , el espacio columna C(A) es el comple- 
mento ortogonal de N(A T ). 

Teorema espectral A = QAQ 1 A simetrica real tiene 
real y q t ortonormal, con Aq t = Xfl t . En mecanica, q t pro- 
porciona los ejes principales. 

Transformada de Fourier rapida (TFR) Factorizacion 
de la matriz de Fourier F„ en matrices S,- i = log 2 n multi- 
plicadas por una permutacion. Cada S f sdlo requiere nj 2 
multiplicaciones, de modo que F * c y F~ l c pueden calcu- 
larse con n-f/2 multiplicaciones. Es revolucionaria. 

Transformacion a fin T(v ) = Av + v 0 = transformacion 
lineal mis desplazamiento. 

Transformacidn lineal T Cada vector v en el espacio de 
entrada se transforma en T(v) en el espacio de salida, y la li- 
nealidad requiere T(cv + dw) = cl\v) + dT(w). Ejemplos: 
multiplicacion matricial Av, diferenciacidn en el espacio de 
funciones. 

Traza de A Suma de los elementos en la diagonal = su- 
ma de los valores caracterfsticos de A. Tr AB = Tr BA. 

Una grafica dirigida tiene una flecha especificada en cada 
arista. 

linealmente dependientes Una combinacidn 

diferente de todos los c t — 0 proporciona Sc ; u,- = 0. 

Valor caracterfstico X y vector caracterlstico x Ax — 
Xx con x ¥= 0, de modo que det(A — XI) = 0. 

Variable libre x t La columna i carece de pivote en la eli- 
minacion. Es posible asignar cualesquiera valores a las n — 
r variables libres, y luego Ax ~ b determina las r variables 
pivote (jen caso de ser resoluble!) 

Vector v en R" Sucesidn de n numeros reales v = (tq, 
. . . ,v„) = punto en R". 

Vectores independientes v lt . . . , v k Ninguna combina- 
cion c^i + • • • + c k v k = vector cero a menos que todas las 
c t = 0. Si las vs son las columnas de A, la unica solucion 
de Ax = 0 es x = 0. 

Vectores ortonormales q y , ... ,q„ Los productos punto 
son qjqj — 0 , si i ¥= j y qJqi — 1 . La matriz Q con es- 
tas columnas ortonormales cumple Q T Q = /. Si m = n, en- 
tonces <2 t = Q~ l y q u . . . , q„ es una base ortonormal de 
R"; toda v = T ~!(u T ^ ,■)<?/. 

Volumen de una caja Los renglones (o las columnas) de 
A generan una caja con volumen |det (A)|. 
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cofactor 

cramer 

deter 

eigen2 

eigshow 

eigva! 

eigvec 

elim 

findpiv 

fourbase 

grams 

house 

inversa 

leftnull 

linefit 

Isq 

normal 

nulbasis 

orthcomp 

partic 

plot2d 

plu 

poiy2str 

project 

projmat 

randperm 

rowbasis 

samespan 

signperm 

slu 

slv 

splu 

spiv 

symmeig 

tridiag 


Calcula la matriz de cofactores de n por n. 

Resuelve el sistema Ax — b con la regia de Cramer. 

Matriz de determinantes calculada a partir de los pivotes en PA = LU. 

Valores caracterfsticos, vectores caracterfsticos y det (A - XI) para matrices de 2 
por 2. 

Demostracion grafica de valores caracterfsticos y valores singulares. 

Valores caracterfsticos y su multiplicidad como ralces de det (A — Xl) = 0. 
Calcula tantos vectores caracterfsticos linealmente 
independientes como es posible. 

Reduccidn de A a forma escalonada reducida R por medio de una E invertible. 
Encuentra un pivote para eliminacidn gaussiana (utilizado por plu). 

Construye bases para todos los cuatro subespacios fundamentales. 
Ortogonalizacion mediante el proceso de Gram-Schmidt de las columnas de A. 
Matriz de 2 por 12 que proporciona las coordenadas de los vertices de una casa. 
Matriz inversa (en caso de existir) por eliminacion gaussiana. 

Calcula una base para el espacio nulo izquierdo. 

Grafica el ajuste por mihimos cuadrados a m puntos dados por medio de una recta. 
Solucion por mmimos cuadrados de Ax = b a partir de A T Ax = A T b. 

Valores caracterfsticos y vectores caracterfsticos ortonormales cuando A T A = AA T . 
Matriz de soluciones especiales de Ax = 0 (base para el espacio nulo). 

Encuentra una base para el complemento ortogonal de un subespacio. 

Solucidn particular de Ax = b, con las tres variables libres iguales a cero. 

Grafica bidimensional para las figuras de las casas. 

Factorizacion rectangular PA = LU con intercambios de renglones. 

Expresa un polinomio como una cadena. 

Proyecta un vector b sobre el espacio columna de A. 

Construye la matriz proyeccion sobre el espacio columna de A. 

Construye una permutacion aleatoria. 

Calcula una base para el espacio renglon a partir de los renglones pivote de R. 
Prueba si dos matrices tienen el mismo espacio columna. 

Determinante de la matriz permutacion con renglones ordenados por p. 
Factorizacidn LU de una matriz cuadrada sin usar ningiirt intercambio de renglones. 
Aplica slu para resolver el sistema Ax = b sin permitir intercambios de renglones. 
Factorizacion cuadrada PA = LU usando intercambios de renglones. 

Solucion de un sistema cuadrado invertible Ax — b. 

Calcula los valores caracterfsticos y los vectores caracterfsticos de una matriz 
simdtrica. 

Construye una matriz tridiagonal con diagonales constantes a , b, c. 


Estos cddigos de ensenanza estan disponibles directamente a partir de la Linear Algebra Home page: 
http : / / web . mit . edu/l8 . 06/www . 

Fueron escritos en MATLAB y traducidos a Maple y Mathematica. 
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Pardntesis, 6, 21-24, 34, 45-49, 134, 
213, 332, 434, 445, 476 
Patrones escalonados, 78 
Permutation, 37-45, 202-203, 
211-218 

Permutacion impar, 226-227 
Permutacion par, 44, 217, 230, 436, 
453 

Perpendicular. Vease Ortogonal 
Perron-Frobenius, 261, 262 
Perturbation, 62, 353, 357 
Pivoteo completo, 63 
Pivoteo parcial, 62, 352 
Pivotes, 311 

fdrmulas para los pivotes, 202 
positivos, 318 
prueba, 47-49 
variables, 80-81, 384 
Pivotes diferentes de cero, 48 
Pianos, 4-5 
Pianos paralelos, 7, 8 
Polinomio, 389, 478, 480, 481 
Polinomio de Legendre, 182, 185 
Polinomios caracterfsticos, 235 
Polinomios por partes, 347-348 
Poquer, 377, 412-414 
Positiva semidefmida, 314, 321 
Potencial, 339, 349, 478 
Potential en los nodos, 115 
Potencias de matrices, 255 


Preacondicionador, 368 

Precio imaginario, 393, 396 
Primer pivote, 12 

Primera busqueda de amplitud, 406 
Primera busqueda de profundidad, 

406 

Principio de incertidumbre, 250 
Principio de incertidumbre de 
Heisenberg, 250 
Principio de Rayleigh, 342 
Principio maximin, 344, 409, 411 
Principios nunimos, 339-345 
Problema con valor inicial, 233 
Problema de dieta, 380 
Problema de dos puntos con valor 
en la frontera, 59 
Problema de la ruta minima, 404 
Problema de transporte, 381, 406 
Problema del matrimonio, 403-405 
Problema dual, 382-391 
Problema primal, 392 
Proceso de Gram-Schmidt, 174-187 
Proceso de Markov, 238, 257-259 
Proceso de Markov continuo, 273 
Producto. Vease multiplication de 
matrices 

Producto cartesiano, 417 
Producto de Kronecker, 418 
Producto intemo, 20, 143, 169 
Producto intemo de funciones, 183 
Producto punto. Vease Producto 
intemo 

Programacidn dindmica, 406 
Programacidn lineal, 377-414 
desigualdades lineales, 377-381 
modelos de redes, 401-407 
mbtodo simplex, 382-29 1 
problema dual, 382-391 
restricciones, 378-380 
tabla (tableau), 386-388 
teon'a de juegos, 408-413 
Promedio ponderado, 169 
Proyeccion, 322, 328, 338, 390-392, 
416, 447-448, 450, 461, 465, 
467, 475, 479, 481 
Proyeccion sobre una recta, 

152-159 

Prueba de detention, 386, 388, 391, 
471 

Pruebas para la caracterfstica de ser 
positiva defmida, 318-330 
Punto de intersection, 4, 5 
Punto nunimo, 311 
Puntos silla, 311-317, 408 


Quimico, 156, 203, 273 
QAQ r , 320-323, 327 

R 

Radio espectral, 351 
Raices de la unidad, 189-190 
Rango como espacio columna, 92 
Rango de los renglones = rango de 
las columnas, 105 
Rango de una matriz, 83, 98, 104 
Rango total, 103, 109 
Rango uno, 87, 107-114, 138, 140, 

329, 333, 337,417-418, 

438-439, 464, 473, 479, 480 
Razones de determinantes, 1, 222, 

224 

Red, 114-119, 124, 401-407, 478 
Regia de convolucidn, 189 
Regia de Cramer, 202, 221-222 
Regia de las columnas, 21 
Rengldn a la vez, 372 
Renglon multiplicado por una 
columna, 20 

Representation por renglon, 428, 

480 

Representation por columna, 7, 8 
Reescalamiento, 390 
Restricci6n, 82, 85, 340-344, 346, 
378-387, 390, 392, 394-402, 
406,470-471,480 
Restricciones de igualdad, 383 
R", 69, 72-73, 288 
Rotation del piano, 361, 365, 367 
RR* y R t R, 51, 52 

S 

S~'AS, 132, 245-248, 285, 293, 299, 
301,324,477 
Semiancho de banda, 61 
Semidefmida, 314, 321, 327, 329, 
333-334, 467, 475, 480, 488 
Semiespacio, 377 
Serie de Fourier, 182 
Serie de Fourier discreta, 192 
Serie de Taylor, 315 
Seudoinversa, 108, 148, 161, 335 
Signos de los valores caracteristicos, 
271,308,311,314,318, 
324-326, 329, 346, 478 
Sistema sobredeterminado, 153, 166 
Sistemas incurables, 13 
Sobredeterminado, 153, 166 
Sobrerrelajamiento, 368-37 1 
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Sobrerrelajamiento sucesivo (SRS), 
368, 369 

Soluciones especiales, 80, 81, 104 
Soluciones particulares, 82, 83 
Subdeterminado, 161 
Subespacio, 70, 98 
fundamental, 102-115, 123, 
137-139, 187, 392, 477, 481 
ortogonal, 114, 141-200, 399, 
446, 477, 479, 481 
Subespacio ortogonal, 143-149, 
151-152,415, 479 
Subespacios fundamentales, 102-113 
Submatriz, 44, 78, 148, 196, 213, 
223, 224,296,318-319, 346, 
404, 407, 433, 438, 450, 472 
Submatriz principal, 87 
Sucesion de Krylov, 365 
Suma, 7-8, 21, 70-73, 82, 115, 
126-127, 176-178, 181-184 
Suma de cuadrados, 142, 160, 166, 
177, 182, 199, 318-323, 327, 
464 

Suma de espacios, 415-421 
Suma de vectores, 6 
Sumatoria, 142, 160, 168, 177, 182, 
199,318-320, 327 
Superposition, 237 
Sustitucidn hacia atras, 12, 36 

T 

Tabla (tableau), 386-388 
Tablero de ajedrez, 139, 216, 242 
Tensor, 2, 418 
Teorema espectral, 285 
Teorema flujo max-corte min, 402 
Teorema fundamental del algebra 
lineal, 106, 116-117, 141, 
146-147, 335, 398 
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Jegrejna.mnimax, 344, 393, 409, ... 
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Teorfa de juegos, 377-414 
Teorfa de von Neumann, 412 
Tetraedro, 158,471 
TFR. Vease Transformada de 
Fourier rdpida 
Thorp, 412 

Transformation, 126-129, 131-136 
Transformation de semejanza, 
293-306 

Transformation identidad, 294 
Transformation lineal, 125-137 
Transformada de Fourier discreta, 
188, 189, 287 

Transformada de Fourier rapida 

(TFR), 188-197, 287, 372, 419, 
475, 477 

identidad fundamental, 287 
ortogonalidad, 188-197 
Traspuesta conjugada, 283 
Traza, 239-241, 243-244, 250-253 
Tukey, John, 194 

U 

Unicidad, 69 

V 

Valor caractenstico cero, 109, 236, 
238, 241-243, 246, 488 
Valor del juego, 409 
Valores caracterfsticos diferentes de 
cero, 49 

Valores caracterfsticos distintos, 
245-247, 297-299, 303, 308, 
427, 473 

Valores caracterfsticos dobles, 246, 
422 

Valores caracterfsticos repetidos, 246 
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ii. fVaterescaracterfetieefs y vectores 
argent c'afacterfsticos-, 233-309 
A\ 255-265 
calculo, 359-366 
diagonalizacidn, 245-254 
forma de Jordan, 300, 422 
inestabilidad, 234, 259, 270-273 
polinomio caractenstico, 235 
matrices complejas, 280-292 
matriz positiva defmida, 311 
prueba del valor caracterfstico, 320 
semejanza, 293-306 
valores caracterfsticos dobles, 

246, 422 

Variable de entrada, 387 
Variable de salida, 387 
Variable floja, 379, 383 
Variable libre, 80-85, 89-91, 94, 
104-109, 124, 384-387, 396, 
437-441, 477-481 
Varianzas y mmimos cuadrados 
ponderados, 169 
Vector, 2-9, 29-24 
Vector cero, 69 
Vector de costo, 382 
Vector error, 161-162, 165-167, 
170-172 

Vector unitario, 143, 174 
Vectores caracterfsticos 
generalizados, 268 
Vectores columna, 6-7, 20 
Vertice de un conjunto factible, 
381-391, 395-397 
Volumen, 201 

W 

Wilkinson, 355 
Wronskiano, 268 


Algebra lineal en pocas palabras 

(A es de n por n ) 

Wo singular Singular 


A es invertible. 

Las columnas son independientes. 

Los renglones son independientes. 

El determinante es diferente de cero. 
Ax — 0 tiene una solucion x — 0. 

Ax = b tiene una solucion x = A~ l b. 

A tiene n pi votes (diferentes de cero). 

A tiene rango completo r = n. 

La forma escalonada reducida 
por renglones es R = I. 

El espacio columna es todo R". 

El espacio renglon es todo R". 

Todos los valores caractensticos son 
diferentes de cero. 

A T A es positiva defmida simetrica. 

A tiene n valores singulares (positivos). 


A no es invertible. 

Las columnas son dependientes. 

Los renglones son dependientes. 

El determinante es cero. 

Ax = 0 tiene una infinidad de soluciones. 

Ax = b no tiene solucion o tiene una 
infinidad de soluciones. 

A tiene r < n pivotes. 

A tiene rango r < n. 

R tiene por lo menos un renglon de ceros. 

La dimension del espacio columna es r < n. 
El espacio renglon tiene dimension r < n. 
Cero es un valor caracteristico de A. 

A t A s61o es semidefmida. 

A tiene r < n valores singulares. 


Cada recta de la columna singular puede hacerse cuantitativa usando r. 



